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2 Åâêëèäîâû è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà

2.1 Îïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Ïóñòü F � ïîëå âåùåñòâåííûõ (R) èëè êîìïëåêñíûõ (C) ÷èñåë. Âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå âåêòîðîâ
a, b èç V ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (a, b) ∈ F , íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
âåêòîðà a íà âåêòîð b è îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) (a, b) = (b, a), ãäå (b, a) � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî äëÿ (b, a),
2) (a, αb) = α(a, b) äëÿ ëþáîãî α ∈ F ,
3) (a + b, c) = (a, c) + (b, c),
4) åñëè a 6= 0, òî (a, a) ∈ R è (a, a) > 0.
Åñëè F = R, òî V íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, â ýòîì ñëó÷àå (a, b) = (b, a).
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îáû÷íóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü R2. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðîâ −→a , −→b , îïðåäåëåííîå êàê

(−→a ,
−→
b ) = ||−→a || ||−→b || cos(−̂→a −→b ),

ãäå (−̂→a −→b ) � íàèìåíüøèé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→a è −→b , à ||−→a || � äëèíà âåêòîðà −→a ,
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü V = Rn � n � ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ñòîëáöîâ äëèíû n íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Çàäàäèì íà V ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëàãàÿ

(a, b) = α1β1 + . . . + αnβn,

ãäå a =




α1
...

αn


 è b =




β1
...

βn


. Êàê ëåãêî âèäåòü, (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî) ââåäåííîå òà-

êèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Òàêîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, à åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn íàçûâàåòñÿ
ñòàðäàðòíûì (êîîðäèíàòíûì).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü V = Cn � n � ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ñòîëáöîâ äëèíû n
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Çàäàäèì íà V ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëàãàÿ

(a, b) = α1β1 + . . . + αnβn,

ãäå a =




α1
...

αn


 è b =




β1
...

βn


. Äîêàçàòü, ÷òî ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå äåé-

ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî Cn àçûâàåòñÿ
ñòàðäàðòíûì (êîîðäèíàòíûì)

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå (ôóíêöèîíàëüíîå) ïðîñòðàíñòâî

C[p,q] = {f : R 7→ R íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [p, q] ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè}.

Íà ïðîñòðàíñòâå C[p,q] îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëàãàÿ

(f, g) =

∫ q

p

f(t)g(t)dt
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Òîãäà C[p;q] ñ ââåäåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ëåììà 1.Â ëþáîì ýðìèòîâîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

( , ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
(a) (0, a) = 0, ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V ,
(b) (a, b + c) = (a, b) + (a, c),
(c) (αa, b) = α(a, b) (â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (αa, b) = α(a, b)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 0 = 0 ·0, ãäå 0 � íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ F , òî ïî ñâîéñòâàì

1) è 2) ñêîëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(0, a) = (a,0) = (a, 0 · 0) = 0(a,0) = 0 = 0.

Ïîýòîìó (a) äîêàçàíî.
Â ñèëó ñâîéñòâ 1) è 3) èìååì

(a, b + c) = (b + c, a) = (b, a) + (c, a) = (b, a) + (c, a) = (a, b) + (a, c).

Ïîýòîìó (b) äîêàçàíî.
Äîêàæåì (c). Ïî 1) è 3)

(αa, b) = (b, αa) = α(b, a) = α(b, a) = α(a, b).

Ïîýòîìó (c) äîêàçàíî.
Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

VC = {u + iv|u, v ∈ V è i =
√−1� ìíèìàÿ åäèíèöà}

ôîðìàëüíûõ ñóìì u+ iv. Êàæäóþ ôîðìàëüíóþ ñóììó u+ iv ìîæíî ïîíèìàòü êàê óïîðÿ-
äî÷åííóþ ïàðó âåêòîðîâ u è v. Òàêèì îáðàçîì, u+ iv = w + iz òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
u = w è v = z. Ïðåâðàòèì ìíîæåñòâî VC â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, ïîëàãàÿ
â êà÷åñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

(u + iv) + (w + iz) = (u + w) + i(v + z),

a â êà÷åñòâå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð

(a + ib)(u + iv) = au− bv + i(av + bv),

ãäå au � ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåêòîðà u íà ñêàëÿð a â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V .
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð äåéñòâèòåëüíî ïðåâðàùàþò ìíîæåñòâî VC â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C.

Çàäàäèì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå VC ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

〈u + iv, w + iz〉 = (u,w) + (v, z)− i((v, w)− (u, z)).

Ëåììà 2.Ââåäåííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå VC ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = u + iv è y = w + iz. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

〈x, y〉 = (u,w) + (v, z)− i((v, w)− (u, z)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
〈y, x〉 = (w, u) + (z, v)− i((z, u)− (w, v)).
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Ïîýòîìó

〈y, x〉 = (w, u) + (z, v) + i((z, u)− (w, v)) = (u,w) + (v, z)− i((v, w)− (u, z)) = 〈x, y〉.

Ñâîéñòâî 1) äîêàçàíî.
Ïóñòü α = a + ib � ñêàëÿð èç VC. Òîãäà αy = aw − bz + i(az + bw) è

〈x, αy〉 = (u, aw − bz) + (v, az + bw)− i((v, aw − bz)− (u, az + bw)) =

(u, aw)− (u, bz) + (v, az) + (v, bw)− i((v, aw)− (v, bz)− (u, az)− (u, bw)) =

a(u,w)− b(u, z) + a(v, z) + b(v, w)− i(a(v, w)− b(v, z)− a(u, z)− b(u,w)) =

a((u,w) + (v, z)) + b((v, w)− (u, z))− i(a((v, w)− (u, z))− b((u,w) + (v, z))) =

(a + ib)((u,w) + (v, z)− i((v, w)− (u, z))) = α〈x, y〉.
Ñâîéñòâî 2) äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 3) î÷åâèäíî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà 4). Äåéñòâèòåëüíî,

〈x, x〉 = (u, u) + (v, v)− i((v, u)− (u, v)) = (u, u) + (v, v) ≥ 0

è åñëè x 6= 0, òî 〈x, x〉 > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, VC � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈 , 〉. Ââå-

äåííîå òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî VC íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V .

Ïóñòü a � âåêòîð ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà äëèíó ||a|| âåêòîðà a îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì

||a|| =
√

(a, a).

Â ñèëó ñâîéñòâà 4) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëèíà âåêòîðà a îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Êðî-
ìå òîãî, äëÿ ëþáîãî α ∈ F èìååì

||αa|| = |α| ||a||.

Åñëè äëèíà âåêòîðà a ðàâíà 1, òî a � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû èëè íîðìèðîâàííûé âåêòîð.
Ïóñòü a � íåíóëåâîé âåêòîð. Òîãäà ||a|| 6= 0. Ïîëîæèì a′ = a

||a|| . Êàê ëåãêî âèäåòü,

||a′|| =
√( a

||a|| ,
a

||a||
)

=

√
(a, a)

||a||2 = 1.

Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
x, y ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(x, y)| ≤ ||x|| ||y||,

ãäå |(x, y)| � ìîäóëü ÷èñëà (x, y), ò.å. |(x, y)| =
√

(x, y)(x, y).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � âåêòîðà ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè y = 0, òî âñå

äîêàçàíî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y 6= 0. Ðàññìîòðèì âåêòîð z = x− (y,x)
(y,y)

y. Òîãäà

(z, y) = (x− (y, x)

(y, y)
y, y) = (x, y)− (y, x)

(y, y)
(y, y) = (x, y)− (x, y) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤ (z, z) = (x−(y, x)

(y, y)
y, z) = (x, z)−(

(y, x)

(y, y)
y, z) = (x, z) = (x, x)−(x,

(y, x)

(y, y)
y) = (x, x)−|(x, y)|2

(y, y)
.

Ïîýòîìó
|(x, y)|2
(y, y)

≤ (x, x).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
|(x, y)|2 ≤ ||x||2||y||2.

Òîãäà |(x, y)| ≤ ||x|| ||y||.
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî |(x, y)| = ||x|| ||y|| äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (z, z) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî z = x− (y,x)
(y,y)

y = 0, ò.å. âåêòîðà x
è y � ëèíåéíî çàâèñèìû.

Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Äëèíû âåêòîðîâ x, y è x+ y óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

(òðåóãîëüíèêîâ)
||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

||x + y||2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (x, y) + (y, y).

Ïóñòü (x, y) = a + ib. Òîãäà

|(x, y)| =
√

(x, y)(x, y) =
√

a2 + b2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

(x, y) + (x, y) = 2a ≤ 2|(x, y)| ≤ 2||x|| ||y||.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||x + y||2 ≤ ||x||2 + 2||x|| ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2.

Ïîýòîìó
||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âåê-
òîðîâ x, y ∈ V ñóùåñòâóåò óãîë φ, çàâèñÿùèé îò x, y, òàêîé, ÷òî 0 ≤ φ ≤ π è

cos φ =
(x, y)

||x|| ||y|| .

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ýðìèòîâîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå èìå-
åò ìåñòî òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

||x + y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2.

Ëåììà 3. Â ëþáîì ýðìèòîâîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äëèíû âåêòîðîâ è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà
ñêàëÿð. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ V :
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äëÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà

(x, y) =
i||x + y||2 − ||ix + y||2 − (i− 1)||x||2 − (i− 1)||y||2

2i
;

äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

(x, y) =
||x + y||2 − ||x||2 − ||y||2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

||x + y||2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y).

Ïîýòîìó â ëþáîì ýðìèòîâîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, y) + (y, x) = ||x + y||2 − ||x||2 − ||y||2.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî x âåêòîð ix, ïîëó÷èì

−i(x, y) + i(y, x) = ||ix + y||2 − ||ix||2 − ||y||2 = ||ix + y||2 − ||x||2 − ||y||2.

Óìíîæèì òåïåðü ïåðâîå ðàâåíñòâî íà i è âû÷òåì èç íåãî âòîðîå, ïîëó÷èì

2i(x, y) = i||x + y||2 − i||x||2 − i||y||2 − ||ix + y||2 + ||x||2 + ||y||2 =

i||x + y||2 − ||ix + y||2 − (i− 1)||x||2 − (i− 1)||y||2.
Îòñþäà ñëåäóåò

(x, y) =
i||x + y||2 − ||ix + y||2 − (i− 1)||x||2 − (i− 1)||y||2

2i
.

Äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âñå î÷åâèäíî.

2.2 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà
Âåêòîðà x è y ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (îáîçíà÷åíèå

x⊥ y), åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) = 0. Â ñèëó ëåììû 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî íóëåâîé
âåêòîð 0 îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü âåêòîðà x è y � îðòîãîíàëüíû. Òîãäà

||x + y||2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) = ||x||2 + ||y||2.

Â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2 ýòî ðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê òåîðåìà Ïèôàãîðà.
Ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a1, . . . , am ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãî-

íàëüíîé, åñëè (ai, aj) = 0 äëÿ i 6= j. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.

Ëåììà 1. Ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a1, . . . , am � ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Ïóñòü dimV = n. Òîãäà m ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
a1, . . . , am ðàâíà íóëþ, ò.å.

α1a1 + . . . + α1am = 0,
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ãäå α1, . . . , αm ∈ F . Òîãäà, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà âåêòîð ai,
ïîëó÷èì

0 = (ai, α1a1 + . . . + α1am) = α1(ai, a1) + . . . + αm(ai, am).

Ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû a1, . . . , am èìååì αi(ai, ai) = 0. Ïîýòîìó αi = 0. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåêòîðà ai ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû αi = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , am � ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî m ≤ n

Òåîðåìà 1 (ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè). Ïóñòü a1, . . . , am � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òà-
êóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , em, ÷òî êàæäûé âåêòîð ei ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì e1 = a1

||a1|| . Òîãäà e1 � íîðìèðîâàííûé âåêòîð è ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðà a1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðà e1, . . . ei óæå ïîñòðîåíû. Ïóñòü

α1 = (e1, ai+1), . . . , αi = (ei, ai+1).

Ðàññìîòðèì âåêòîð
e′i+1 = ai+1 − α1e1 − . . .− αiei.

ßñíî, ÷òî e′i+1 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ai+1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a1, . . . , ai. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî j = 1, ..., i ïîëó÷àåì

(ej, e
′
i+1) = (ej, ai+1)− α1(ej, e1)− . . .− αi(ej, ei) = (ej, ai+1)− αj = αj − αj = 0.

Ïîýòîìó (e1, e
′
i+1) = ... = (ei, e

′
i+1) = 0. Ïîñêîëüêó êàæäûé âåêòîð ej, ãäå j = 1, ..., i, ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , aj, òî è e′i+1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ a1, . . . , ai+1.

Ïóñòü òåïåðü ei+1 =
e′i+1

||e′i+1|| . Òîãäà e1, ..., ei+1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà èç i + 1

âåêòîðîâ, è êàæäûé âåêòîð ej èç ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a1, . . . , aj.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , em.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî ðàç-

ìåðíîñòè n. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en. Áîëåå
òîãî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x

x = (e1, x)e1 + . . . + (en, x)en.

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ôóðüå, à êîýôôèöèåíòû
(e1, x), . . . , (en, x) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå â áàçèñå e1, . . . , en.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Â ñèëó òåî-
ðåìû 1 ìîæíî ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, ..., en. Ïîêàæåì, ÷òî
e1, ..., en � ëèíåéíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð èç V . Ðàññìîòðèì âåêòîð

y = x− ((e1, x)e1 + . . . + (en, x)en).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ei ïîëó÷àåì (ei, y) = 0. Åñëè y 6= 0, òî ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåð-
íîñòè n ñîäåðæèò n + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, ..., en, y. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = (e1, x)e1 + . . . + (en, x)en.
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Ëåììà 2. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðî-
ñòðàíñòâà V . Ïóñòü

x =
n∑

j=1

αjej, y =
n∑

j=1

βjej, ãäå αj, βj ∈ F

Òîãäà
(x, y) =

n∑
j=1

αjβj, ||x||2 =
n∑

j=1

|αj|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

(ei, ej) =

{
0, åñëè i 6= j

1, åñëè i = j
,

òî
(x, y) =

(∑
i

αiei,
∑

j

βjej

)
=

∑
i,j

αiβj(ei, ej) =
n∑

j=1

αjbj

Â ÷àñòíîñòè,

||x||2 = (x, x) =
n∑

j=1

αjαj =
n∑

j=1

|αj|2

2.3 Îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ è îðòîãîíàëüíûå ñóììû
Ïóñòü V � ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî. Äâà ìíîæåñòâà, M è N èç V , íàçû-

âàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ M ⊥ N), åñëè (m,n) = 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ M è
n ∈ N .

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü M ⊥ N . Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî M ∩ N = ∅, ëèáî M ∩ N = {0}.
Êàê ñëåäñòâèå, åñëè N, M � ïîäïðîñòðàíñòâà â V , òî M ∩N = {0}.

Ñóììà U1 + ... + Uk âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ U1, . . . , Uk ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé, åñëè Ui ⊥ Uj äëÿ i 6= j. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U = U1 + ... + Uk � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x = u1 + . . . + uk è x = u′1 + . . . + u′k, ãäå u1, u
′
1 ∈ U1, ..., uk, u

′
k ∈ Uk,

äâà ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà x. Òîãäà

0 = (u1 − u′1) + . . . + (uk − u′k).

Òàê êàê ui − u′i ∈ Ui, òî, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà âåêòîð
ui − u′i, ïîëó÷èì, ÷òî (ui − u′i, ui − u′i) = 0, ò.å. ui = u′i äëÿ i = 1, . . . , k.

Ïóñòü M � ïîäìíîæåñòâî ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V . Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå ìíîæåñòâà M , ïîëàãàÿ

M⊥ = {v ∈ V |(v,m) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ M}.
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî èç V . Äîêàçàòü, ÷òî M⊥ �

ïîäïðîñòðàíñòâî â V .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, è L � åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Òîãäà V åñòü ïðÿìàÿ (îðòîãîíàëüíàÿ) ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâà L è åãî îð-
òîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, dimV = dimL + dimL⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, ..., ek � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L è x ∈
V . Ðàññìîòðèì âåêòîð y = (e1, x)e1 + ... + (ek, x)ek è ïîëîæèì z = x− y. Òîãäà

(ei, z) = (ei, x− y) = (ei, x)− (ei, y) = (ei, x)− (ei, (e1, x)e1 + ... + (ek, x)ek) =

(ei, x)− (e1, x)(ei, e1)− ...− (ei, x)(ei, ei)− ...− (ek, x)(ei, ek) = (x, ei)− (x, ei) = 0

äëÿ ëþáîãî i = 1, ..., k. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ L⊥. Ïîýòîìó x = y + z, ãäå y ∈ L è z ∈ L⊥.
Òîãäà V = L + L⊥ � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà. ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå áàçèñîâ L è L⊥ áóäåò
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V . Ïîýòîìó dim V = dim L + dim L⊥.

Ýëåìåíò y ïîäïðîñòðàíñòâà L, ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, íàçûâà-
åòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L, à z = x − y ∈ L⊥ íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Ïóñòü y � íåíóëåâîé âåêòîð ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå
1.1, äëÿ âåêòîðà x èìååì

(x− (y, x)

(y, y)
y, y) = 0.

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì y. Òîãäà (y,x)
(y,y)

y � îðòîãîíàëüíàÿ ïðî-
åêöèÿ x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. ×èñëî (x,y)

(x,y)
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ôóðüå âåêòîðà x

îòíîñèòåëüíî y. Âåêòîð x − (y,x)
(y,y)

y � îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòíîñèòåëüíî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî. Äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ L,L1, L2 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L⊥⊥ = L, (L1 ∩ L2)
⊥ = L⊥1 + L⊥2 , (L1 + L2)

⊥ = L⊥1 ∩ L⊥2 .

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà V . Ðàññòîÿíèåì ρ(x, L)
îò òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîé âåêòîðîì x äî ïîäïðîñòðàíñòâà L, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìóì ðàññòîÿíèé îò äàííîé òî÷êè äî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà L, ò.å.

ρ(x, L) = min{||x− u||, ãäå u ∈ L}.

Ïîêàæåì, ÷òî ρ(x, L) = ||z||, ãäå z � îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Äåéñòâèòåëüíî, x = y + z, ãäå ýëåìåíò y � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî L, à z ∈ L⊥ � îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà
äëÿ u ∈ L

||x− u|| = ||y + z − u|| = ||(y − u) + z|| = ||y − u||+ ||z||.
Ïîýòîìó

ρ(x, L) = min{||x− u||, ãäå u ∈ L} = min{||y − u||+ ||z||, ãäå u ∈ L} = ||z||.

Ïðèìåð. Ïóñòü íà îòðåçêå [0, 1] çàäàíà ôóíêöèÿ f(x) =
√

x, è ìû õîòèì ïðèáëèçèòü
åå ïðÿìîé ëèíèåé y = a · x + b.

Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî C[0,1]. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ çíà÷å-
íèé a, b, äëÿ êîòîðûõ äëèíà ||√x− (a ·x+b)|| ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Â ïðîñòðàíñòâå C[0,1]

ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè 1 è x. Äëèíà ||√x − (a · x + b)||
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ìèíèìàëüíà, êîãäà âåêòîð √x − a · x − b ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà√
x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Ïîýòîìó âåêòîð a ·x+ b äîëæåí áûòü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé

âåêòîðà √x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.
Ñíà÷àëà ïðîöåññîì Ãðàìà-Øìèäòà íàéäåì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ e1, e2 ïîäïðîñòðàí-

ñòâà L. Ïîëîæèì e1 = 1. Òîãäà

(e1, x) =

∫ 1

0

1 · x dx =
1

2
x2

∣∣∣
1

0
=

1

2
.

Ïóñòü e′2 = x− (e1, x)e1 = x− 1
2
· 1. Òîãäà

||e′2|| =
√∫ 1

0

(x− 1

2
)2 dx =

√
1

3
(x− 1

2
)3

∣∣∣
1

0
=

√
1

12
=

1

2
√

3

è e2 =
e′2
||e′2|| = 2

√
3(x − 1

2
· 1). Òåïåðü íàéäåì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ y âåêòîðà √x íà

ïîäïðîñòðàíñòâî L

y = (
√

x, e1)e1 + (
√

x, e2)e2 =

∫ 1

0

√
x dx + 12

∫ 1

0

√
x(x− 1

2
· 1) dx · (x− 1

2
· 1) =

2

3

√
x3

∣∣∣
1

0
+ 12(

2

5

√
x5

∣∣∣
1

0
− 1

3

√
x3

∣∣∣
1

0
)(x− 1

2
· 1) =

4

5
x +

4

15
.
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2.4 Çàäà÷è
1. Ïóñòü M = L + x0 � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ðàññòîÿ-

íèåì ρ(x,M) îò òî÷êè, çàäàííîé âåêòîðîì x äî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì
ðàññòîÿíèé îò äàííîé òî÷êè äî òî÷åê M , ò.å.

ρ(x, L + x0) = min{||x− u||, ãäå u ∈ L + x0}.

Äîêàçàòü, ÷òî ρ(x, L + x0) = ρ(x− x0, L).
2. Îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, ..., ak åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-

åòñÿ ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü

G(a1, ..., ak) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) (a1, a2) ... (a1, ak)
(a2, a1) (a2, a2) ... (a2, ak)

... ... ... ...
(ak, a1) (ak, a2) ... (ak, ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(a1, ..., ak) 6= 0.
3. Ïóñòü M = L + x0 � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, è a1, ..., ak �

íåêîòîðûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L. Äîêàçàòü, ÷òî

ρ(x, L)2 =
G(a1, ..., ak, x)

G(a1, ..., ak)
, ρ(x, L + x0)

2 =
G(a1, ..., ak, x− x0)

G(a1, ..., ak)
.

4. Ïàðàëëåëåïèïåäîì (k-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì), ïîñòðîåííûì íà âåêòîðàõ
a1, ..., ak, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ

Π(a1, ..., ak) = {α1a1 + ... + αkak| 0 ≤ αi ≤ 1}.

Îñíîâàíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà ëþáûõ k − 1
âåêòîðàõ èç a1, ..., ak. Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì îáúåì k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà:

1) V (a1) = ||a||;
2) V (a1, ..., ak) = V (a1, ..., ak−1)hk, ãäå hk � äëèíà îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà

ak îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ a1, ..., ak−1.
Äîêàçàòü, ÷òî V (a1, ..., ak) =

√
G(a1, ..., ak).

5. Ïóñòü a1, ..., ak � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ äëèíû a. Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä
Π(a1, ..., ak) íàçûâàåòñÿ êóáîì (k-ìåðíûì êóáîì) ñ ðåáðîì a. Äîêàçàòü, ÷òî ïëàíåòó Çåìëÿ
ìîæíî èçîìåòðè÷íî ðàñïîëîæèòü â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì êóáèêå ñ ðåáðîì â 1 ñì, åñëè
n � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, íàïðèìåð, n > 5 · 1018.

6. Ïóñòü ëþáûå äâà èç äàííûõ k âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V îáðàçóþò òóïîé
óãîë. Äîêàçàòü, ÷òî k ≥ 1 + dim V .

7. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ôóíêöèè (cos t)k+1 äî ëèíåéíîé îáîëî÷êè L ôóíêöèé
1, cos t, sin t, ..., cos kt, sin kt â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåç-
êå [−π, π] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ π

−π

f(t)g(t)dt.
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3 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

3.1 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
Ïóñòü V1 è V2 � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F . Îòîáðàæåíèå A :

V1 7→ V2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (ãîìîìîðôèçìîì) âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V1 è α, β ∈ F èìååò ìåñòî

A(αa + βb) = αAa + βAb,

ãäå Aa è Ab � îáðàçû âåêòîðîâ a è b îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ A.
Ìíîæåñòâî

kerA = {u ∈ V2|Av = 0}
íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A. ßäðî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì â V1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, y ∈ kerA. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α, β ∈ F
ïîëó÷àåì, ÷òî

A(αx + βy) = αAx + βAy = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, αx + βy ∈ kerA. Ïîýòîìó kerA � ïîäïðîñòðàíñòâî â V1.
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ñ íóëåâûì ÿäðîì íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Ìíîæåñòâî

ImA = {u ∈ V2|u = Av äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà v ∈ V1}

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ V1 ïîëîæèì

A(U) = {w ∈ V2|w = Au äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u ∈ U}.

Ïîäìíîæåñòâî A(U) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u,w ∈ A(U).
Òîãäà u = Ax è w = Ay äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ x, y ∈ U . Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ α, β ∈ F
ïîëó÷àåì

αu + βw = αAx + βAy = A(αx + βy) ∈ A(U).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ImA � ïîäïðîñòðàíñòâî â V2.
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ ñóðüåêòèâíûì, åñëè ImA = V2. Ëèíåéíîå îòîá-

ðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè îíî èíúåêòèâíî è
ñóðüåêòèâíî.

Ëåììà 1. Ïóñòü A : V1 7→ V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U =
Lin(e1, e2, . . . , en) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {e1, e2, . . . , en} ⊆ V1. Òîãäà
A(U) = Lin(Ae1,Ae2, . . . ,Aen). Â ÷àñòíîñòè, dimA(U) ≤ dim U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w ∈ A(U). Òîãäà w = Au äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u ∈ U .
Ïîñêîëüêó u ∈ U , òî

u = α1e1 + . . . + αnen,

ãäå α1, . . . , αn ∈ F . Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷àåì

Au = A(α1e1 + . . . + αnen) = α1Ae1 + . . . + αnAen.

Ñëåäîâàòåëüíî, Au ∈ A(U). Ïîýòîìó A(U) ⊆ Lin(Ae1,Ae2, . . . ,Aen). Òàê êàê e1, . . . en ∈ U ,
òî Ae1, . . .Aen ∈ A(U). Ñëåäæîâàòåëüíî,

A(U) = Lin(Ae1,Ae2, . . . ,Aen).
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Âûáåðåì â {e1, . . . , en} ìàêñèìàëüíóþ íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó âåêòîðîâ {ei1 , . . . , eik}.
Òîãäà dim U = k. Òàê êàê

Lin(e1, . . . , en) ⊆ Lin(ei1 , . . . , eik),

òî
Lin(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) ⊆ Lin(Aei1 ,Ae2, . . . ,Aeik).

Ïîýòîìó

dim Lin(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) ≤ dim Lin(Aei1 ,Ae2, . . . ,Aeik) ≤ k = dim U.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimA(U) ≤ dim U .
Ïóñòü A : V 7→ V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V . Òîãäà ÷èñëî rk(A) = dim ImA íàçûâàåòñÿ ðàíãîì, à ÷èñëî d(A) = dim kerA íàçûâàåòñÿ
äåôåêòîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü A : V 7→ V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ðàçìåðíîñòü V ðàâíà ñóììå ðàíãà è äåôåêòà ëèíåéíîãî îòîáðà-
æåíèÿ A, ò.å.

dim V = rk(A) + d(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, . . . , uk � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA. Òîãäà k = rk(A).
Ïóñòü v1, . . . , vk � òàêèå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà V , ÷òî u1 = Av1, . . . , uk = Avk. Ïóñòü
òåïåðü U = Lin(v1, . . . , vk). Ïîêàæåì, ÷òî U ∩ ker(A) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

α1v1 + . . . + αkvk ∈ ker(A),

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αk ∈ F . Òîãäà ïîëó÷àåì

α1u1 + . . . + αkuk = α1Av1 + . . . + αkAvk = A(α1v1 + . . . + αkvk) = 0.

Òàê êàê âåêòîðû u1, . . . , uk � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî α1 = 0, . . . , αk = 0. Ïîýòîìó U ∩
ker(A) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà Au ∈ ImA è

Au = α1u1 + . . . + αkuk,

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αk ∈ F . Ïîëîæèì

v = α1v1 + . . . + αkvk.

Òîãäà
A(u− v) = Au−Av = α1u1 + . . . + αkuk −A(α1v1 + . . . + αkvk) =

α1u1 + . . . + αkuk − (α1Av1 + . . . + αkAvk) = α1u1 + . . . + αkuk − (α1u1 + . . . αkuk) = 0.

Ïîýòîìó u− v ∈ ker(A). Ñëåäîâàòåëüíî, V = U ⊕ ker(A). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

dim V = dim U + dim ker(A) = rk(A) + d(A).

Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî â V1 è A : V1 7→ V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà A
çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A|U : U 7→ V2, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì A|Ux = Ax, ãäå
x ∈ U . Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A|U íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì A íà ïîäïðîñòðàíñòâî U .
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Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V1 7→ V2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hom(V1, V2). Íà ýòîì ìíî-
æåñòâå ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëèâ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ
äâóõ ýëåìåíòîâ A,B ∈ Hom(V1, V2) êàê (A+B)v = Av +Bv, à óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð α ∈ F
êàê (αA)v = α(Av), çäåñü v ∈ V1.

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Hom(V, V ) áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èëè
ëèíåéíûì îïåðàòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Èçîìîðôèçì ýðìèòîâûõ (åâêëèäîâûõ) ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 � ýòî èçîìîðôèçì A âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 ñ äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì

(a, b)1 = (Aa2,Ab2)2, ∀a, b ∈ V1,

çäåñü ( , )1 è ( , )2 � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â V1 è V2.
Òåîðåìà 1. Ýðìèòîâû (åâêëèäîâû) ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n èçîìîðôíû êîîð-

äèíàòíîìó ýðìèòîâó (åâêëèäîâó) ïðîñòðàíñòâó Cn (Rn). Äâà ýðìèòîâûõ (åâêëèäîâûõ)
ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî è dim V = n. Âûáåðåì îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V . Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ìåæäó V
è Cn, ïîëàãàÿ

A : a =
n∑

i=1

αiei 7→




α1
...

αn




Òîãäà A � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V è Cn. Â ñèëó ëåììû 1.2.2 ïîëó÷àåì

(
n∑

i=1

αiei,

n∑
i=1

βiei) =
n∑

i=1

αiβi = (Aa,Ab).

Ñëó÷àé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâà ýðìèòîâûõ (åâêëèäîâûõ) ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû.
Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì e = {e1, . . . , en} è x �

âåêòîð èç V . Òîãäà
x = x1e1 + . . . + xnen,

ãäå x1, . . . , xn ∈ F . ×åðåç xe áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç êîîðäèíàò x1, . . . , xn

âåêòîðà x â áàçèñå e.
Ëåììà 3. (Ðèññà) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî è

f : V 7→ F � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð y ïðî-
ñòðàíñòâà V òàêîé, ÷òî f(x) = (y, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è
f(e1), . . . , f(en) � ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ê ÷èñëàì f(e1), . . . , f(en). Ïîëîæèì

y = f(e1)e1 + . . . + f(en)en.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n

(y, ei) = (f(e1)e1 + . . . + f(en)en, ei) = f(e1)(e1, ei) + . . . + f(en)(en, ei) = f(ei)(ei, ei) = f(ei).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x = α1e1 + . . . + αnen ïîëó÷àåì
f(x) = α1f(e1)+ . . .+αnf(en) = α1(y, e1)+ . . .+αn(y, en) = (y, α1e1)+ . . .+(y, αnen) = (y, x).

Ïóñòü z � äðóãîé âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî f(x) = (z, x). Òîãäà
(y − z, x) = (y, x)− (z, x) = f(x)− f(x) = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y = z.
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3.2 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû
Ïóñòü V1 è V2 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F ðàçìåðíîñòåé m è n ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çàôèêñèðóåì e1, . . . , em � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V1 è f1, . . . , fn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî A ∈ Hom(V1, V2) èìååì

Ae1 = α11f1 + . . . + αi1fi + . . . + αn1fn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aej = α1jf1 + . . . + αijfi + . . . + αnjfn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aem = α1mf1 + . . . + αimfi + . . . + αnmfn,

ãäå äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i, j ñêàëÿðû αij ∈ F . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîìó îòîá-
ðàæåíèþ A ìàòðèöó

Ae
f =




α11 . . . α1m

. . . . . . . . .
αi1 . . . αim

. . . . . . . . .
αn1 . . . αnm




.

Êàê èçâåñòíî, ýòî ñîïîñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
Hom(V1.V2) è Mn,m(F ) � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n × m. Ñëåäîâàòåëüíî,
dim Hom(V1.V2) = nm. Ïðåäûäóùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé
ìàòðè÷íîé ôîðìå

(Ae1, . . . ,Aem) = (f1, . . . , fn)A.

Ïóñòü x � âåêòîð èç V1. Òîãäà

x = x1e1 + . . . + xmem,

ãäå x1, . . . , xm ∈ F . Äëÿ ìàòðèöû A = (αij) èç Mn,m(F ) ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
A : V1 7→ V2, çàäàííîå ìàòðèöåé A, ò.å. A çàäàíî ïðàâèëîì

Ax =
m∑

i=1

(α1ixi)f1 + . . . +
m∑

i=1

(αnixi)fn.

Åñëè
y = Ax = y1f1 + . . . + ynfn,

ãäå y1, . . . , ym ∈ F, òî âåêòîð-ñòîëáöû xe è Axf âåêòîðîâ x è Ax â áàçèñàõ e1, . . . , em è
f1, . . . , fn ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì




y1

.

.

.
yn




=




α11 α12 . . . α1m

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnm







x1

.

.

.
xm




èëè òîæå ñàìîå yf = Axe.
Åñëè V1 = V2, à áàçèñû e1, . . . , en è f1, . . . , fn ñîâïàäàþò, òî ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ A

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ae.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A : V 7→ V � ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ðàññìîòðèì äâà áàçèñà e1, . . . , en è f1, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà
ìàòðèöû Ae è Af ïðåîáðàçîâàíèÿ A â ýòèõ áàçèñàõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

Af = T−1AeT,

ãäå T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó f1, . . . , fn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T = (tij), Ae = (αij), Af = (βij). Òîãäà áàçèñû e1, . . . , en è

f1, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà V ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

f1 = t11e1 + . . . + tn1en

. . . . . . . . . . . . . . .

fn = t1ne1 + . . . + tnnen.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòó ñèñòåìó ðàâåíñòâ ìîæíî çàïèñàòü êàê

(f1, . . . , fn) = (e1, . . . , en)T.

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè êàæäîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçîâàíèåì A, ïîëó÷èì

Af1 = t11Ae1 + . . . + tn1Aen

. . . . . . . . . . . . . . .

Afn = t1nAe1 + . . . + tnnAen

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå (Af1, . . . ,Afn) = (Ae1, . . . ,Aen)T. Ñëåäîâàòåëüíî,

β11f1 + . . . + βn1fn = t11(α11e1 + . . . + αn1en) + . . . + tn1(α1ne1 + . . . + αnnen)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β1nf1 + . . . + βnnfn = t1n(α11e1 + . . . + αn1en) + . . . + tnn(α1ne1 + . . . + αnnen).

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî f1, . . . , fn èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç e1, . . . , en, ïîëó÷àåì

(
n∑

i=1

t1iβi1)e1 + . . . + (
n∑

i=1

tniβi1)en = (
n∑

i=1

α1iti1)e1 + . . . + (
n∑

i=1

αniti1)en

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
n∑

i=1

t1iβin)e1 + . . . + (
n∑

i=1

tniβin)en = (
n∑

i=1

α1itin)e1 + . . . + (
n∑

i=1

αnitin)en.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü êàê

(e1, . . . , en)(TAf ) = (e1, . . . , en)(AeT ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì TAf = AeT . Ñëåäîâàòåëüíî, Af = T−1AeT .
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è e = {e1, . . . , en},

f = {f1, . . . , fn} � äâà áàçèñà V . Ïóñòü x � âåêòîð èç V , T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
e ê f . Äîêàçàòü, ÷òî xe = Txf .

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåêòîð x êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ åãî âåêòîð-
ñòîëáöîì â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå e. Åñëè A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà V è A � åãî ìàòðèöà â áàçèñå e, òî äîïóñòèìà çàïèñü Ax = Ax.

Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Hom(V, V ) ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïîëàãàÿ (AB)x = A(Bx). Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V � êîíå÷íîìåðíî è
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A, B � ìàòðèöû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A, B â íåêîòîðîì áàçèñå, òî AB � ìàòðèöà
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ AB â òîì æå áàçèñå. Äåéòâèòåëäüíî, äëÿ âåêòîðà x ìû èìååì
Ax = Ax è Bx = Bx. Òîãäà

ABx = A(Bx) = A(Bx) = (AB)x.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîèñêà ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1) Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà I ìåíÿåò â ìàòðèöå A ìåñòàìè i-òûé è k-òûé
ñòîëáöû.

2) Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà II ñîñòîèò â óìíîæåíèè i-îãî ñòîëáöà ìàòðèöû
A íà ñêàëÿð c ∈ F è ïðèáàâëåíèè åãî ê k-îìó ñòîëáöó.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A>, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå A. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà

èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ i-îãî è k-îãî ñòîëáöîâ, òî ìàòðè-
öà B> ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A> ñ ïîìîùüþ òîãî æå ñàìîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïðèìåíåííîãî ê i-òûé è k-òîé ñòðîêàì.

Êàæäóþ ìàòðèöó A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê
ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå. Ïîýòîìó ìàòðèöó A> ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìîæ-
íî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå



0 · · · 0 a1k1 · · · · · · · · · · · · a1m

0 · · · · · · 0 a2k2 · · · · · · · · · a2m

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · 0 arkr · · · arm

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0




,

ãäå a1k1 , . . . , arkr 6= 0, 1 ≤ r ≤ n è 1 ≤ k1 < . . . < kr ≤ m.
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà I è II ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îòíî-

øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàçìåðà n×m, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü
A ∼ B äëÿ ìàòðèö A è B.

Ïóñòü A : V 7→ V � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, çàäàííîå ìàòðèöåé A ïîðÿäêà n. Îáðàçóåì ìàòðèöó

(
A> | E

)
, ãäå E � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó ê
âèäó

(
C | B

)
, ãäå C � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Òîãäà íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû C, çà-

ïèñàííûå êàê âåêòîð-ñòîëáöû, îáðàçóþò áàçèñ ImA , à âñå ñòðîêè ìàòðèöû B, èìåþùèå
íóëåâîå ïðîäîëæåíèå â C, çàïèñàííûå êàê âåêòîð-ñòîëáöû, îáðàçóþò áàçèñ kerA. Êîð-
ðåêòíîñòü àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ëåììû 1.2.

Ïðèìåð. Íàéäåì îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé

A =




1 2 3 2
2 1 3 −2
3 7 10 8
5 11 16 12




Îáðàçóåì ìàòðèöó

(
A> | E

)
=




1 2 3 5
2 1 7 11
3 3 10 16
2 −2 8 12

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .
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Óìíîæèì 1-þ ñòðîêó ïîñëåäîâàòåëüíî íà −2, −3, −2 è, ñëîæèâ åå ñ 2-îé, 3-åé, 4-îé
ñòðîêàìè, ïîëó÷èì

(
A> | E

) ∼




1 2 3 5
0 −3 1 1
0 −3 1 1
0 −6 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−2 1 0 0
−3 0 1 0
−2 0 0 1


 .

Óìíîæèì 2-þ ñòðîêó ïîñëåäîâàòåëüíî íà −1, −2 è ñëîæèì åå ñ 3-åé, 4-îé ñòðîêàìè, ïî-
ëó÷èì

(
A> | E

) ∼




1 2 3 5
0 −3 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−2 1 0 0
−1 −1 1 0

2 −2 0 1


 .

Òîãäà âåêòîð-ñòîëáöû




1
2
3
5


 è




0
−3

1
1


 îáðàçóþò áàçèñ ImA, à âåêòîð-ñòîëáöû




−1
−1

1
0


 è




2
−2

0
1


 îáðàçóþò áàçèñ kerA.

3.3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è t � ïåðåìåííàÿ.

Ìíîãî÷ëåí

χA(t) = det(tE − A) = (−1)n det(A− tE) = (−1)n det




a11 − t . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann − t




íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.
Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, åñëè A = T−1BT äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåí-

íîé ìàòðèöû T , ò.å. ìàòðèöû ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Òîãäà, äëÿ ïîäîáíûõ ìàòðèö A
è B èìååò ìåñòî

χA(t) = det(tE − A) = det(tE − T−1BT ) = det(T )−1 det(tE −B) det(T ) = χB(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå χA(t) ëèíåéíî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. À èìåííî, ïîëîæèì
χA(t) = χA(t), ãäå A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A â íåêîòîðîì áàçèñå ïðî-
ñòðàíñòâà V .

Óïðàæíåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Tr(A) = a11 + . . . + ann.

Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäû è îïðåäåëèòåëè ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò.
Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà íåíóëåâîé âåê-

òîð v èç V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿA, åñëèAv = αv,
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ãäå α � ñêàëÿð èç ïîëÿ F . Ïðè ýòîì ñêàëÿð α íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Ïóñòü
Vα = {x ∈ V |Ax = αx}.

Òîãäà Vα = ker(A − αE), ãäå E � òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Âåêòîðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Vα íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ α.

Ëåììà 1. Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Òîãäà ñêàëÿð α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
χA(α) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ A â íåêîòî-
ðîì áàçèñå e = {e1, . . . , en}, è x � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííî-
ìó çíà÷åíèþ α. Òîãäà (A − αE)x = 0. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (A − αE)X = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå x, çäåñü ìû îòîæäåñòâèëè âåêòîð x ñ åãî
âåêòîð-ñòîëáöîì â áàçèñå e. Â ýòîì ñëó÷àå det(A − αE) = 0 (ñì. íàïðèìåð, [1, 5, 2, 6]).
Ñëåäîâàòåëüíî, χA(α) = 0.

Ïóñòü χA(α) = 0. Òîãäà det(A − αE) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé
âåêòîð x, ÷òî (A− αE)x = 0. Ïîýòîìó Ax = αx.

Ïîäïðîñòðàíñòâî U â V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ A, åñëè A(U) ⊆ U .

Ïðèìåðàìè ïîäïðîñòðàíñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
A, ÿâëÿþòñÿ: ñàìî ïîäïðîñòðàíñòâî V , íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, kerA, ImA. Åñëè α �
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ A, òî ïîäïðîñòðàíñòâî Vα � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Ëåììà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A � åãî ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå è U1, . . . , Un � èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî

V = U1 ⊕ . . .⊕ Un.

Òîãäà χA(t) = χ1(t) . . . χn(t) � ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷å-
íèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà ïîäïðîñòðàíñòâà U1, . . . , Un.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå Ui âûáåðåì áàçèñ ui1, . . . , uiki
. Ïóñòü

Ai � ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ui â áà-
çèñå ui1, . . . , uiki

. Òîãäà â áàçèñå u11, . . . , u1k1 , u21, . . . , u2k2 , . . . , un1, . . . , unkn ïðîñòðàíñòâà V
ìàòðèöà A ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




A1

A2

. . .
An


 .

Ïóñòü m = dim V . Òîãäà m = k1 + . . . + kn è

χA(t) = (−1)m det(A− tE) = (−1)m det




A1 − tE1

A2 − tE2

. . .
An − tEn


 =

(−1)m det(A1−tE1) . . . det(An−tEn) = (−1)k1 det(A1−tE1) . . . (−1)kn det(An−tEn) = χ1(t) . . . χn(t).

21



Ëåììà 3. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è A,B � åãî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Åñëè AB = BA, òî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Vα èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Vα. Òîãäà

A(Bx) = (AB)x = (BA)x = B(Ax) = α(Bx).

Ñëåäîâàòåëüíî, Bx ∈ Vα.
Òåîðåìà 1. (Ãàìèëüòîíà-Êýëè).Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà A àííóëèðóþò ñâîé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(t), ò.å. χA(A) = χA(A) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êýëè ìîæíî íàéòè â [1, 5, 2, 6].
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë è A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàçàòü, ÷òî â V
ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èëè äâóõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
A.

Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sp(A).

3.4 Ñîïðÿæåííûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
Ïóñòü V1 è V2 � ýðìèòîâû (åâêëèäîâû) ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

( , )1 è ( , )2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V1 7→ V2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A∗ :
V2 7→ V1 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê A, åñëè

(Ax1, x2)2 = (x1,A∗x2)1

äëÿ ëþáûõ x1 ∈ V1 è x2 ∈ V2.
Åñëè A � ìàòðèöà èç Mn,m(C), òî ÷åðåç A∗ îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííî-òðàíñïîíèðîâàííóþ

ìàòðèöó ê ìàòðèöå A, ò.å. A∗ = A
>, ãäå ìàòðèöà A ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A êîìïëåêñíûì

ñîïðÿæåíèåì êàæäîãî åãî ýëåìåíòà. Ïóñòü A ∈ Mn(C). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, det(A) =

det(A). Ïîýòîìó det(A∗) = det(A
>
) = det(A) = det(A). Åñëè A,B � ìàòðèöû èç Mn(C), òî

(AB)∗ = B∗A∗.
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî (A∗)−1 = (A−1)∗.
Òåîðåìà 1. A : V1 7→ V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ýðìèòîâûõ (åâêëèäîâûõ) ïðî-

ñòðàíñòâ. Åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A∗ : V2 7→ V1 ñîïðÿæåííîå ê A, òî
îíî � åäèíñòâåííî. Ïóñòü V1 è V2 � ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå A∗ âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì, åñëè A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
A, çàäàííàÿ â íåêîòîðûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2,
òî A∗ � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A∗, çàäàííàÿ â òåõ æå îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñàõ ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ V2 è V1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA èìååò äâà ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿA∗ è B. Òîãäà
A∗ è B � îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà V2 â ïðîñòðàíñòâî V1, è äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x ∈
V1, y ∈ V2 èìååì

(x,A∗y)1 = (Ax, y)2 = (x,By)1.

Ïîýòîìó (x, (A∗ − B)y)1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A∗y = By äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ V2, ò.å.
A∗ = B.
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Ïóñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 êîíå÷íû. Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå V1 îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , em, à â V2 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, . . . , fn. Ïóñòü â ýòèõ
áàçèñàõ ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

Ae
f =




α11 . . . α1m

. . . . . . . . .
αn1 . . . αnm


 .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A∗ : V2 7→ V1, çàäàííîå ðàâåíñòâàìè

A∗f1 = α11e1 + . . . + α1mem

. . . . . . . . . . . . . . .

A∗fn = αn1e1 + . . . + αnmem.

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ ei, fj ïîëó÷àåì,

(Aei, fj)2 = (
n∑

k=1

αkifk, fj, )2 = (αjifj, fj, )2 = (fj, αjifj)2 =

(ei, αjiei)1 = (ei,

n∑

k=1

αjkek)1 = (ei,A∗fj)1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (Ax, y)2 = (x,A∗y)1 äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x ∈ V1, y ∈ V2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, A∗ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê A. Ïî ïîñòðîåíèþ A∗ ïîëó÷àåì, ÷òî
A∗ � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A∗ â áàçèñàõ f1, . . . , fn è e1, . . . , em.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü e = {e1, . . . , en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è f =
{f1, . . . , fn} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü A :
V 7→ V � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå è A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â áàçèñå f . Åñëè B
� ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â áàçèñå f , òî

B = (T ∗T )−1A∗(T ∗T ),

ãäå T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ae � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â áàçèñå e. Ïî òåîðåìå 1 A∗

e �
ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â áàçèñå e. Ïî òåîðåìå 2.1 èìååì B = T−1A∗

eT è A = T−1AeT .
Îòñþäà Ae = TAT−1. Òîãäà

B = T−1(TAT−1)∗T = T−1(T ∗)−1A∗T ∗T = (T ∗T )−1A∗(T ∗T ).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü f = {f1, . . . , fn} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ýðìèòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà V . Ïóñòü A : V 7→ V � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå è A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
A â áàçèñå f , à B � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â áàçèñå f . Äîêàçàòü, ÷òî

B = G(f1, f2, .., fn)−1A∗G(f1, f2, .., fn),

ãäå G(f1, f2, .., fn) � ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ áàçèñà f .
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, è A � åãî ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A, òî α � ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà A∗ � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â òîì æå áàçèñå. Òàê
êàê α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A, òî ïî ëåììå 3.1 det(A− αE) = 0. Òîãäà

det(A∗ − αE) = det((A− αE)∗) = det((A− αE)>) = det(A− αE) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, χA∗(α) = 0. Â ñèëó ëåììû 3.1 α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
A∗.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå A∗

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(i) (A∗)∗ = A,
(ii) (αA)∗ = αA∗, ãäå α ∈ C,
(iii) (A+ B)∗ = A∗ + B∗,
(iv) (AB)∗ = B∗A∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V

èìååì
(x, (A∗)∗y) = (A∗x, y) = (y,A∗x) = (Ay, x) = (x,Ay).

Îòñþäà ïîëó÷àåì (i).
Àíàëîãè÷íî

(x, (αA)∗y) = (αAx, y) = α(Ax, y) = (x, αA∗y).

Ïîýòîìó (αA)∗ = αA∗.
Äîêàæåì (iv). Ìû èìååì

(x, (AB)∗y) = ((AB)x, y) = (A(Bx), y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗(A∗y)) = (x, (B∗A∗)y).

Ïîýòîìó (AB)∗ = B∗A∗.
Ëåììà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî, è A �

åãî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.
Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå U⊥ � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû Au ∈ U äëÿ ëþáîãî u ∈ U . Ïóñòü x ∈ U⊥. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî u ∈ U

(u,A∗x) = (Au, x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗x ∈ U⊥. Ïîýòîìó U⊥ � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗.
Ïóñòü A : V1 7→ V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à A∗ : V2 7→ V1 �

ñîïðÿæåííîå ê A îòîáðàæåíèå. Òîãäà A∗A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V1,
à AA∗ � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V2.

Ëåììà 3. Ïóñòü A : V1 7→ V2 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ýðìèòîâûõ
(åâêëèäîâûõ) ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà Sp(AA∗) = Sp(A∗A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ Sp(A∗A). Òîãäà A∗Ax = αx äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ V1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ax 6= 0. Òàê êàê AA∗Ax = αAx, òî Ax � ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ AA∗, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α. Ñëåäîâàòåëüíî, α ∈ Sp(AA∗).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ax = 0. Òîãäà α = 0. Åñëè A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
A, çàäàííàÿ â íåêîòîðûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2,
òî Ax = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, det(A) = 0. Òîãäà det(A∗) = det(A) = 0. Ïîýòîìó A∗y = 0
äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà y ∈ V2. Ñëåäîâàòåëüíî, A∗y = 0. Òîãäà AA∗y = 0. Ïîýòîìó α ∈
Sp(AA∗).

Òàêèì îáðàçîì, Sp(A∗A) ⊆ Sp(AA∗). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Sp(AA∗) ⊆ Sp(A∗A).

3.5 Ýðìèòîâû, êîñîýðìèòîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïóñòü A : V 7→ V � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà A íàçû-

âàåòñÿ ýðìèòîâûì (ñàìîñîïðÿæåííûì) ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè A∗ = A. Â ñëó÷àå åâêëè-
äîâûõ ïðîñòðàíñòâ A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.
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Ïóñòü A � ìàòðèöà èç Mn(C). Òîãäà A íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé, åñëè A∗ = A.
Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ýðìèòîâà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Ïóñòü V � ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ìàòðèöà ýðìèòîâà
(ñèììåòðè÷åñêîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé (ñèì-
ìåòðè÷åñêîé). Åñëè A � ýðìèòîâà (ñèììåòðè÷åñêàÿ) ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî A : V 7→ V ,
çàäàííîå ïðàâèëîì Ax = Ax, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì (ñèììåòðè÷åñêèì) ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü A : V 7→ V � ýðìèòîâî (ñèììåòðè÷åñêîå) ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íî-
ìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ A âåùåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ A, îòâå÷àþùèé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ α. Òîãäà

α(x, x) = (x, αx) = (x,Ax) = (x,A∗x) = (Ax, x) = (αx, x) = α(x, x).

Òàê êàê x 6= 0, òî α = α. Ïîýòîìó α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî VC � êîìïëåêñèôèêà-

öèþ ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàí-
íîì áàçèñå, òî ìàòðèöà A èíäóöèðóåò â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå VC ýðìèòîâî ïðåîáðàçî-
âàíèå. Ïî ïðåäûäóùåìó, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ìàòðèöû A � âåùåñòâåííû. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A âåùåñòâåí-
íû.

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1, îñíîâàííîå íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà èç
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïóñòü e = {e1, . . . , en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V è A �
ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â ýòîì áàçèñå. Åñëè xe � âåêòîð ñòîëáåö èç êîîðäèíàò âåêòîðà
x â áàçèñå e, òî Axe � âåêòîð ñòîëáåö èç êîîðäèíàò âåêòîðà Ax â òîì æå áàçèñå. Òîãäà
ïî ëåììå 2.2.2 (x,Ax) = x>e Axe. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(xe) = x>e Axe. Òîãäà f(xe) �
ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R. Òàê êàê f(xe) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 îò
êîîðäèíàò âåêòîðà x, òî ôóíêöèÿ f(xe) íåïðåðûâíà íà Rn. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Áîëüöîíî-
Âåéåðøòðàññà, f(xe) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà λ íà êîìïàêòå S = {x ∈ V | ||x|| = 1}.
Ñëåäîâàòåëüíî, (u,Au) = λ, äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S è (x,Ax) ≤ λ äëÿ âñåõ x ∈ S. Ïóñòü
y � íåíóëåâîé âåêòîð. Òàê êàê y

||y|| � âåêòîð äëèíû 1, òî ( y
||y|| ,A y

||y||) ≤ λ. Òîãäà

(y,Ay) ≤ λ||y||2 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y è (u,Au) = λ.

Ïîäñòàâèì â ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòî y âåêòîð u + εz, ãäå ε ∈ R, ïîëó÷èì
(u + εz,A(u + εz)) ≤ λ(u + εz, u + εz).

Îòñþäà

(u,Au) + ε(u,Az) + ε(z,Au) + ε2(z,Az) ≤ λ((u, u) + 2ε(u, z) + ε2(z, z)).

Òàê êàê (u,Au) = λ(u, u), òî

ε(u,Az) + ε(z,Au) + ε2(z,Az) ≤ λ(2ε(u, z) + ε2(z, z)).

Òàê êàê A � ñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî

(u,Az) + (z,Au) = (u,Az) + (Az, u) = 2(u,Az).

Ïîýòîìó
2ε(u,Az) + ε2(z,Az) ≤ λ(2ε(u, z) + ε2(z, z)).
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Òîãäà
2ε(u,Az − λz) + ε2(z,Az − λz) ≤ 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z.
Åñëè ker(A− λE) = 0, òî Im(A− λE) = V è u = (A− λE)z, äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà z.

Ïîýòîìó
2ε(u, u) + ε2(z,Az − λz) ≤ 0.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε òàê, ÷òî 2(u,u)
ε

> −(z,Az − λz). Òîãäà ïîëó÷èì

2ε(u,Az − λz) + ε2(z,Az − λz) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ker(A− λE) 6= 0. Òîãäà λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A.
Ïóñòü v � ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λ. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà L, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì v. Òîãäà V = L + L⊥, è ïî
ëåììå 4.2 ïîäïðîñòðàíñòâî L⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Ïðèìåíÿÿ
èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî Sp(A) ⊆ R.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗A íåîòðèöàòåëüíûé, ò.å. α ≥
0 äëÿ ëþáîãî α ∈ Sp(A∗A) . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗A è v � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé α. Òîãäà

α(v, v) = (αv, v) = (A∗Av, v) = (Av,Av) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, α ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 4.1, äëÿ ýðìèòîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò ìåñòî

(iA)∗ = iA∗ = −iA.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ êîñîýðìèòî-
âûì (êîñîñîïðÿæåííûì ), åñëè A∗ = −A. Â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ A íàçûâàåòñÿ
êîñîñèììåòðè÷åñêèì.

Ïóñòü A � ìàòðèöà èç Mn(C). Òîãäà A íàçûâàåòñÿ êîñîýðìèòîâîé ìàòðèöåé, åñëè
A∗ = −A. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå êîñîýðìèòîâà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé.

Ïóñòü V � ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ìàòðèöà êîñî-
ýðìèòîâîãî (êîñîñèììåòðè÷åñêîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâëÿåò-
ñÿ êîñîýðìèòîâîé (êîñîñèììåòðè÷åñêîé). Åñëè A � êîñîýðìèòîâà (êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ)
ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî A : V 7→ V , çàäàííîå ïðàâèëîì Ax = Ax, ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâûì
(êîñîñèììåòðè÷åñêèì) ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ëåììà 2. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé âåêòîð x èç V îðòîãîíàëåí ñâîåìó îá-
ðàçó Ax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ⊥ Ax äëÿ ëþáîãî x ∈ V . Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû
èç V . Òîãäà (x + y) ⊥ A(x + y). Ñëåäîâàòåëüíî, (A(x + y), x + y) = 0. Ïîñêîëüêó

(A(x + y), x + y) = (Ax, x) + (Ax, y) + (Ay, x) + (Ay, y),

òî (Ax, y) + (Ay, x) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

(Ax, y) = −(Ay, x) = −(y,A∗x) = −(A∗x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗ = −A.
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Îáðàòíî, ïóñòü A � êîññîñèìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà A∗ = −A è (Ax, x) =
(x,A∗x) = −(x,Ax) äëÿ ëþáîãî x ∈ V . Ïîýòîìó (Ax, x) = −(Ax, x). Ñëåäîâàòåëüíî,
(Ax, x) = 0.

Ïóñòü A � êîñîýðìèòîâî (êîñîñèììåòðè÷åñêîå) ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåê-
òîðîâ x, y

(A2x, y) = (Ax,A∗y) = −(Ax,Ay) = −(x,A∗(Ay)) = (x,A2y).

Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå A2 � ýðìèòîâî (ñèììåòðè÷åñêîå).
Ïóñòü β � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A2 è v � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷à-

þùèé β. Òîãäà, ïî ëåììå 1, β � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî β ≤ 0. Äåéñòâèòåëüíî,

β(v, v) = (βv, v) = (A2v, v) = (Av,A∗v) = −(Av,Av) ≤ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî β ≤ 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

A â íåêîòîðîì áàçèñå. Òîãäà A2 � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A2.
Ïóñòü òåïåðü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Òîãäà

det(A2 − α2E) = det(A− αE) det(A + αE).

Òàê êàê det(A − αE) = 0, òî det(A2 − α2E) = 0. Ïîýòîìó α2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ A2. Òîãäà α2 � îòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî
α = 0, ëèáî α � ÷èñòî ìíèìîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A2. Òàê êàê α ≤ 0, òî α = −β2, ãäå
β ≥ 0. Òîãäà

det(A2−αE) = det(A2 + β2E) = det(A− iβE) det(A + iβE) = det(A−√αE) det(A +
√

αE).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî det(A−√αE) = 0, ëèáî det(A +
√

αE) = 0. Ïîýòîìó, ëèáî √α, ëèáî
−√α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � êîñîñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí A ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè
−√α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A, òî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê íèìó ÷èñ-
ëî −√α òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Òàê −√α =

√
α, òî√

α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 3. Ïóñòü A : V 7→ V � êîñîýðìèòîâî (êîñîñèììåòðè÷åñêîå) ïðåîáðàçîâà-

íèå êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà A2 � ýðìèòîâî (ñèì-
ìåòðè÷åñêîå) ïðåîáðàçîâàíèå. Âñå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A2

îòðèöàòåëüíûå. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A ëèáî ðàâíî íóëþ, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Áîëåå òîãî, åñëè α � ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A, òî α2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A2. Åñëè α �
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A2, òî ëèáî √α, ëèáî −√α � ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Åñëè A � êîñîñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî √α,−√α �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A : V 7→ V � êîñîýðìèòîâî ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî ýð-
ìèòîâà ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî iA � ýðìèòîâî ïðåîáðàçîâàíèå. Âûâåñòè îòñþäà,
÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A ëèáî ðàâíî íóëþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ÷è-
ñòî ìíèìûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.

Ýðìèòîâû, êîñîýðìèòîâû è ñèììåòðè÷åñêèå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîäêëàññîì áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé, à èìåííî, íîðìàëüíûõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì, åñëè AA∗ = A∗A, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ A è A∗ êîììóòèðóþò.

Åñëè A � ìàòðèöà íîðìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå, òî â ñèëó òåîðåìû 4.1, A∗ � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â òîì æå áàçèñå. Ïî-
ýòîìó AA∗ = A∗A. Îáðàòíî, ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà èç Mn(C), ò.å. AA∗ = A∗A.
Òîãäà ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V , çàäàííîå ïðàâèëîì A : x 7→ Ax ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî è A : V 7→ V � íîð-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(t) =

∏p
i=1(t − αi)

ni è
V = Vα1 ⊕ . . . ⊕ Vαp� îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà, ò.å. Vαi

⊥ Vαj
äëÿ i 6= j è dim Vαi

= ni. Â
÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ A, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî χA(t) =
∏p

i=1(t − αi)
ni .

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vα1 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ A, îòâå÷àþùèõ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α1. Òîãäà V = Vα1 ⊕ V ⊥

α1
. Â ñèëó ëåììû 3.3 Vα1 èíâàðèàíòíî îò-

íîñèòåëüíî A∗. Òîãäà, ïî ëåììå 4.2, V ⊥
α1

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî (A∗)∗. Â ñèëó ëåììû
4.1 A = (A∗)∗. Ïîýòîìó V ⊥

α1
� èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Îãðàíè÷åíèå ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ A− α1E íà ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊥
α1

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì. ßñíî, ÷òî (t− α1)

k1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A|Vα1
,

çäåñü k1 = dim Vα1 . Òîãäà, â ñèëó ëåììû 3.2, k1 = n1 è
∏p

i=2(t−αi)
ni � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A|V ⊥α1
. Ïîñêîëüêó dim V ⊥

α1
< dim V , òî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíî-

ñòè V ïîëó÷àåì, ÷òî V ⊥
α1

= Vα2 ⊕ . . .⊕ Vαp � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà, ïðè ýòîì dim Vαi
= ni.

Ñëåäîâàòåëüíî, V = Vα1 ⊕ . . . ⊕ Vαp � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà è dim Vαi
= ni äëÿ êàæäîãî

i = 1, . . . , p.
Ïðèìåðîì íîðìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü ïðåîá-

ðàçîâàíèå, çàäàííîå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íîðìàëü-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Â ýòîì áàçèñå ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò êàíî-
íè÷åñêèé âèä, ò.å. åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü α1, . . . , αp � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A è
Vα1 , . . . , Vαp � ïîäïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 1, èìååì V = Vα1 ⊕ . . .⊕ Vαp � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà. Âû-
áåðåì â ïîäïðîñòðàíñòâå Vαi

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ui1, . . . , uini
, çäåñü ni � êðàòíîñòü

êîðíÿ αi â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå χA(t). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâà Vαi

ìû èìååì Auij = αiuij. Òîãäà

u11, . . . , u1n1 , . . . , up1, . . . , upnp

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò äèàãîíàëü-
íûé âèä ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî äèàãîíàëè.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1 è 2 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè â óñëîâèÿõ ýòèõ òåîðåì
ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî çàìåíèòü íà åâêëèäîâî è äîáàâèòü âêëþ÷åíèå Sp(A) ⊆ R. Ââèäó
ñêàçàííîãî âûøå, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ýðìèòîâà (ñèììåòðè÷åñêîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íî-
ìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Â ýòîì áàçèñå
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ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, ò.å. åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ âåùåñòâåí-
íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî äèàãîíàëè.

Ïðèìåð. Ïóñòü ñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V = R3 çàäàíî ìàòðèöåé

A =




11 2 −8
2 2 10
−8 10 5


 .

Íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò êàíîíè÷å-
ñêèé âèä.

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χA(t) = − det




11− t 2 −8
2 2− t 10
−8 10 5− t


 = (t2 − 81)(t− 18).

Ïîýòîìó Sp(A) = {−9, 9, 18}.Òîãäà
V = V−9 + V9 + V18.

Íàéäåì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V−9. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû
ïîëó÷àåì, ÷òî

(A + 9E|E) =




20 2 −8
2 11 10
−8 10 14

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∼




2 11 10
0 54 54
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0 1 0
0 4 1
1 −2 2


 .

Âåêòîð-ñòîëáåö u1 =




1
−2
2


 îáðàçóåò áàçèñ V−9. Íàéäåì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V9

(A− 9E|E) =




2 2 −8
2 −7 10
−8 10 −4

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∼




2 2 −8
0 −9 18
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−1 1 0
2 2 1


 .

Âåêòîð-ñòîëáåö u2 =




2
2
1


 îáðàçóåò áàçèñ V9. Àíàëîãè÷íî, âåêòîð-ñòîëáåö u3 =




2
−1
−2




îáðàçóåò áàçèñ V18.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1 = 1
3




1
−2
2


,e2 = 1

3




2
2
1


, e3 = 1

3




2
−1
−2


 ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä


−9 0 0
0 9 0
0 0 18


 .

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî êîñîýðèìèòîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî ýðìè-
òîâà ïðîñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿ-
ùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Â ýòîì áàçèñå ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò
êàíîíè÷åñêèé âèä, ò.å. åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ íóëåâûìè èëè ÷èñòî ìíèìûìè ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî äèàãîíàëè.
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3.6 Íîðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò îïèñàí êàíîíè÷åñêèé âèä íîðìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äåé-

ñòâóþùåãî â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñíà÷àëà èññëåäóåì êîñîñèììåòðè-
÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äåéñòâóþùèå â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëåììà 1. Ïóñòü A : V 7→ V � êîñîñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A2 + αE = 0, ãäå α > 0. Òîãäà dim V = 2n,
χA(t) = (t2 +α)n è â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, g1, . . . , fn, gn, â êîòîðîì
ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

S(α) =




(
0 −√α√
α 0

)

. . . (
0 −√α√
α 0

)




.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β =
√

α è g1 � ïðîèçâîëüíûé íîðìèðîâàííûé âåêòîð â ïðî-
ñòðàíñòâå V . Ïîëîæèì f1 = −β−1Ag1. Òîãäà Af1 = −β−1A2g1 = β−1αEg1 = βg1. Ïîýòîìó

Af1 = βg1 è Ag1 = −βf1.

Â ñèëó ëåììû 5.2 f1 ⊥ g1. Ïîêàæåì, ÷òî f1 � íîðìèðîâàííûé âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî,

(f1, f1) = (β−1Ag1, β
−1Ag1) = β−2(g1,A∗(Ag1)) = −β−2(g1,A(Ag1)) = −β−2(g1,A2g1) =

−β−2(g1,−αg1) = β−2α(g1, g1) = 1.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî U , íàòÿíóòîå íà âåêòîðû f1 è g1, ò.å. U = Lin(f1, g1). ßñ-
íî, ÷òî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Â ñèëó ëåììû 4.2, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå U⊥

òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ïîñêîëüêó dim U⊥ < dim V , òî, ïðèìåíÿÿ íåñëîæ-
íóþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dim U⊥ = 2(n − 1) è
(t2 +α)n−1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà U⊥. Ìàò-
ðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A|U â áàçèñå f1, g1 èìååò âèä

(
0 −√α√
α 0

)
. Ïîýòîìó t2 + α � õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A|U . Òàê êàê V = U ⊕ U⊥, òî dim V = 2n,
è ïî ëåììå 3.2 ïîëó÷àåì χA(t) = (t2 + α)n. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ïðîñòðàíñòâà U⊥, ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f2, g2, . . . , fn, gn ïðîñòðàí-
ñòâà U⊥, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A|U⊥ èìååò óêàçàííûé â ëåììå âèä. Òîãäà
f1, g1, f2, g2, . . . , fn, gn � èñêîìûé áàçèñ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A : V 7→ V � êîñîñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà χA(t) = tk

∏p
i=1(t

2 + αi)
ni, ãäå −α1, . . . ,−αp � îòðèöà-

òåëüíûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A2 è

V = kerA⊕ ker(A2 + α1E)⊕ . . .⊕ ker(A2 + αpE) � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà.

Ïðè ýòîì, dim kerA = k è dim ker(A2 + αiE) = 2ni. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò
êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




A1

S(α1)
. . .

S(αp)


 ,
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ãäå A1 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, à ïîðÿäîê S(αi) ìàòðèöû ðàâåí 2ni.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.3 ïðåîáðàçîâàíèåA2 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì. Ïóñòü

0, γ1, . . . , γp � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A2. Êàê áûëî îòìå÷åíî â
ïàðàãðàôå 3.5 γi < 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå γi = −αi, ãäå αi > 0
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p. Â ñèëó òåîðåìû 5.2 ïîëó÷àåì

V = V0 ⊕ Vγ1 ⊕ . . .⊕ Vγp � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà.

Ïîäïðîñòðàíñòâà V0, Vγ1 , . . . , Vγp èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A.
Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vγi

. Ïîñêîëüêó (A2 + αiE) = (A2 − γiE), òî

Vγi
= ker(A2 − γiE) = ker(A2 + αiE).

ßñíî, ÷òî kerA ⊆ kerA2. Ïóñòü x ∈ kerA2. Òîãäà (Ax,Ax) = (x,A∗Ax) = −(x,A2x) = 0.
Ïîýòîìó V0 = kerA2 = kerA. Îòñþäà ïîëó÷àåì

V = kerA⊕ ker(A2 + α1E)⊕ . . .⊕ ker(A2 + αpE) � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà.

Òîãäà ïîëó÷àåì χA|V0
(t) = tk, ãäå k = dim V0. Ïîñêîëüêó (A2 + αiE)|Vγi

= 0, òî ïî ëåììå 1
dim ker(A2 + αiE) = 2ni è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A|Vγi

èìååò âèä
(t2 + αi)

ni . Â ñèëó ëåììû 3.2 χA(t) = tk
∏p

i=1(t
2 + αi)

ni .
Ïóñòü fi1, gi1, . . . , fini

, gini
� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ker(A2 + αiE), â

êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿA èìååò âèä S(αi). Òàêîé áàçèñ ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû
1. Âûáåðåì â ker(A) ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , ek. Òîãäà ìàòðèöà
ïðåîáðàçîâàíèÿ A â áàçèñå

e1, . . . , ek, f11, g11, . . . , f1n1 , g1n1 , . . . , fp1, gp1, . . . , fpnp , gpnp

èìååò èñêîìûé âèä.
Ëåììà 2. Êàæäîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà)

ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû B + C ýðìèòîâîãî (ñèììåòðè÷åñêîãî) è
êîñîýðìèòîâîãî (êîñîñèììåòðè÷åñêîãî) ïðåîáðàçîâàíèé. Áîëåå òîãî,

B =
A+A∗

2
è C =

A−A∗

2
.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A íîðìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà BC = CB.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå A + A∗ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì

(ñèììåòðè÷åñêèì), à ïðåîáðàçîâàíèå A − A∗ ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâûì (êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèì) äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà)
ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

A =
A+A∗

2
+
A−A∗

2
.

Ïóñòü B = (A+A∗)/2, C = (A−A∗)/2. Òîãäà

BC =
A2 −AA∗ +A∗A− (A∗)2

4
è CB =

A2 −A∗A+AA∗ − (A∗)2

4
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîA� íîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà BC = CB.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A : V 7→ V � íîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â
êîòîðîì ìàòðèöà A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä
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A1

A2

. . .
An


 ,

ãäå A1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è äëÿ i > 1 ìàòðèöà

Ai =

(
ai −bi

bi ai

)
= ri

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå ri > 0 è φi 6= πk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 A = B + C, ãäå B � ñèììåòðè÷åñêîå, à C � êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèÿ è BC = CB. Ïî ëåììå 5.1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ a1, . . . , ap

ïðåîáðàçîâàíèÿ B � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïî òåîðåìå 5.1
V = Va1 ⊕ . . .⊕ Vap .

Â ñèëó ëåììû 3.3 ïîäïðîñòðàíñòâà Va1 , . . . , Vap èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ C. Ðàññìîòðèì Ci � îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ C íà ïîäïðîñòðàíñòâî Vai

. Òîãäà
ïî òåîðåìå 1 â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ei1, . . . , eiki

, fi1, gi1, fi2, gi2, . . . , fini
, gini

ïðîñòðàíñòâà Vαi
ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ci èìååò âèä




0
0

. . .
0 (

0 −b1

b1 0

)

. . . (
0 −bni

bni
0

)




, b1, . . . , bni
6= 0.

Òàê êàê A|Vai
= B|Vai

+ C|Vai
, òî ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A|Vai

â ýòîì áàçèñå èìååò



ai

ai

. . .
ai (

ai −b1

b1 ai

)

. . . (
ai −bni

bni
ai

)




.

Îáðàçóåì èç ýòèõ áàçèñîâ áàçèñ
e11, . . . , e1k1 , e21, . . . , e2k2 , . . . , ep1, . . . , epkp , f11, g11, f12, g12, . . . , f1n1 , g1n1 , f21, g21, f22, g22, . . .

ïðîñòðàíñòâà V . Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò èñêîìûé âèä.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó

(
ai −bi

bi ai

)
. ×èñëî a2

i +b2
i � îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû.

ßñíî, ÷òî ri =
√

a2
i + b2

i 6= 0. Òîãäà
(

ai −bi

bi ai

)
= ri

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå φi 6= πk.
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3.7 Óíèòàðíûå è îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàícòâà V íàçûâàåòñÿ óíè-

òàðíûì (îðòîãîíàëüíûì), åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å. (Aa,Ab) =
(a, b) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ V .

ßäðî óíèòàðíîãî (îðòîãîíàëüíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
a ∈ kerA. Òîãäà

(a, a) = (Aa,Aa) = 0.

Ïîýòîìó a = 0. Îñþäà ïîëó÷àåì, kerA = 0.
Åñëè e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé ñèñòåìà âåêòîðîâ ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðî-

ñòðàíñòâà V è A � óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V , òî
Ae1, . . . ,Aen � îðòîíîðìèðîâàííûé ñèñòåìà âåêòîðîâ V . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî
ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàícòâà V . Òîãäà A � èçîìîðôèçì, è îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì A â îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòî-
ðîâ. Êðîìå òîãî, ïóñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàícòâà
V ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, . . . , fn.
Òîãäà A � óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäÿùåå îðòîíîìèðîâà-
íûé áàçèñ â îòðòîíîðìèðîâàíûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîãàíàëüíûì.

Ïóñòü A ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
f1, . . . , fn. Òîãäà Aei = fi äëÿ i = 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì âåêòîðû a = α1e1 + . . . + αnen è
b = β1e1 + . . . + βnen. Òîãäà Aa = α1f1 + . . . + αnfn è Ab = β1f1 + . . . + βnfn. Îòñþäà
ïîëó÷àåì,

(Aa,Ab) =
n∑

i=1,j=1

(αifi, βjfj) =
n∑

i=1

αiβi = (a, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, A � óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå.
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2 ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

Aφ :

(
x
y

)
7→

(
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)(
x
y

)

ïîâîðîò íà óãîë φ. Òîãäà äëÿ âåêòîðîâ a =

(
a1

a2

)
è b =

(
b1

b2

)
ïîëó÷àåì

(Aφa,Aφb) = (

(
a1 cos φ− a2 sin φ
a1 sin φ + a2 cos φ

)
,

(
b1 cos φ− b2 sin φ
b1 sin φ + b2 cos φ

)
) =

(a1 cos φ−a2 sin φ)(b1 cos φ−b2 sin φ)+(a1 sin φ+a2 cos φ)(b1 sin φ+b2 cos φ) = a1b1+a2b2 = (a, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, A � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà R2.
Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî óíèòàðíîãî (îðòîãîíàëüíîãî) ïðåîáðàçî-

âàíèÿ.
Ïóñòü V � ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå A : x 7→ −x

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì (îðòîãîíàëüíûì).
Ìàòðèöà A ∈ Mn(C) (A ∈ Mn(R)) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé , åñëè A∗ = A

>
= A−1. Âåùå-

ñòâåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n îðòîãîíàëüíà, åñëè A> = A−1. Êàê ëåãêî âèäåòü, ñòîëáöû
(ñòðîêè) óíèòàðíîé (îðòîãîíàëüíîé) ìàòðèöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåê-
òîðîâ.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ óíèòàðíîé (îðòîãîíàëüíîé) ìàòðèöû A ìîäóëü
| det(A)| = 1.

Ïóñòü V � ýðìèòîâî (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ìàòðèöà A óíè-
òàðíîãî (îðòîãîíàëüíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ óíè-
òàðíîé (îðòîãîíàëüíîé). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 4.1, A∗ � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ A∗. Ïîñêîëüêó (Aa,Ab) = (a, b), òî (a,A∗(Ab)) = (a, b). Îòñþäà ïîëó÷åì, ÷òî A∗A = E .
Ïîýòîìó A∗A = E. Â ÷àñòíîñòè, A∗ = A−1. Ñëåäîâàòåëüíî, óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå)
ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì. Åñëè A � óíèòàðíàÿ (îðòîãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî A : V 7→ V , çàäàííîå
ïðàâèëîì Ax = Ax, ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì (îðòîãîíàëüíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
V .

Ïîýòîìó, èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ýðìèòîâà

(åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé (îðòîãîíàëüíîé).
Ëåììà 1. Ïóñòü A : V 7→ V � óíèòàðíîå (îðòîãîíàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà

ìîäóëè åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A è x � ñîáñòâåííûé

âåêòîð, îòâå÷àþùèé α. Åñëè V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî

(x, x) = (Ax,Ax) = (αx, αx) = αα(x, x).

Ñëåäîâàòåëüíî, αα = 1, ò.å. ìîäóëü |α| = 1.
Äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ (x, x) = (Ax,Ax) = (αx, αx) = α2(x, x). Ñëåäîâàòåëüíî,

α = ±1.
Ëåììà 2. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V ýðìèòîâà (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì (îðòîãîíàëüíûì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò äëèíó
âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî îíî ñîõðàíÿåò äëèíó âåêòîðà.
Îáðàòíî, ïóñòü ||Ax|| = ||x|| äëÿ ëþáîãî x ∈ V . Òîãäà, ââèäó ëåììû 1.1.3, äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ V

(x, y) =
i||x + y||2 − ||ix + y||2 − (i− 1)||x||2 − (i− 1)||y||2

2i
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

(Ax,Ay) =
i||Ax +Ay||2 − ||iAx +Ay||2 − (i− 1)||Ax||2 − (i− 1)||Ay||2

2i
=

i||A(x + y)||2 − ||A(ix + y)||2 − (i− 1)||Ax||2 − (i− 1)||Ay||2
2i

=

i||x + y||2 − ||ix + y||2 − (i− 1)||x||2 − (i− 1)||y||2
2i

= (x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(Ax,Ay) = (x, y).

Òàêèì îáðàçîì, A � óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ðàç-
áèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.2 è ëåììû 1 ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé âèä óíèòàðíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Â ýòîì áàçèñå ïðåîáðàçîâàíèå A èìååò êàíî-
íè÷åñêèé âèä, ò.å. åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî äèàãîíàëè.
Ïðè ýòîì ìîäóëè ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíû 1.

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà r

(
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)
, ãäå r > 0, îðòîãîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà r = 1. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 6.2 è ëåììû 1 ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì
ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




−Ek1

Ek2

A1

. . .
Am




,

ãäå Eki
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà ki, è ìàòðèöà

Ai =

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå φi 6= πk.

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿA òðåõìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü e1, e2, e3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A ïðåîáðàçîâàíèÿ A
èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Åñëè

A =




1 0 0
0 cos φ − sin φ
0 sin φ cos φ


 ,

òî ïðåîáðàçîâàíèå A îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâà (íà ïðÿìîé)
Lin(e1). Â òîæå ñàìîå âðåìÿ A îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë φ â ïîäïðîñòðàíñòâå (â
ïëîñêîñòè) Lin(e2, e3) âîêðóã îñè l = Lin(e1).

Åñëè

A =



−1 0 0
0 cos φ − sin φ
0 sin φ cos φ


 .

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå A îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë φ â ïîäïðîñòðàíñòâå (â ïëîñêîñòè)
Lin(e2, e2) âîêðóã îñè l, à çàòåì ïðîèçâîäèò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî Lin(e2, e3).

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
V = L + L⊥ è äëÿ âåêòîðà x ∈ V èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå x = y + z, ãäå y ∈ L, z ∈
L⊥. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V, çàäàííîå ïðàâèëîì A(x) = y − z, íàçûâàåòñÿ
çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Ñëåäñòâèÿ 5.1 è 5.2 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ýðìèòîâà (êîñîýðìèòîâà) ìàòðèöà ïî-
äîáíà äèàãîíàëüíîé. Ïîíÿòèå óíèòàðíîé (îðòîãîíàëüíîé) ìàòðèöû ïîçâîëÿåò äàòü áîëåå
òî÷íîå îïèñàíèå ìàòðèöû ïîäîáèÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � ýðìèòîâà, êîñîýðìèòîâà (ñèììåòðè÷åñêàÿ) ìàòðèöà ïîðÿäêà
n. Òîãäà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå B ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé (îðòîãîíàëüíîé)
ìàòðèöû T . Äðóãèìè ñëîâàìè, B = T−1AT = T ∗AT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå A : Cn 7→ Cn, çàäàííîå ìàòðèöåé A, ò.å. Ax = Ax. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.1
ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâà Cn, â êîòîðîì ìàòðèöà B
ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Ïóñòü T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàíäàðò-
íîãî áàçèñà ê ýòîìó íîâîìó áàçèñó. Òîãäà B = T−1AT , è ïî ñëåäñòâèþ 1 T � óíèòàðíàÿ
ìàòðèöà.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà A ïîäîáíà

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

B =




A1

A2

. . .
Am


 ,

ãäå A1 � íóëåâàÿ ìàòðèöà è äëÿ i > 1 ìàòðèöà

Ai =

(
0 −bi

bi 0

)
,

ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû T , ò.å. B = T−1AT = T>AT .
È, íàêîíåö,
Òåîðåìà 6. Ïóñòü A � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà A ïîäîáíà

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

B =




−Ek1

Ek2

A1

. . .
Am




ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû T , ò.å. B = T−1AT = T>AT , ýäåñü Eki
� åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà ki, è ìàòðèöà

Ai =

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå φi 6= πk.

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 3. Ïóñòü A : V 7→ V � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí t2 − βt + γ íå èìååò âåùåñòâåííûõ
êîðíåé è A2 − βA + γE = 0. Òîãäà γ = 1, dim V = 2n, χA(t) = (t2 − βt + 1)n è â V ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, g1, . . . , fn, gn, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
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A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä



(
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)

. . . (
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)




, φ 6= πk

ãäå cos φ + i sin φ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà t2 − βt + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â V âåêòîð x åäèíè÷íîé äëèíû. Òîãäà Ax � âåêòîð åäè-

íè÷íîé äëèíû. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû x è Ax ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
Ax = λx, òî

(A2 − βA+ γE)x = A2x− βAx + γEx = (λ2 − βλ + γ)x.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî λ � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà t2 − βt + γ. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåì ëåììû.

Ïóñòü U = Lin(x,Ax). Êàê ëåãêî âèäåòü, ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî A. Ïóñòü B = A|U � îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà ïîäïðîñòðàíñòâî U . Òîãäà

Bx = Ax,

B(Ax) = A2x = βAx− γx.

Ïîýòîìó B =

(
0 −γ
1 β

)
� ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ B â áàçèñå x,Ax.Çíà÷èò det(B) = γ.

Ïîñêîëüêó B � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî γ = ±1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
χB(t) = t2 − βt + γ íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Ïîýòîìó γ = 1.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî x îðòîãîíàëåí âåêòîðó Ax− (x,Ax)x.
Çàìåòèì, ÷òî

(x,Ax) = (Ax,A(Ax)) = (Ax,A2x) = (Ax, βAx− γx) = β(Ax,Ax)− (Ax, x).

Îòñþäà
(x,Ax) =

β

2
.

Ïîýòîìó
Ax− (x,Ax)x = Ax− β

2
x.

Äëèíà

||Ax− β

2
x|| =

√
(Ax− β

2
x,Ax− β

2
x) =

√
(Ax,Ax)− β(Ax, x) +

β2

4
(x, x) =

√
1− β2

4
.

Ïóñòü f1 = x, g1 =
Ax−β

2
x√

1−β2

4

. Òîãäà f1, g1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà U è

Ax = β
2
f1 +

√
1− β2

4
g1. Èìååì

Af1 = Ax =
β

2
x + (Ax− β

2
x) =

β

2
f1 +

√
1− β2

4
g1,

A(Ax− β

2
x) = A2x− β

2
Ax = βAx− x− β

2
Ax =
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β

2
Ax− x =

β

2
(
β

2
f1 +

√
1− β2

4
g1)− f1 = −(1− β2

4
)f1 +

β

2

√
1− β2

4
g1.

Ïîýòîìó

Bf1 = Af1 =
β

2
f1 +

√
1− β2

4
g1,

Bg1 = Ag1 = −
√

1− β2

4
f1 +

β

2
g1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà B ïðåîáðàçîâàíèÿ B â áàçèñå f1, g1 èìååò âèä



β
2

−
√

1− β2

4√
1− β2

4
β
2


 .

Ïóñòü cos φ + i sin φ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà t2 − βt + 1. Òîãäà β = 2 cos φ è

B =

(
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)
.

ßñíî, ÷òî φ 6= πk.
Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî U � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A, òî U � èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíîA∗ = A−1. Â ñèëó ëåììû 4.2, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå U⊥ � òàêæå èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ïîñêîëüêó dim U⊥ < dim V , òî, ïðèìåíÿÿ íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dim U⊥ = 2(n−1) è (t2−β+1)n−1 � õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà U⊥. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ìàò-
ðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿA|U â áàçèñå f1, g1 èìååò âèä

(
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)
. Ïîýòîìó t2−βt+1 �

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A|U . Òàê êàê V = U⊕U⊥, òî dim V = 2n, è
ïî ëåììå 3.2 ïîëó÷àåì χA(t) = (t2−βt+1)n. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà U⊥, ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f2, g2, . . . , fn, gn, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A|U⊥ èìååò óêàçàííûé â ëåììå âèä. Òîãäà f1, g1, f2, g2, . . . , fn, gn �
èñêîìûé áàçèñ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(t) = (t + 1)ki(t − 1)k2

∏m
i=1 psi

i (t),
ãäå êàæäûé pi(t) = t2 − βit + 1 íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Êðîìå òîãî,

V = V−1 ⊕ V1 ⊕ ker(A2 − β1A+ 1)⊕ . . .⊕ ker(A2 − βmA+ 1),

ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è dim V−1 = k1, dim V1 = k2, dim ker(A2 − βiA + 1) =
2si. Â ïðîñòðàíñòâå V cóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




−Ek1

Ek2

A1

. . .
Am




,

ãäå Eki
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà ki, è ìàòðèöà

Ai =

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå φi 6= πk.
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×èñëî γi � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A+A∗
2

òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëèáî γi = ±1 è Vγi

= V1 èëè Vγi
= V−1, ëèáî γi = βi

2
è èìååò ìåñòî Vγi

=
ker(A2 − βiA+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χA(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Åñ-
ëè p(t) = t2 − βt + γ âõîäèò â ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà χA(t), òî ker(A2 − βA + γ) 6= 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A è z � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p(t). Òî-
ãäà det(A− zE) = 0. Ïîýòîìó

det(A2 − (z + z)A + zzE) = det(A− zE) det(A− zE) = 0.

Ïîñêîëüêó z +z = β, zz = γ, òî det(A2−βA+γE) = det(A2− (z +z)A+zzE) = 0. Ïîýòîìó
ker(A2 − βA+ γ) 6= 0.

Ïóñòü U = ker(A2 − βA + γ) è B = A|U � îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî U . Òîãäà B2 − βB + γ = 0. Â ñèëó ëåììû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî γ = 1. Òàê âñå
âåùåñòâåíûå ñîáñòâåíûå çíà÷åíèÿ îðòîãàíàëüèíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíû ±1, òî χA(t)
èìååò, óêàçàííûé â òåîðåìå âèä.

Ïóñòü α � âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Òîãäà α = ±1 è
V = Vα⊕V ⊥

α . Ïîäïðîñòðàíñòâî Vα èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A−1 = A∗. Â ñèëó ëåììû 4.2,
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå U⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ïîñêîëüêó dim U⊥ <
dim V , òî, ïðèìåíÿÿ íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî

V = V−1 ⊕ V1 ⊕ ker(A2 − β1A+ 1)⊕ . . .⊕ ker(A2 − βmA+ 1)

è ýòà ñóììà îðòîãîíàëüíà. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà χA íå èìååò âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé.

Ïóñòü U = Vα è B � îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà U . Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí χB(t) = (t − α)r, ãäå r = dim Vα. Ïîñêîëüêó V = Vα + V ⊥

α , òî, â ñèëó ëåììû
3.3.2, ïîëó÷àåì, ÷òî r = k1 èëè r = k2. Äëÿ α = −1 â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
e11, . . . , e1k1 ïîäïðîñòðàíñòâà U ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ B ðàâíà −Ek1 . Äëÿ α = 1 â ëþ-
áîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e21, . . . , e2k2 ïîäïðîñòðàíñòâà U ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
B ðàâíà Ek2 .

Ïóñòü U = ker(A2 − βiA + 1) è B � îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà U . Òîãäà, ïî
ëåììå 3, dim U = 2r, χB(t) = (t2 − βit + 1)r, è â U ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
fi1, gi1, . . . , fir, gir, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ B èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)

. . . (
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)




, φi 6= πl.

Ïîñêîëüêó V = U + U⊥, òî, â ñèëó ëåììû 3.3.2, ïîëó÷àåì, ÷òî r = si.
Îáðàçóåì áàçèñ

e11, . . . , e1r1 , e21, . . . , e2r2 , f11, g11, f12, g12, . . . , f1n1 , g1n1 , f21, g21, f22, g22, . . .

ïðîñòðàíñòâà V . Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò èñêîìûé âèä.
Ïóñòü γi � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A+A∗

2
. Òîãäà (A + A∗)x = 2γix äëÿ íåêîòîðîãî íåíó-

ëåâîãî âåêòîðà x. Ïîñêîëüêó A∗ = A−1, òî

(A+A−1)x = (A+A∗)x = 2γix.
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Ïðèìåíÿÿ ê îáîèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçîâàíå A ïîëó÷àåì, ÷òî

(A2 − 2γiA+ E)x = 0.

Ïóñòü t2 − 2γit + 1 èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè λ1, λ2. Òîãäà (A − λ1E)(A − λ2E)x = 0.
Ïîýòîìó, ëèáî ker(A−λ1E) 6= 0, ëèáî ker(A−λ2E) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî λ1, ëèáî λ2 �
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A. Åñëè λ1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A, òî λ1 = ±1. Òàê λ1 è λ2 �
êîðíè ìíîãî÷ëåíà t2 − 2γit + 1, òî λ2 = λ−1

1 = λ1 è γi = λ1. Ñëó÷àé äëÿ λ2 ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî Vγi

⊆ V±1. Ïóñòü α � âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Òîãäà Ax = αx è A−1x = α−1x = αx. Ïîýòîìó

(A+A∗)x = (A+A−1)x = Ax +A−1x = 2αx.

Ñëåäîâàòåëüíî, α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A+A∗
2

. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïîëó÷àåì, ÷òî Vα =
Vγi

.
Ïóñòü γi 6= ±1. Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùåãî, t2−2γit+1 íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî U = ker(A2 − 2γiA+ E). Òàê êàê Vγi
⊆ U , òî U 6= 0. Ïîäïðî-

ñòðàíñòâà U è U⊥ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A. Ïî ëåììå 2 χA|U (t) = (t2 − 2γit + 1)2r. Â
ñèëó ëåììû 3.3.2 ïîëó÷àåì, ÷òî χA(t) = χA|U (t)χA|

U⊥ (t). Ïîýòîìó t2−2γit+1 = t2−βit+1,
γi = βi

2
è Vγi

⊆ ker(A2 − βiA+ E). Ïóñòü x ∈ ker(A2 − βiA+ E). Òîãäà

(A+A−1 − βiE)x = A−1(A2 − βiA+ E)x = 0.

Ïîýòîìó (A + A∗)x = βix. Ñëåäîâàòåëüíî, βi

2
� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A+A∗

2
è x ∈ Vβi

2

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Vγi
= ker(A2 − βiA+ E).

Òåïåðü ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü A � íîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà V . Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå V cóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòî-
ðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




A1

A2

. . .
An


 ,

ãäå A1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è äëÿ i > 1 ìàòðèöà

Ai =

(
ai −bi

bi ai

)
= ri

(
cos φi − sin φi

sin φi cos φi

)
, ãäå ri > 0 è φi 6= πk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0, α1, . . . , αp � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
AA∗. Òîãäà

V = V0 ⊕ Vα1 ⊕ . . .⊕ Vαp

è ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
Ïîêàæåì, ÷òî kerA = kerAA∗ = V0. ßñíî, ÷òî kerA ⊆ kerA∗A = kerAA∗. Ïóñòü

x ∈ kerAA∗. Òîãäà
(Ax,Ax) = (x,A∗Ax) = (x,AA∗x) = 0.

Ïîýòîìó Ax = 0 è x ∈ kerA. Ñëåäîâàòåëüíî, kerA = kerAA∗ = V0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå A íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0, A|V0 = 0. Òîãäà ìàòðèöà
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A|V0 â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e01, . . . , e0k0 ïîäïðîñòðàíñòâà
V0 ðàâíà íóëþ.

Òàê A � íîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî, â ñèëó ëåììû 3.3, A(Vα1) ⊆ Vα1 è A∗(Vα1) ⊆
Vα1 . Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Vα1 èìååò ìåñòî AA∗x = α1x. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

α1(x, x) = (AA∗x, x) = (A∗Ax, x) = (Ax,Ax) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, α1 > 0. Ïîñêîëüêó A � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâå Vα1 , òî A∗x = α1A−1x äëÿ ëþáîãî x ∈ Vα1 .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå B =
√

α−1
1 A|Vα1

. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Vα1

B∗x =

√
α−1

1 A∗x =

√
α−1

1 α1A−1x = (

√
α−1

1 A)−1x = B−1x.

Ïîýòîìó B � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà Vα1 . Ïî òåîðåìå 7 ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e11, . . . , e1k1 , f11, g11, . . . , f1m1 , g1m1 ïîäïðîñòðàíñòâà Vα1 ,
â êîòîðîì ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ B èìååò âèä




−Ek11

Ek12 (
cos φ1 − sin φ1

sin φ1 cos φ1

)

. . . (
cos φm1 − sin φm1

sin φm1 cos φm1

)




.

Òîãäà ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A|Vα1
â áàçèñå e11, . . . , e1k1 , f11, g11, . . . , f1m1 , g1m1

èìååò âèä



−√α1Ek11 √
α1Ek12 (√

α1 cos φ1 −√α1 sin φ1√
α1 sin φ1

√
α1 cos φ1

)

. . . (√
α1 cos φm1 −√α1 sin φm1√
α1 sin φm1

√
α1 cos φm1

)




.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ αi ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ei1, . . . , eiki

, fi1, gi1, . . . , fimi
, gimi

ïîäïðîñòðàíñòâà Vαi
, â êîòîðîì ìàòðèöà ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ A|V αi
èìååò âèä




−√αiEki1 √
αiEki2 (

ai1 −bi1

bi1 ai1

)

. . . (
aimi

−bi1mi

bimi
bimi

)




.

Îáðàçóåì áàçèñ

e01, . . . , e0k0 , e11, . . . , e1k1 , . . . , el1, . . . , elkl
, f11, g11, . . . , f1m1 , g1m1 , . . . , fl1, gl1, . . . , flml

, glml
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ïðîñòðàíñòâà V . Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A èìååò èñêîìûé âèä.
Ïðèìåð 1. Íàéäåì êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî ìàò-

ðèöåé

A =
1

3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


 .

Ïðåäñòàâëÿåì A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèö, ò.å. A =
B + C, ãäå

B =
A + A∗

2
=

1

6




4 1 1
1 4 1
1 1 4


 è C =

A− A∗

2
=

1

2




0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0


 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χB(t) = − 1
216

((4 − 6t)3 − 3(4 − 6t) + 2). Êîðíè ýòîãî ìíî-
ãî÷ëåíà t1 = 1, t2,3 = 1

2
. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 5.1, V = V1 ⊕ V 1

2
. Íàéäåì áàçèñû V1 è V 1

2
.

Ïîäïðîñòðàíñòâî V1 = ker(B − E). Îáðàçóåì ìàòðèöó (B − E|E). Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû ïîëó÷àåì, ÷òî

 1
6



−2 1 1

1 −2 1
1 1 −2




∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∼


 1

6




1 1 −2
0 −3 3
0 0 0




∣∣∣∣∣∣

0 0 1
0 1 −1
1 1 1


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, u1 =




1
1
1


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V1. Ïîäïðîñòðàíñòâî V 1

2
= Im(B − E).

Ñëåäîâàòåëüíî, u2 =




0
−1

1


, u3 =




1
1

−2


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V 1

2
.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå C. Îãðàíè÷åíèå C|V1 = 0. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå
C1 = C|V 1

2

� îãðàíè÷åíèå C íà ïðîñòðàíñòâî V 1
2
. Âû÷èñëèì ìàòðèöó C1 â áàçèñå u2, u3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
C1u2 = Cu2 =

3

2
u2 + u3,

C1u3 = Cu3 = −3u2 − 3

2
u3.

Ïîýòîìó
(

3
2
−3

1 −3
2

)
� ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ C1 â áàçèñå u2, u3. Òîãäà

(−3
4

0
0 −3

4

)
� ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ C2

1 . ×èñëî −3
4
� íåíóëåâîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå ìàòðèöû C2
1 . Ñëåäîâàòåëüíî, V 1

2
= ker(C2

1 + 3
4
E).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íîðìèðîâàííûé âåêòîð g1 èç V 1
2
. Íàïðèìåð, g1 = 1√

2
u2. Òîãäà

f1 = − 2√
3
Cg1 = − 1√

6




2
−1
−1


. Ïîýòîìó Cf1 =

√
3

2
g1 è Cg1 = −

√
3

2
f1. Â áàçèñå f1, g1 ìàòðèöà

ïðåîáðàçîâàíèÿ C1 èìååò âèä
(

0 −
√

3
2√

3
2

0

)
.

Ïîëîæèì e1 = 1√
3
u1. Òîãäà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, f1, g1 ìàòðèöà ïðåîáðàçî-

âàíèÿ C èìååò âèä 


0 0 0

0 0 −
√

3
2

0
√

3
2

0


 .
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Ïîñêîëüêó




1 0 0
0 1

2
0

0 0 1
2


 � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ B â áàçèñå e1, f1, g1, òî D =




1 0 0

0 1
2

−
√

3
2

0
√

3
2

1
2


 � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A e1, f1, g1. Êðîìå òîãî, D = T−1AT , ãäå T =




1/
√

3 −2/
√

6 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2

1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2


 . Êàê ëåãêî âèäåòü, ìàòðèöà T îáðàçîâàíà âåêòîð-ñòîëáöàìè

e1, f1, g1.
Òàêèì îáðàçîì, äàííîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò íà ìåñòå òî÷êè íà

ïðÿìîé l = Lin(e1) è îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë 60◦ â ïëîñêîñòè Lin(f1, g1) âîêðóã îñè
l. Òàê êàê e1 � âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè Lin(f1, g1), òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè x+y+z = 0.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííîå íà òåîðåìå 7.
Êàê áûëî ïîêàçàíî, ÷èñëà 1, 1

2
� ñîáñòâåííûå çíàçåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

A+A∗
2

. Ïî òåîðåìå 5.1 V = V1 ⊕ V 1
2
. Âåêòîð u1 =




1
1
1


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V1. Âåêòîðû

u2 =




0
−1

1


, u3 =




1
1

−2


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V 1

2
.

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V1 � âåêòîð e1 = 1√
3




1
1
1


.

Ïîëîæèì f1 = 1√
2
u2. Ïðîöåññîì Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçóåì âåêòîðû f1,Af1

g′1 = Af1 − (f1,Af1)f1 =
1√
2



−1

0
1


− 1

2

1√
2




0
−1

1


 =

1

2

1√
2



−2

1
1


 .

Ïîëîæèì g1 = 2√
3
g′1. Òîãäà â îðòîíîìèðîâàííîì áàçèñå e1, f1, g1 ìàòðèöà A èìååò âèä




1 0 0

0 1
2

−
√

3
2

0
√

3
2

√
1

2


 .

Ïðèìåð 2. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =
1

2




1 1 −√2

1 1
√

2√
2 −√2 0


 .

Ìàòðèöà

B =
A + A∗

2
=

1

4




2 2 0
2 2 0
0 0 0


 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χB(t) = t2(t− 1). Êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà t1 = 1, t2,3 = 0.

Ïîýòîìó V = V1 ⊕ V0. Âåêòîð u1 =




1
1
0


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V1. Âåêòîðû u2 =



−1

1
0


,
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u3 =




0
0
1


 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V0.

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V1 � âåêòîð e1 = 1√
2




1
1
0


.

Ïîëîæèì f1 = u3. Ïðîöåññîì Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçóåì âåêòîðû f1,Af1

g′1 = Af1 − (f1,Af1)f1 =

√
2

2



−1

1
0


 .

Òàê êàê ||g′1|| = 1, òî g1 = g′1. Òîãäà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, f1, g1 ìàòðèöà A èìååò
âèä 


1 0 0
0 0 −1
0 1 0


 .
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3.8 Çàäà÷è
1. Íàéòè

max
x 6=0

lim
k→∞

( ||Akx||
||x||

)
, ãäå A =

1

2

(
3 −1
2 0

)
.

2. Ïóñòü

C =




0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0


 .

Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A = E−C
E+C

� îðòîãîíàëüíàÿ. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öû A, íå âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó A. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä B îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû A è
îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó T òàêóþ, ÷òî B = T−1AT .

3. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì a1, a2, a3. Äëÿ âåêòîðîâ

x = x1a1 + x2a2 + x3a3, y = y1a1 + y2a2 + y3a3

çàäàäèì ïðîèçâåäåíèå

(x, y) = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 + x1y3 + x3y1.

Äîêàçàòü, ÷òî çàäàííîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïóñòü ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå A : V 7→ V èìååò ìàòðèöó A â áàçèñå a1, a2, a3. Íàéòè ìàòðèöó B
ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗ â òîì æå áàçèñå, åñëè

A =




0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0


 .

4. Íàéòè âñå âåêòîðû x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ||x|| > ||Ax|| > ||A2x|| > ||A3x|| > . . ., à
òàêæå âñå âåêòîðû y ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ||y|| > ||A−1y|| > ||A−2y|| > ||A−3y|| > . . ., åñëè
A = 1

3

(
6 3
5 4

)
.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó A ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −1, è óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì Au = v, Av = u, ãäå u = (2, 1,−2)>, v = (3, 0, 0)>. Äîêàçàòü
åäèíñòâåííîñòü A è äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îïåðàòîðà A : x 7→ Ax ïðîñòðàíñòâà
R3.

6. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =
1

3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


 ,

íå âû÷èñëÿÿ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà z ìàòðèöà
(

z − 3 1
2z − 4 1

)
ïîäîáíà à)

óíèòàðíîé, á) ýðìèòîâîé, â) íîðìàëüíîé.
8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïðåäåëà limk→∞

||Akx||
||Bkx|| â çàâèñèìîñòè îò íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈

R2, åñëè
A =

(
1 −2
1 4

)
, B =

(−1 −6
1 4

)
.
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4 Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, ñèíãóëÿðíîå è ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, ñèíãóëÿðíîå è ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèÿ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû

Å. Áåëüòðàìè â 1883 ãîäó äëÿ áèëèíåéíûõ ôîðì è íåçàâèñèìî Ê. Æîðäàíîì â 1884 ãî-
äó äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îíè äàþò íîâûå êàíîíè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôîðì è îïåðàòîðîâ, ñîãëàñîâàííûå ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé è ïîçâî-
ëÿþùèå ðåøàòü ðÿä çàäà÷ íà ýêñòðåìóì. Ñ òåõ ïîð ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, ñèíãóëÿðíîå è
ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûâàëèñü è îáîáùàëèñü. Îñîáåííî âàæíîå çíà-
÷åíèå îíè ïðèîáðåëè ñ ïîÿâëåíèåì êîìïüþòåðîâ è èõ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì ïðè ðåøåíèè
åñòåñòâåííî�íàó÷íûõ çàäà÷. Äåëî â òîì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà óñòîé÷èâû ïðè ìàëûõ èç-
ìåíåíèÿõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö â îòëè÷èå îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûå ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì, ïîçâîëÿþò êîíòðîëèðîâàòü
íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Íàøå èçëîæåíèå áóäåò îõâàòûâàòü è åâêëèäîâû, è ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà.

4.1 Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
Ïóñòü V è W � äâà åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ) ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì (· , ·).
Ôóíêöèÿ σ : V × W 7→ R (C) åñòü áèëèíåéíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóòîðàëèíåéíàÿ )

ôîðìà , åñëè
1) σ(αx + βy, z) = ασ(x, z) + βσ(y, z)) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R (C), x, y, z ∈ V ;
2) σ(x, αy+βz) = ασ(x, y)+βσ(x, z) (ñîîòâåòñòâåííî σ(x, αy+βz) = ασ(x, y)+βσ(x, z)),

ãäå α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê α.
Ôîðìà σ äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåòñÿ ñïàðèâàíèåì V è W .

Ïðèìåðû.
1) Ïóñòü A : V 7→ W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà σ(x, y) = (y, Ax), x ∈ V , y ∈ W �

ñïàðèâàíèå. Âàæíîñòü ýòîé ôóíêöèè â òîì, ÷òî îíà çàäà¼ò êîýôôèöèåíò Ôóðüå âåêòîðà
Ax îòíîñèòåëüíî y, åñëè ‖y‖ = 1.

2) Ïóñòü V è W � ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà X ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì (· , ·). Òîãäà σ(x, y) = (y, x), ãäå x ∈ V , y ∈ W , � ñïàðèâàíèå. Âàæíîñòü ýòîé
ôóíêöèè â òîì, ÷òî îíà îòðàæàåò óãëû ìåæäó âåêòîðàìè ïîäïðîñòðàíñòâ V è W è, ñëå-
äîâàòåëüíî, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå V è W â X.

Òåîðåìà 1.Äëÿ ëþáîãî ñïàðèâàíèÿ σ åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ) ïðîñòðàíñòâ V è W
èìååò ìåñòî;

1) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V 7→ W , òàêîå, ÷òî

σ(x, y) = (y, Ax) = (A∗y, x)

ïðè âñåõ x ∈ V , y ∈ W .
2) Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ V , f1, . . . , fs � áàçèñ W , òî ñïàðèâàíèå σ îäíîçíà÷íî çàäàåò-

ñÿ ìàòðèöåé çíà÷åíèé σij = σ(ej, fi) ôóíêöèè σ íà âåêòîðàõ áàçèñîâ. Ïóñòü Σ = (σij) �
ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ σij. Òîãäà Σ = G(f1, ...fs)A

e
f , ãäå G(f1, ...fs) �

ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ f1, ..., fs, à Ae
f � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

A â ýòîé ïàðå áàçèñîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f1, . . . , fs � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî
Σ = Ae

f . Êðîìå òîãî, åñëè x =
∑

j xjej, y =
∑

i yifi, òî â êîîðäèíàòàõ

σ(x, y) =
∑
i, j

yiaijxj = y>f G(f1, ...fs)A
e
fxe.
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3) Åñëè e′1, . . . , e
′
n è f ′1, . . . , f

′
s � íîâûå áàçèñû V è W , à P : e → e′ è Q : f → f ′ � ìàò-

ðèöû ïåðåõîäà îò ñòàðûõ áàçèñîâ ê íîâûì, òî ìàòðèöà ñïàðèâàíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä

Ae′
f ′ = Q∗Ae

fP,

ãäå Q∗ = Q
>.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ σ(x, y) = σ(x, y) ëèíåéíà ïî
y ∈ W ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ V . Ïî ëåììå Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå W ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé âåêòîð z, çàâèñÿùèé îò x òàêîé, ÷òî σ(x, y) = (z, y) äëÿ âñåõ y ∈ W .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A : V 7→ W , çàäàííîå ïðàâèëîì z = Ax. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ V
è y ∈ W ñïðàâåäëèâî

σ(x, y) = (y, z) = (y, Ax).

Ïîêàæåì ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ A : V → W . Ââèäó óêàçàííîãî òîæäåñòâà è ëèíåéíîñòè
σ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó äëÿ ëþáîãî λ ∈ C èìååì

(y,A(λx + x′)) = σ(λx + x′, y) = λσ(x, y) + σ(x′, y) = λ(y, Ax) + (y, Ax′) = (y, λAx +Ax′).

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ âñåõ y, òî âåêòîð A(λx + x′)− (λAx +Ax′) îðòîãîíàëåí ëþáîìó
âåêòîðó y ∈ W . Ïîýòîìó A(λx + x′) = λAx +Ax′.

Åñëè B : V → W � äðóãîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî σ(x, y) = (y,Bx) . Òîãäà

(y,Ax− Bx) = (y,Ax)− (y,Bx) = σ(x, y)− σ(x, y) = 0.

Ïîýòîìó âåêòîð Ax − Bx îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó y ∈ W . Ïîýòîìó Ax − Bx = 0 è
A = B

Äîêàæåì ïóíêò 2. Ïóñòü Ae
f = (αij). Òîãäà Aej = α1jf1 + ... + αsjfs. Ïîýòîìó

σij = σ(ej, fi) = (fi,Aej) = α1j(fi, f1) + ... + αsj(fi, fs) = (fi, f1)α1j + ... + (fi, fs)αsj.

Ïîýòîìó Σ = G(f1, ..., fs)A
e
f . Åñëè f1, ..., fs � îðòîíîðìèðîâàíûé áàçèñ, òî Σ = Ae

f . Ïî-
ñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 ñëåäóåò èç áèëèíåéíîñòè (ïîëóòîðàëèíåéíîñòè) σ.

Ïóíêò 3 ñëåäóåò èç ôîðìóë çàìåíû ñòîëáöîâ êîîðäèíàò yf = Qyf ′ , xe = Pxe′ ïðè
ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó è ìàòðè÷íîé ôîðìû äëÿ σ èç 2).

Òåïåðü íàøà öåëü � ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêèé âèä äëÿ áèëèíåéíûõ (ïîëóòîðàëèíåéíûõ)
ôóíêöèé σ : V × W → R (C), èñïîëüçóÿ ýêñòðåìóìû ìîäóëÿ òàêèõ ôóíêöèé íà ïðîèç-
âåäåíèè åäèíè÷íûõ ñôåð SV × SW = {(x, y) : x ∈ V, y ∈ W, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}. Ïîñêîëüêó
ïðîèçâåäåíèå ñôåð � êîìïàêò, à ìîäóëü áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè íåïðå-
ðûâåí, òî ïî òåîðåìå Áîëüöîíî-Âåéåðøøòðàññà â íåêîòîðîé òî÷êå êîìïàêòà îíà äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìóìà.

Ïóñòü
max{|σ(x, y)|(x, y) ∈ SV × SW} = |σ(v, w)| = r > 0.

Òîãäà σ(v, w) = r(cos φ + i sin φ) = reiφ. Çàìåíèì w íà weiφ ïîëó÷èì, ÷òî

σ(v, weiφ) = eiφσ(v, w) = eiφeiφr = r.

Ïîñêîëüêó (v, weiφ) ∈ SV × SW , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ(v, w) = |σ(v, w)| = r = σmax.
Ñïîñîá îòûñêàíèÿ ýòîãî ìàêñèìóìà è òî÷åê, ãäå îí äîñòèãàåòñÿ, âîçíèêàåò èç àëãåáðû

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Îòñþäà, åñòåñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-
íèå ìàòðèö. Ìû íà÷íåì ñ âàæíîé ëåììû, êîòîðàÿ ïîçâîëèò äàëåå âåñòè èíäóêöèþ ïî
ðàçìåðíîñòè.
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Ëåììà 1. Ïóñòü â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàêñèìóì |σ(x, y)| íà ïðîèçâåäåíèè
ñôåð SV ×SW äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (v, w) ∈ SV ×SW . Òîãäà, åñëè x ∈ V òàêîé, ÷òî x ⊥ v
(ò.å. (x, v) = 0), òî σ(x, w) = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè y ∈ W , y ⊥ w, òî σ(y, v) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî |σ(x, w)| > 0. Óêàæåì òîãäà âåêòîð z ∈ SV òàêîé, ÷òî
|σ(z, w)| > σ(v, w) = σmax, ÷òî ïðèâåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì (v, w) ∈ SV × SW .

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî σ(x, w) ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, óìíîæàÿ x íà ïîäõîäÿùåå
÷èñëî λ = eiϕ. Òîãäà 0 < σ(x, w) 6 σ(v, w) = σmax.

Åñëè σ(x, w) = σ(v, w), òî ïóñòü z = (x+v)√
2
. Òîãäà ‖z‖ = 1 è

σ (z, w) =
σ(x, w) + σ(v, w)√

2
=
√

2σmax > σmax

ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè 0 < σ(x, w) < σ(v, w), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

σ(x, w) = λσmax, 0 < λ < 1.

Ïóñòü òåïåðü z = λx +
√

1− λ2v. Òîãäà ‖z‖ = 1 è

σ (z, w) = λσ(x, w) +
√

1− λ2σ(v, w) = λ(λσmax) +
√

1− λ2σmax > σmax,

òàê êàê λ2 +
√

1− λ2 > 1. Äåéñòâèòåëüíî,
√

1− λ2 > 1− λ2 ïðè 0 < λ < 1. Ñíîâà ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî, åñëè çàìåíèòü ñïàðèâàíèå σ íà ñîïðÿæåííîå
σ(x, y) = σ(x, y). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôîðìû σ, çàäàííîé íà ïðîèç-
âåäåíèè åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ) ïðîñòðàíñòâ V è W , ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå
áàçèñû v1, . . . , vn è w1, . . . , ws ïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî ìàòðèöà
ôîðìû â ýòèõ áàçèñàõ äèàãîíàëüíà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ýëåìåíòàìè äèàãîíàëè

σ (vj, wi) = 0 ïðè i 6= j, σ (v1, w1) > σ (v2, w2) > . . . > σ (vm, wm), m = min{n, s}.

Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ â ýòèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ áèëèíåéíàÿ ôîðìà
èìååò åäèíñòâåííûé êàíîíè÷åñêèé âèä

σ (x, y) =
m∑

j=1

σjxjyj, σ1 = σ (v1, w1), σ2 = σ (v2, w2), . . . , σm = σ (vm, wm).

Áîëåå òîãî, ÷èñëà σ2
1, ..., σ

2
m, 0, ..., 0 (÷èñëî íóëåé ðàâíî n−m) ñîîòâåòñòâåííî σ2

1, ..., σ
2
m,

0, ..., 0 (÷èñëî íóëåé ðàâíî s−m) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
A∗A ñîîòâåòñòâåííî AA∗, âçÿòûå ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà èç àíàëèçà ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ìàêñè-
ìóìû:

max {| σ(x, y)| : x ∈ SV , y ∈ SW} = σ(v1, w1) = σ1,

max {|σ(x, y)| : x ∈ {v1}⊥ ∩ SV , y ∈ {w1}⊥ ∩ SW} = σ(v2, w2) = σ2,

max {| σ(x, y)| : x ∈ {v1}⊥ ∩ {v2}⊥ ∩ SV , y ∈ {w1}⊥ ∩ {w2}⊥ ∩ SW} = σ(v3, w3) = σ3,

è òàê äàëåå. Ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ íà øàãå m = min{n, s}. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû
ìîæåì äîïîëíèòü îäíó èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì v1, . . . , vm èëè w1, . . . , wm äî îðòî-
íîðìèðîâàííîãî áàçèñà V èëè W .
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Ñâîéñòâî σ (vj, wi) = 0 ïðè i 6= j ñëåäóåò èç ëåììû 1. Íåðàâåíñòâà

σ1 > σ2 > . . . > σm > 0

ñëåäóþò èç ñóæåíèÿ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè.
Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü äèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïî òåîðåìå 1 ôîðìà

σ îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V 7→ W , òàêîå, ÷òî σ (x, y) = (y, Ax) =
(A∗y, x) ïðè âñåõ x ∈ V , y ∈ W . Òîãäà

(wi, Avj) = (A∗wi, vj) = σ (vj, wi) =

{
0 ïðè i 6= j
σj ïðè i = j.

×èñëà (wi, Avj) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Avj â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
w1, . . . , wm, . . . ws, ìîæíî ðàçëîæèòü âåêòîð ïî áàçèñó:

Avj =

{
σjwj ïðè j 6 m
0 ïðè j > m,

A∗wj =

{
σjvj ïðè j 6 m
0 ïðè j > m,

Ýòè ðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû ïðåäûäóùèì. Îòñþäà

A∗Avj =

{
σ2

j vj ïðè j 6 m
0 ïðè j > m,

AA∗wj =

{
σ2

j wj ïðè j 6 m
0 ïðè j > m.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî v1, . . . , vn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ îïåðàòîðà A∗A ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè σ2

1, . . . , σ
2
m, 0, . . . , 0 (÷èñëî íóëåé ðàâíî

n−m). Àíàëîãè÷íî äëÿ w1, . . . , ws, W è AA∗. Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ïîëó÷èì ðà-
âåíñòâà σ2

j = λj ïðè j 6 m, ãäå λ1 > λ2 > . . . > λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A∗A ïðîñòðàíñòâà V ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé. Àíàëîãè÷íî äëÿ AA∗ è W . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷èñëà σj çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèåì è ôîðìîé îäíîçíà÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Ñèíãóëÿðíîå, ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 3.2 ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 1 (î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè).
1) Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V 7→ W åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ) ïðî-

ñòðàíñòâ ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû v1, . . . , vn è w1, . . . , ws ïðîñòðàíñòâ
V è W ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà

σ1 > σ2 > . . . > σm, m = min{n, s},

òàêèå, ÷òî Avj = σjwj ïðè âñåõ j 6 m, Avj = 0 ïðè âñåõ j > m. Ýòè ÷èñëà (è áàçèñû)
íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè îòíîñèòåëüíî A. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà çàäàþòñÿ îòîáðàæå-
íèåì A îäíîçíà÷íî. Áîëåå òî÷íî, σj =

√
λj, ãäå λ1 > λ2 > . . . > λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗A ïðîñòðàíñòâà V .
2) Âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ (êîìïëåêñíàÿ) ìàòðèöà A ïîðÿäêà s× n èìååò ñèíãóëÿðíîå

ðàçëîæåíèå A = QΣP−1 , ãäå P è Q � îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû ïîðÿäêîâ
n è s ñîîòâåòñòâåííî, à Σ = Diag(σ1, . . . , σm) � âåùåñòâåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà s × n, σ1 > . . . > σm > 0, m = min{n, s}. ×èñëà σ1, . . . , σm çàäàþòñÿ ìàòðèöåé
A îäíîçíà÷íî è íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Óòâåðæäåíèå
2) � ìàòðè÷íûé âàðèàíò 1), ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê
äðóãîìó â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ çàäà¼òñÿ óìíîæåíèåì íà îðòîãîíàëüíóþ (óíèòàðíóþ)
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ìàòðèöó. Íî ìû ïîñòóïèì èíà÷å, ôàêòè÷åñêè óêàçûâàÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿð-
íûõ áàçèñîâ â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ïóñòü V = Rn(Cn), W = Rs(Cs) � êîîðäèíàòíûå
åâêëèäîâû (ýðìèòîâû) ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ, è ïóñòü A : x 7→ Ax � óìíîæåíèå ñòîëáöîâ
íà ìàòðèöó A, çàäàþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V â W . Òîãäà ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå
A∗ : y 7→ A

>
y � óìíîæåíèå ñòîëáöîâ íà ñîïðÿæåííî òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Ìàò-

ðèöà A
>
A ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗A : V 7→ V ñèììåòðè÷íà (ýðìèòîâà). Ïîýòîìó

V èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ v1, . . . , vn, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ
A
>
A ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1 > . . . > λn ≥ 0. Ïîëîæèì P = (v1 . . . vn) � ìàòðèöà,

ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ñòîëáöû v1 . . . vn. Òîãäà P � îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà),
ïîñêîëüêó å¼ ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ïîëîæèì σj =

√
λj ïðè j 6 m

è ïóñòü Σ = Diag(σ1, . . . , σm) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà s×n. Ïîëîæèì wj =
Avj

||Avj ||
ïðè j 6 r = rk A. Òàê êàê

||Avj|| =
√

(Avj,Avj) =
√

(vj,A∗Avj) =
√

(vj, λjvj) =
√

λj = σj,

òî wj =
Avj

σj
. Êðîìå òîãî,

(wi, wj) = (
Avi

σi

,
Avj

σj

) =
(vi,A∗(Avj))

σiσj

=
(vi, λjvj)

σiσj

=
λj

σiσj

(vi, vj) = 0.

Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà w1, . . . , wr, wr+1, . . . , ws ïðîñòðàí-
ñòâà W è ïîëîæèì Q = (w1 . . . ws). Òîãäà ìàòðèöà Q îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà). Êðîìå
òîãî, ïî ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö

AP = (Av1 . . . Avn) = (σ1w1, . . . , σrwr, 0, . . . , 0) = QΣ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A = QΣP−1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî A = QΣP−1 èëè ðàâíîñèëüíîå ðàâåíñòâî Σ = Q−1AP îçíà÷à-

åò, ÷òî ëþáóþ âåùåñòâåííóþ (êîìïëåêñíóþ) ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó, äîìíîæàÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ïîäõîäÿùèå îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû. Íà
ïðàêòèêå äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò àíàëîãè ìàòðèö ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ìàòðèöû
ïëîñêèõ âðàùåíèé èëè îòðàæåíèé. Çäåñü äàæå íå íóæíà îñîáàÿ òåîðèÿ.

Ñëåäñòâèå (î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè). Âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð A åâêëèäîâà (ýð-
ìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà V èìååò ëåâîå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = RS, ãäå R � îðòîãî-
íàëüíûé (óíèòàðíûé), à S � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà V ñ íåîòðèöà-
òåëüíûì ñïåêòðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå ïîëó÷èòü äëÿ ìàòðèö. Ïóñòü A = QΣP−1 � ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Òîãäà A = (QP−1)(PΣP−1). Îñòàëîñü ïîëîæèòü R = QP−1 =
QP ∗, S = PΣP−1 = PΣP ∗. Ìàòðèöà R îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà) êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãî-
íàëüíûõ (óíèòàðíûõ) îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà. Ìàòðèöà S ñàìîñîïðÿæåíà êàê îðòîãîíàëüíî
(óíèòàðíî) ïîäîáíàÿ âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé. Å¼ ñïåêòð ñîñòîèò èç ñèíãóëÿðíûõ ÷è-
ñåë äëÿ A, ïîýòîìó íåîòðèöàòåëåí.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn è w1, . . . , wn � ñèíãóëÿðíûå áàçèñû ïðîñòðàí-
ñòâà V îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A : V 7→ V , σ1 > . . . > σn � åãî ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà. Ïóñòü
ëèíåéíûé îïåðàòîð S òàêîâ, ÷òî Svj = σjvj äëÿ âñåõ j. Òîãäà S ñàìîñîïðÿæåí è èìååò
íåîòðèöàòåëüíûé ñïåêòð. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð R òàêîâ, ÷òî Rvj = wj äëÿ âñåõ j.
Òîãäà R ñîõðàíÿåò äëèíó âåêòîðà, îòïðàâëÿÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòîíîðìèðî-
âàííûé, è ïîòîìó îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí). Êðîìå òîãî, Avj = σjwj = R(Svj) äëÿ âñåõ j.
Ïîñêîëüêó v1, . . . , vn � áàçèñ V , òî A = RS. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ïðèìåð. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : R2 7→ R3 êîîðäèíàòíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
òàêîâî, ÷òî

A : (1, 1) 7→ (2, 1,−3);A : (1, 2) 7→ (4, 1,−4).

Íàéäåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A îòîáðàæåíèÿ A â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Ìàòðèöà A =




0 2
1 0

−2 −1


. Òîãäà A>A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A∗A.

Óìíîæàÿ ìàòðèöû ïîëó÷àåì

A>A =

(
0 1 −2
2 0 −1

) 


0 2
1 0

−2 −1


 =

(
5 2
2 5

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A>A ðàâíû 7 è 3, ò.å. λ1 = 7, λ2 = 3. Òîãäà σ1 =
√

7, σ2 =√
3 � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îòîáðàæåíèÿ A. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà u1, u2 ìàòðèöû

A>A. Äëÿ λ1 = 7 u1 =

(
1
1

)
, äëÿ λ2 = 3 u2 =

( −1
1

)
, Íîðìèðóåì ýòè âåêòîðà, ïîëó÷àåì

ïåðâûé ñèíãóëÿðíûé áàçèñ v1 =
√

2
2

u1, v2 =
√

2
2

u2. Ïîëîæèì w1 = Av1/||Av1|| è w2 =
Av2/||Av2||. Òîãäà

w1 =
1√
14




2
1

−3


 , w2 =

1√
6




2
−1

1


 .

Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà w1, w2, w3 ïðîñòðàíñòâà R3. Ïîëó-

÷àåì w3 = 1√
21




1
4
2


 . Âåêòîðû w1, w2, w2 � âòîðîé ñèíãóëÿðíûé áàçèñ. Òîãäà

P =

√
2

2

(
1 −1
1 1

)
, Σ =



√

7 0

0
√

3
0 0


 , Q =




2√
14

2√
6

1√
21

1√
14

− 1√
6

4√
21

− 3√
14

1√
6

2√
21




è A = QΣP−1.

4.3 Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òî÷íûõ îöåíîê âåëè÷èíû èñêàæåíèÿ

äëèíû âåêòîðà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè.
Ïóñòü A : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ) ïðîñòðàíñòâ.

×èñëî
‖A‖ = sup {‖Ax‖

‖x‖ |x ∈ V, x 6= 0}

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A, ñîãëàñîâàííîé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì âåêòîðå è
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ìàêñèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì èñêàæåíèÿ äëèíû âåêòîðà.

Òåîðåìà 1. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ
1) ‖Ax‖ 6 ‖A‖ ‖x‖, ‖Ax−Ay‖ 6 ‖A‖ ‖x− y‖.
2) ‖A‖ > 0, ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0.
3) ‖A‖ = sup{‖Ax‖ | x ∈ V, ‖x‖ = 1} < ∞.
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4) ‖A+ B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖.
5) ‖AB‖ 6 ‖A‖ ‖B‖.
6) ‖λA‖ = |λ| ‖A‖.
7) Av = λv, v 6= 0 =⇒ |λ| 6 ‖A‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðè x = 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïðè x 6= 0 ïîëó÷àåì ïî îïðåäå-

ëåíèþ ‖Ax‖
‖x‖ 6 sup{‖Ax‖

‖x‖ |x ∈ V, x 6= 0} = ‖A‖.

Îòñþäà ñëåäóþò îáà íóæíûõ íåðàâåíñòâà.
2) Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ.
3) Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

‖Ax‖
‖x‖ = ‖A(

x

‖x‖)‖.

Ïîñêîëüêó ñôåðà ‖x‖ = 1 êîìïàêòíà, òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x 7→ ‖Ax‖ íà íåé îãðàíè-
÷åíà è â íåêîòîðîé òî÷êå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

4) Ïðè ‖x‖ = 1 ïîëó÷àåì ïî ñâîéñòâàì âåðõíåé ãðàíè

‖A+ B‖ = sup ‖(Ax +Ax)‖ 6 sup(‖Ax‖+ ‖Ax‖) 6 sup ‖Ax‖+ sup ‖Ax‖ = ‖A‖+ ‖A‖.

5) Ïðè ‖x‖ = 1 ïîëó÷àåì ââèäó 1)

‖AB‖ = sup ‖A(Bx)‖ 6 sup(‖A‖‖Bx‖) 6 ‖A‖ sup ‖Bx‖ 6 ‖A‖ ‖B‖.

6) Î÷åâèäíî.
7) |λ| 6 ‖Av‖

‖v‖ 6 sup
‖Ax‖
‖x‖ = ‖A‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : V 7→ W åâêëèäîâûõ (ýðìèòîâûõ)

ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ åãî ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëîì σ1. Òî÷íåå,

‖Ax‖ 6 σ1‖x‖

äëÿ âñåõ x èç V . Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0 èëè êîãäà x �
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A∗A ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1 = σ2

1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ (x, y) = (y, Ax) � àññîöèèðîâàííàÿ áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëè-

íåéíàÿ) ôîðìà. Ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî |σ (x, y)| = |(y, Ax)| 6 ‖y‖Ax‖.
Ðàâåíñòâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäàAx = λy ïðè y 6= 0 Åñëè ‖y‖ = 1, òî ‖Ax‖ = |λ|.
Îòñþäà ïî îñíîâíîé òåîðåìå

σ1 = max {| σ(x, y)| : x ∈ SV , y ∈ SW} = max {‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} = ‖A‖.

Ñëåäñòâèå. ‖A∗‖ = ‖A‖.
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4.4 Çàäà÷è
1. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ è îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ, îïèøèòå âîçìîæíûé îáðàç åäèíè÷íîé ñôåðû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

2. Ïóñòü A = RS � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå. Î÷åâèäíî, A∗A = S∗R∗RS = S2, S =
√

A∗A.
Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð S çàäà¼òñÿ îïåðàòîðîì A îäíîçíà÷íî.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð A èìååò òàêæå àíàëîãè÷íîå ïðàâîå ïîëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå A = S ′R′.

4. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 1 ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =

∫ 1

0
fgdx. Íàéòè ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è íîðìó ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ
D : f(x) 7→ 2f(x)− 1

2
f ′(x).

5. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 1 ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =

∫ 1

0
fgdx. Íàéòè ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è íîðìó ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ
D : f(x) 7→ xf ′(x).

6. Íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è íîðìó ìàòðèöû A = (1, 1, 1).
7. Íàéòè ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, ñèíãóëÿðíûå áàçû è íîðìó äëÿ ïðîåêòîðà â R2 íà ïðÿìóþ

x2 = 0 ïàðàëëåëüíî x1 = 2x2.
8. Ïóñòü Eij � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, îòëè÷àþùàÿñÿ îò íóëåâîé ìàòðèöû òîëüêî åäèíèöåé

íà ìåñòå (i, j). Ìàòðèöó Aε = E12 + E23 + . . . + En−1,n + εEn1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âîçìóùåíèå ìàòðèöû A0 íà îäíîì ìåñòå (n, 1), ïðè êîòîðîì 0 çàìåíÿåòñÿ íà ε. Âû÷èñëèòü
ñîáñòâåííûå è ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèö A0 è Aε. Îöåíèòü ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ òåõ è
äðóãèõ ïðè ïåðåõîäå îò 0 ê ε, åñëè n = 10, ε = 10−10.

9. Äîêàçàòü, ÷òî íîðìà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ åãî ñïåêòðàëüíûì ðàäèó-
ñîì, ò. å. ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì äëÿ òî÷åê åãî ñïåêòðà. Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
îïåðàòîðîâ?

10. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè dim V 6 dim W , òî â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ

‖Ax‖ > σm‖x‖

äëÿ âñåõ x èç V . Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà x = 0 èëè êîãäà x �
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A∗A ñ ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λm = σ2

m. Â
÷àñòíîñòè,

‖Ax−Ay‖ > σm ‖x− y‖
äëÿ âñåõ x, y èç V , è ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ êîãäà x = 0 èëè êîãäà x � ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð îïåðàòîðà A∗A ñ ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λm. Ýòî äàåò òî÷íóþ
îöåíêó ñíèçó äëÿ êîýôôèöèåíòà èñêàæåíèÿ äëèíû âåêòîðà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè.

11. Íà ïðàêòèêå íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ ïåðåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû s âåùåñòâåííûõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b îò n íåèçâåñòíûõ, s > n, íå èìåþùèå òî÷íûõ ðåøåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå èíòåðåñíû ïñåâäîðåøåíèÿ, ò. å. òàêèå âåêòîðû x0 èç Rn, ÷òî åâêëèäîâû íîðìû
||Ax0 − b|| è ||x0||| ìèíèìàëüíû. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö P è Q â ñèí-
ãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè A = QΣP−1, äîêàçàòü, ÷òî x0 = PΣ+Q−1b, ãäå Σ+ ïîëó÷àåòñÿ èç Σ
òðàíñïîíèðîâàíèåì è çàìåíîé íåíóëåâûõ σj íà σ−1

j . Ìàòðèöà A+ = PΣ+Q−1 íàçûâàåòñÿ
ïñåâäîîáðàòíîé äëÿ A.
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12. Äîêàæèòå ìèíèìàêñ- è ìàêñèìèí-ôîðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå âñå ñèíãóëÿðíûå
÷èñëà:

σj = min
U6V,

dim U=n+1−j

max
x∈U,
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ = max

U6V,
dim U=j

min
x∈U,
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

13. Âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàí-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà V çàäàíî îòîáðàæåíèå (íîðìà) ||·|| : V 7→ R, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

1) ||x|| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0,
2) ||x + y|| 6 ‖x‖+ ‖y‖,
3) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå || · || : V 7→ R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
14. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V � êîíå÷íîìåðíî. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå íîðìû || · ||1, || · ||2

â V ýêâèâàëåíòû, à èìåííî, ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà C1

è C2, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V
C2||x||2 ≤ ||x||1 ≤ C2||x||2.
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5 Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è ñåðèÿ óãëîâ ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Íàïîìíèì, ÷òî óãîë ϕ(x, y) ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x è y åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

cos ϕ(x, y) =
(x, y)

||x|| ||y|| , 0 6 ϕ(x, y) 6 π.

Î÷åâèäíî, âåêòîðû ìîæíî íîðìèðîâàòü áåç èçìåíåíèÿ óãëà. Ïîýòîìó ϕ(x, y) = ϕ( x
||x||

y
||y||).

Áóäåì ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ϕ(x, 0) = π/2.
Ïóñòü V è W � äâà íåíóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâà èç U . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim V = n,

dim W = s è m = min{n, s}. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå V è W çàäàåò ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ óãëîâ

ϕ1 6 ϕ2 6 . . . 6 ϕm

ìåæäó íèìè.
Ïîëîæèì

ϕ1 = min{ϕ(x, y) | x ∈ V, y ∈ W, ||x|| = ||y|| = 1}.
Ââèäó êîìïàêòíîñòè ñôåð è íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòîò ìèíèìóì äî-
ñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðûõ âåêòîðàõ v1 ∈ V, w1 ∈ W, ||v1|| = ||w1|| = 1. Êðîìå òîãî,
0 6 ϕ1 6 π. Äàëåå, ïóñòü

ϕ2 = min{ϕ(x, y) |x ∈ V, y ∈ W, |x| = |y| = 1, x⊥v1, y⊥w1}.
Ìèíèìóì ñíîâà äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðàõ v2 ∈ V, w2 ∈ W, |v2| = |w2| = 1, v2⊥v1, w2⊥w1.
Äàëåå, ñðåäè âåêòîðîâ x ∈ V è y ∈ W , äëèíû 1 è îðòîãîíàëüíûõ ñîîòâåòñòâåííî v2, v1

è w2, w1, âûáèðàþòñÿ âåêòîðû v3 è w3 ïîä ìèíèìàëüíûì óãëîì ϕ3 = ϕ(v3, w3). Òàêîé
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ óãëîâ è âåêòîðîâ ìîæíî ïðîäîëæàòü, ïîêà â îäíîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ
íå ïîëó÷èòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ v1, . . . , vm èëè w1, . . . , wm.

Åñëè ϕj = 0, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî ïîñëå òåîðåìû 1.1.1, ïîëó÷àåì vj = wj è
âñå òàêèå âåêòîðû ïðè j = 1, 2, ..., k äàþò áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ V è W. Äàëåå,
ϕk+1 > 0 íàçûâàåòñÿ óãëîì ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ϕm � ðàñòâîðîì ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì óãëà ìåæäó V è W êàê íàèìåíüøåãî óãëà ìåæäó
íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x èç V ∩ (V ∩W )⊥ è y èç W ∩ (V ∩W )⊥.

Îïðåäåëåíèå ñåðèè óãëîâ ãåîìåòðè÷åñêè ÿñíî, è ñåðèÿ óãëîâ âñåãäà ñóùåñòâóåò, íî íàø
ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð óãëîâ è âåêòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò íå òîëüêî îò ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, íî è îò âûáîðà ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî

1) äîêàçàòü êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñåðèè óãëîâ,
2) íàéòè ñïîñîá áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñåðèè óãëîâ,
3) äîêàçàòü, ÷òî ñåðèÿ óãëîâ ïîëíîñòüþ çàäàåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ äàííûõ ðàçìåðíîñòåé.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü V è W � íåíóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

U , dim V = n, dim W = s, m = min{n, s}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåðèÿ óãëîâ

ϕ1 6 ϕ2 6 . . . 6 ϕm

ìåæäó V è W äîñòèãàåòñÿ íà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåìàõ âåêòîðîâ v1, . . . , vm èç V
è w1, . . . , wm èç W . Òîãäà

cos ϕ1 > cos ϕ2 > . . . > cos ϕm
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åñòü ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ P : V → W , à ñèñòåìû
v1, . . . , vm è w1, . . . , wm ìîæíî äîïîëíèòü äî ñèíãóëÿðíûõ áàçèñîâ V è W îòíîñèòåëüíî
P . Âåðíî è îáðàòíîå, íà ëþáîé ïàðå ñèíãóëÿðíûõ áàçèñîâ V è W îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ P : V → W äîñòèãàåòñÿ ñåðèÿ óãëîâ ìåæäó V è W , à
àðêêîñèíóñû ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë äàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåðèþ óãëîâ.

Óòî÷íèì: îðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèe U â W (ïàðàëëåëüíî W⊥) ýòî îòîáðàæåíèå
prW : U 7→ W, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðó x ∈ U åãî îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ
èç W , ò.å. äëÿ x = x′+x′′, ãäå x′ ∈ W , x′′ ∈ W⊥, prW (x) = x′. Oðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèå
P : V → W ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì prW íà V è P çàäàåòñÿ òîëüêî âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì
V è W â U . Îòîáðàæåíèå P îäíîçíà÷íî çàäà¼ò ñâîè ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è èõ àðêêîñèíóñû,
ò. å. ñåðèþ óãëîâ ìåæäó V è W . Îðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèå P ′ : W → V èìååò òå æå
ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â U çàäà¼ò áèëèíåéíóþ ôîðìó σ (x, y) =
(y, x) íà V ×W . Íàéä¼ì àññîöèèðîâàííîå ñ áèëèíåéíîé ôîðìîé σ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
V â W .

Ðàçëîæèì âåêòîð x ∈ V ⊆ U â ñóììó îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà W è îðòîãîíàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé, ò.å. x = x′ + x′′, ãäå x′ ∈ W, x′′ ∈ W⊥. Òîãäà äëÿ y ∈ W èìååì

σ(x , y) = (y, x) = (y, x′ + x′′) = (y, x′) = (y, Px),

ãäå P : x 7→ x′ � îðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèå.
ßñíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû ìàêñèìàëüíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ìèíèìàëåí. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ñåðèè óãëîâ
ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ ñåðèè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë äëÿ áèëè-
íåéíîé ôîðìû σ(x, y) èëè àññîöèèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ P . Îñíîâíàÿ òåîðåìà (òåîðåìà
3.1.2) ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñåðèè óãëîâ, à ïîèñê ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë è
ñèíãóëÿðíûõ áàçèñîâ îòíîñèòåëüíî ïðîåöèðîâàíèÿ P äà¼ò ñïîñîá èõ âû÷èñëåíèÿ. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü A : V → W � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åâêëèäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ è ||A|| � åãî íîðìà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ V è W â êà-
÷åñòâå òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîäõîäÿùåãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà U , ÷òî A = ||A||P ,
ãäå P : V → W � îðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèå â U .

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü ñåðèè óãëîâ ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè V , W è V ′, W ′ åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà U ñîâïàäàþò, è ïóñòü dim V = dim V ′, dim W = dim W ′. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð Q ïðîñòðàíñòâà U , ÷òî QV = V ′, QW = W ′.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü V è W � ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà U . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî e1, . . . , en è f1, . . . , fs � ïðîèçâîëüíûå îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû V è W
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü σij = (fi, ej) è Σ = (σij) � ìàòðèöà ïîðÿäêà s × n (ñìåøàííàÿ
ìàòðèöà Ãðàìà). Åñëè m = min{n, s} è σ1 > . . . > σm � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû Σ,
òî

arccos σ1 6 . . . 6 arccos σm � ñåðèÿ óãëîâ ìåæäó V è W.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî W âû÷èñëÿ-
åòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîãî âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïî ôîðìóëå prW x =

∑
i(fi, x)fi. Ïîýòîìó

Pej = prW ej =
∑

i

(fi, ej)fi.
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Ïî òåîðåìå 3.1.1 ìàòðèöà ïðîåöèðîâàíèÿ P : V → W â ïàðå îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ
e1, . . . , en è f1, . . . , fs ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Σ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà äëÿ P
è Σ ñîâïàäàþò. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.

Ïðèìåð 1. Íàéä¼ì ïîäïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
LA : X 7→ AX â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö M2(R), à òàêæå ñåðèþ óãëîâ ìåæäó
íèìè, åñëè

A =

(
1 1

−2 −2

)
.

Êàæäóþ ìàòðèöó X ∈ M2(R) îòîæäåñòâèì ñ ïàðîé (u v), ãäå u, v ∈ R2 è u � ïåðâûé,
v � âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû U . Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû

AX = λX, (Au Av) = (λu λv),

{
Au = λu,
Av = λv.

Ëåãêî íàéòè ñïåêòðû Sp(A) = {0, −1} è Sp(LA) = {0, 0, −1, −1}.
Åñëè λ = 0, òî u = α

(
1
−1

)
, v = β

(
1
−1

)
. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî V ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ äëÿ LA, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ íóëü, ñîñòîèò èç ìàòðèö

X =

(
α β

−α −β

)
.

Åñëè λ = −1, òî u = γ

(
1
−2

)
, v = δ

(
1
−2

)
. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî W ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ äëÿ LA, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −1, ñîñòîèò èç ìàòðèö

Y =

(
γ δ

−2γ −2δ

)
.

Íàéä¼ì íàèìåíüøèé óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ.
Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, âû÷èñëèì óãîë ϕ ìåæäó X è Y :

cos ϕ =
(X, Y )

||X||||Y || =
3αγ + 3βδ√

2(α2 + β2)
√

5(γ2 + δ2)
=

3√
10

αγ + βδ√
α2 + β2

√
γ2 + δ2

.

Ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî max cos ϕ = 3/
√

10, ϕ1 = arccos (3/
√

10) � íàè-
ìåíüøèé óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ-ìàòðèö.

Ïðèìåíèì òåïåðü ñëåäñòâèå 1. Î÷åâèäíî, ìàòðèöû

E1 =
1√
2

(
1 0

−1 0

)
, E2 =

1√
2

(
0 1
0 −1

)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V .
Àíàëîãè÷íî, ìàòðèöû

F1 =
1√
5

(
1 0

−2 0

)
, F2 =

1√
5

(
0 1
0 −2

)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ W .
Òîãäà ñìåøàííàÿ ìàòðèöà Ãðàìà èìååò âèä

((Fi, Ej)) =
1√
10

(
3 0
0 3

)
.
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Å¼ ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà σ1 = σ2 = 3/
√

10, ñåðèÿ óãëîâ ϕ1 = ϕ2 = arccos (3/
√

10), óãîë ìåæäó
ïîäïðîñòðàíñòâàìè V , W è ðàñòâîð ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì óãîë ϕ1 ìåæäó äâóìåðíîé A0A1A2 è èìåþùåé ñ íåé åäèíñòâåííóþ
îáùóþ âåðøèíó (n − 2)−ìåðíîé ãðàíüþ A0A3A4...An ïðàâèëüíîãî n−ìåðíîãî ñèìïëåêñà
A0A1A2...An. Íàéäåì òàêæå ïðåäåë óãëà ϕ1 ïðè n →∞.

Ðåàëèçóåì A0A1...An â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê

A0 = (1, 0, 0, . . . , 0)>,

A1 = (0, 1, 0, . . . , 0)>,

A2 = (0, 0, 1, . . . , 0)>,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

An = (0, 0, 0, . . . , 1)>.

Íàïîìíèì, ÷òî (x1, . . . , xn)> � ñòîëáåö ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ x1, . . . , xn. Ãðàíü
A0A1A2 ïàðàëëåëüíà ëèíåéíîé îáîëî÷êå V âåêòîðîâ −−−→A0A1,

−−−→
A0A2. Àíàëîãè÷íî, ãðàíü

A0A3A4...An ïàðàëëåëüíà ëèíåéíîé îáîëî÷êå W âåêòîðîâ −−−→A0A3, . . . ,
−−−→
A0An. Îðòîíîðìè-

ðîâàííûå áàçèñû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, êîíå÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññîì îðòîãîíà-
ëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, íî â äàííîì ñëó÷àå èõ íåòðóäíî óêàçàòü ñðàçó. Äåéñòâèòåëüíî,
â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, ñóììà êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíà íóëþ,
èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

(1,−1, 0, 0, 0, . . . , 0)>,

(1, 1,−2, 0, 0, . . . , 0)>,

(1, 1, 1,−3, 0, . . . , 0)>,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(1, 1, 1, 1, 1, . . . ,−n)>.

Äëèíà âåêòîðà (1, 1, ..., 1,−k, 0, ..., 0)> ðàâíà
√

k2 + k =
√

k(k + 1). Îòñþäà, ïîäïðîñòðàí-
ñòâî V èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

e1 =
1√
2
(1,−1, 0, 0, 0, . . . , 0)>,

e2 =
1√
6
(1, 1,−2, 0.0, . . . , 0)>,

à ïîäïðîñòðàíñòâî W � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

f1 =
1√
2
(1, 0, 0,−1, 0, 0, . . . , 0)>,

f2 =
1√
6
(1, 0, 0, 1,−2, 0, . . . , 0)>,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

fn−2 =
1√

(n− 2)(n− 1)
(1, 0, 0, 1, 1, . . . , 1, 2− n)>.
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Òàê êàê (fi, ej) = 1√
i(i+1)

1√
j(j+1)

ïðè 1 6 i 6 n−2, 1 6 j 6 2, òî ñìåøàííàÿ ìàòðèöà Ãðàìà

A = ((fi, ej)) =




1√
2

1√
2

1√
2

1√
6

1√
6

1√
2

1√
6

1√
6... ...

1√
n2−3n+2

1√
2

1√
n2−3n+2

1√
6


 .

Åå ñòîëáöû ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîýòîìó ðàíã ðàâåí åäèíèöå. Íàéäåì ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
äëÿ A êàê êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû

A∗A =

(
1√
2

1√
2

1√
6

1√
2

... 1√
n2−3n+2

1√
2

1√
2

1√
6

1√
6

1√
6

... 1√
n2−3n+2

1√
6

)



1√
2

1√
2

1√
2

1√
6

1√
6

1√
2

1√
6

1√
6... ...

1√
n2−3n+2

1√
2

1√
n2−3n+2

1√
6


 =

1

2

n−2∑

k=1

1

k(k + 1)

(
1 1√

3
1√
3

1
3

)
.

ßñíî, ÷òî
1

2

n−2∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

2

n−2∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1
) =

1

2
(1− 1

n− 1
)

è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (
1 1√

3
1√
3

1
3

)

ðàâíû 4

3
, 0. Îòñþäà ñïåêòð äëÿ A∗A � ýòî

λ1 =
1

2
(1− 1

n− 1
)
4

3
, λ2 = 0

è, ñîîòâåòñòâåííî, ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A � ýòî

σ1 =

√
1

2
(1− 1

n− 1
)
4

3
, σ2 = 0.

Îêîí÷àòåëüíî,

ϕ1 = arccos

√
1

2
(1− 1

n− 1
)
4

3

è ϕ1 → arccos
√

2/3 ïðè n →∞. Ðàñòâîð ìåæäó ãðàíÿìè ðàâåí arccos 0 = π/2.

Â ãåîìåòðèè âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ äâóãðàííîãî óãëà ìåæäó äâóìÿ ñìåæíû-
ìè ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà. Èõ ïåðåñå÷åíèå èìååò ðàçìåðíîñòü íà åäèíèöó ìåíüøå ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ ãðàíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìîãàåò

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè dim V = dim W = 1 + dim(V ∩ W ), òî äëÿ ëþáûõ äâóõ áàçèñîâ
e′1, ..., e

′
n è f ′1, ..., f

′
n ïîäïðîñòðàíñòâ V è W óãîë ϕ ìåæäó V è W ìîæíî íàéòè ïî ôîð-

ìóëå
cos ϕ =

| det((f ′i , e
′
j))|√

det((f ′i , f
′
j))

√
det((e′i, e

′
j))

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü e1, ..., en è f1, ..., fn � îðòîíîðìèðîâàí-
íûå áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü A = ((fi, ej))16i,j6n � ñìåøàííàÿ
ìàòðèöà Ãðàìà. Òîãäà ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A äàþò êîñèíóñû ñåðèè óãëîâ ìåæäó
V è W . Ââèäó óñëîâèÿ íà ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ñåðèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ âêëþ÷àåò
n−1 åäèíèö, ïîýòîìó, ââèäó ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ A = QΣP−1, ãäå Σ � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ïî äèàãîíàëè 1, . . . , 1, | det A|. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàâøèéñÿ êî-
ñèíóñ ðàâåí | det A|.

Ïóñòü S è T � ìàòðèöû ïåðåõîäîâ îò îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ e1, ..., en è f1, ..., fn

ê äàííûì áàçèñàì e′1, ..., e
′
n è f ′1, ..., f

′
n ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (e′1, ..., e

′
n) = (e1, ..., en)S,

(f ′1, ..., f
′
n) = (f1, ..., fn)T è

(f ′i , e
′
j) = (

n∑

k=1

tkifk,

n∑

k=1

skjek) =
n∑

k=1

n∑

l=1

tki(fk, el)slj.

Ïîýòîìó A′ = ((f ′i , e
′
j)) = T ∗((fi, ej))S = T ∗AS, det A′ = det T det A det S. Àíàëîãè÷íî

(e′i, e
′
j) = (

n∑

k=1

skiek,

n∑

k=1

skjek) =
n∑

k=1

skiskj.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî G(e′1, ..., e
′
n) = S∗S. Òîãäà

det G(e′1, ..., e
′
n) = det(S∗S) = det(S)2.

Ïîýòîìó | det S| =
√

det G(e′1, ..., e′n).
Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê

íåêîòîðîé ñèñòåìå âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
ýòèõ âåêòîðàõ, à òîãäà ðàâåí êîðíþ êâàäðàòíîìó èç îïðåäåëèòåëÿ Ãðàìà ýòîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

cos ϕ = | det A| = | det(T )|−1| det(A′)|| det(S)|−1 =
| det(A′)|√

det G(f ′1, ..., f ′n)
√

det G(e′1, ..., e′n)
.

Ïðèìåð 3. Íàéäåì óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ãðàíÿìè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà. Ðåàëèçóåì
âåðøèíû îêòàýäðà â R3 êàê öåíòðû ãðàíåé êóáà |xi| 6 1, i = 1, 2, 3. Äîñòàòî÷íî íàéòè
óãîë ìåæäó ãðàíüþ, ñîäåðæàùåé âåðøèíû (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), è ãðàíüþ, ñîäåðæàùåé
âåðøèíû (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0,−1). Ýòè ãðàíè, ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàëëåëüíû ëèíåéíûì
îáîëî÷êàì V = 〈(1, 0,−1), (0, 1,−1)〉, W = 〈(1, 0, 1), (0, 1, 1)〉. Êàê ëåãêî âèäåòü, dim V =
dim W = 1 + dim(V ∩W ). Òîãäà ïî ôîðìóëå èç ñëåäñòâèÿ 2

cos ϕ =

| det

(
0 −1

−1 0

)
|

√
det

(
2 1
1 2

)√
det

(
2 1
1 2

) =
1

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ðàâåí arccos(1/3), äâóãðàííûé óãîë, ñîäåðæàùèé ñàì îêòà-
ýäð, î÷åâèäíî, òóïîé è ðàâåí arccos(−1/3).

Ïðèìåð 4. Íàéäåì äâóãðàííûé óãîë â ïðàâèëüíîì n-ìåðíîì ñèìïëåêñå A0A1A2 . . . An.
Ðåàëèçóåì åãî êàê â ïðèìåðå 2. Ââèäó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî íàéòè óãîë ìåæäó ñìåæíû-
ìè ãðàíÿìè A0A1A3 . . . An è A0A2A3 . . . An, èìåþùèìè ïåðåñå÷åíèå A0A3A4 . . . An. Ãðàíü
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A0A1A3 . . . An ïàðàëëåëüíà ëèíåéíîé îáîëî÷êå V âåêòîðîâ

e′1 =
−−−→
A0A1 = (−1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0)>,

e′2 =
−−−→
A0A3 = (−1, 0, 0, 1, . . . , 0, 0)>,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e′n−1 =
−−−→
A0An = (−1, 0, 0, 0 . . . , 0, 1)>.

Ãðàíü A0A2A3 . . . An ïàðàëëåëüíà ëèíåéíîé îáîëî÷êå W âåêòîðîâ

f ′1 =
−−−→
A0A2 = (−1, 0, 1, 0, . . . , 0, 0)>,

f ′2 =
−−−→
A0A3 = (−1, 0, 0, 1, . . . , 0, 0)>,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f ′n−1 =
−−−→
A0An = (−1, 0, 0, 0 . . . , 0, 1)>.

Ñìåøàííàÿ ìàòðèöà Ãðàìà èìååò ïîðÿäîê n− 1 è âèä

((f ′i , e
′
j)) =




1 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
. . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2




.

Îíà ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê òðåóãîëüíîìó âèäó, åå îïðåäå-
ëèòåëü ðàâåí 1.

Ìàòðèöû Ãðàìà óêàçàííûõ áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ V è W èìåþò ïîðÿäîê n− 1 è âèä

((e′i, e
′
j)) =




2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
. . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2




.

Îíà ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê òðåóãîëüíîìó âèäó, ïîýòîìó
åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí n.

Ïî ôîðìóëå ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì cos ϕ = 1/n. Ïîýòîìó, èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë
ϕ = arccos(1/n) è ñòðåìèòñÿ ê π/2 ïðè →∞.
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