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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
$1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû àëãåáð Ëè

1.1. Îïðåäåëåíèå àëãåáðû. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A íàä ïîëåì F ñ áèíàðíîé
îïåðàöèåé (óìíîæåíèåì) A × A 7→ A, îáîçíà÷àåìîé (a, b) 7→ ab íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íàä
ïîëåì F , åñëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(Ä) (a + b)c = ab + bc, a(b + c) = ab + bc � (ïðàâàÿ è ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü).
Àëãåáðà A íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

àêñèîìà:
(Àññ) (ab)c = a(bc) � àññîöèàòèâíîñòü.
Ïðèìåðû. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç End(V )

ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
End(V ) � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (φ ◦ ψ)(v) = φ(ψ(v)).

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü dimF V = n è Fn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà ïîðÿäêà
n×n. Çàôèêñèðóåì, íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà êàæäîìó ëèíåéíîìó ïðåîáðà-
çîâàíèþ φ ïðîñòðàíñòâà V ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó [φ] èç Fn, ïðè ýòîì [φ◦ψ] = [φ][ψ],
ãäå [φ][ψ] � îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìàòðèö Fn ÿâëÿåòñÿ
àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
Çàôèêñèðóåì ÷èñëà i, j òàêèå, ÷òî 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà ÷åðåç eij áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìàòðèöó, ó êîòîðîé â ïîçèöèè (i, j) ñòîèò 1, à â îñòàëüíûõ 0. Ìàòðèöû eij íàçûâàþòÿ
ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè.

1.2. Îïðåäåëåíèå àëãåáðû Ëè. Àëãåáðà L íàä F ñ óìíîæåíèåì (a, b) 7→ [a, b] íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðîé Ëè íàä ïîëåì F , åñëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(L1) [x, x] = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L;
(L3) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 äëÿ âñåõ x, y, z ∈ L. Äàííàÿ àêñèîìà íàçûâàåòñÿ

òîæäåñòâîì ßêîáè.
Åñëè â àêñèîìó (L1) ïîäñòàâèòü x + y âìåñòî x, òî èç (Ä) ñëåäóåò àêñèîìà àíòèêîììó-

òàòèâíîñòè:
(L1′) [x, y] = −[y, x] äëÿ âñåõ x, y ∈ L.
Îáðàòíî, èç àêñèîìû (L1′) ïîëó÷àåì, ÷òî 2[x, x] = 0. Ïîýòîìó, åñëè õàðàêòåðèñòèêà

ïîëÿ F îòëè÷íà îò 2 (char F 6= 2), òî èç àêñèîìû (L1′) ñëåäóåò (L1).
Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé, åñëè äëÿ âñåõ

x, y ∈ K èìååò ìåñòî [x, y] ∈ K.
Ïðèìåðû àëãåáð Ëè. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F . Îïðåäåëèì

íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A íîâóþ îïåðàöèþ

[a, b] = ab− ba,

ãäå ab � ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ a, b â àëãåáðå A. Òîãäà ( ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ñ îïåðàöèåé [ , ] ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç A−.

Òàêèì îáðàçîì, gl(V ) = End(V )− � àëãåáðà Ëè. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé
àëãåáðîé Ëè. Åñëè âìåñòî àëãåáðû End(V ) ìû ðàññìîòðèì àëãåáðó ìàòðèö Fn íàä ïîëåì
F , òî àëãåáðó Ëè F−

n îáîçíà÷àþò ÷åðåç gl(n, F ). Ëþáàÿ ïîäàëãåáðà â gl(V ) íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé àëãåáðîé.

Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåðû êëàññè÷åñêèõ ñåðèé An, Bn, Cn, Dn (n ≥ 1) àëãåáð Ëè.
An: Ðàññìîòðèì sl(n + 1, F ) ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö èç Fn+1 ñ íóëåâûì ñëåäîì, ò.å.

sl(n + 1, F ) = {x ∈ Fn+1|Tr(x) = 0}.

3



Ïîñêîëüêó Tr(xy) = Tr(yx), òî sl(n+1, F ) � ïîäàëãåáðà â gl(n+1, F ). Àëãåáðà sl(n+1, F )
íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé àëãåáðîé Ëè.

ßñíî, ÷òî eij ∈ sl(n + 1, F ) äëÿ i 6= j è hi = eii − ei+1,i+1 ∈ sl(n + 1, F ) (1 ≤ i ≤ n).
×èñëî òàêèõ ìàòðèö ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî (n+1)2−(n+1) è n. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû eij, hi,
i 6= j, 1 ≤ i, j ≥ n, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

dimF sl(n + 1, F ) ≥ (n + 1)2 − (n + 1) + n = (n + 1)2 − 1 = dimF Fn+1 − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimF sl(n + 1, F ) = n2 + 2n.
Cn: Â àëãåáðå ìàòðèö F2n çàôèêñèðóåì ìàòðèöó s =

(
0 En

−En 0

)
, ãäå En � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Ðàññìîòðèì

sp(2n, F ) = {x ∈ F2n|sx = −x>s},

ãäå x> � ìàòðèöà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê x. Íåòðóäíî çàìåòèòü (ïðîâåðèòü â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ), ÷òî sp(2n, F ) ïîäàëãåáðà â gl(2n, F ). Àëãåáðà sp(2n, F ) íàçûâàåòñÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè. Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò x ∈ sp(2n, F ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ìàòðèöîé

(
m l
p q

)
, ãäå m, l, p, q ∈ Fn, òî èç ðàâåíñòâà sx = −x>s ïîëó÷àåì, l> = l, p> = p,

m> = −q. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî Tr(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ sp(2n, F ). Ïîýòîìó
sp(2n, F ) � ïîäàëãåáðà â sl(2n, F ) ßñíî, ÷òî ìàòðèöó

(
m 0
0 q

)
∈ sp(2n, F ) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö èç sp(2n, F ), à èìåííî eii − ei+n,i+n (1 ≤ i ≤ n) è
eij − ej+n,i+n (1 ≤ i 6= j ≤ n). Ïîäìàòðèöó l ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ìàòðèö èç sp(2n, F ), à èìåííî ei,i+n (1 ≤ i ≤ n) è ei,j+n + ej,i+n (1 ≤ i 6= j ≤ n). ×èñëî
òàêèõ ìàòðèö ðàâíî n + 1

2
n(n− 1). Ñ ó÷åòîì ìàòðèöû p ïîëó÷àåì, ÷òî

dimF sp(2n, F ) = n + n2 − n + 2(n +
1

2
n(n− 1)) = 2n2 + n.

Bn: Â àëãåáðå ìàòðèö F2n+1 çàôèêñèðóåì ìàòðèöó s =




1 0 0
0 0 En

0 En 0


 . Ðàññìîòðèì

o(2n + 1, F ) = {x ∈ F2n+1|sx = −x>s}.

Òîãäà o(2n + 1, F ) ïîäàëãåáðà â gl(2n + 1, F ) è íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé àëãåáðîé Ëè.

Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ o(2n + 1, F ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöîé




a b1 b2

c1 m l
c2 p q


 , ãäå a ∈ F ,

b1, b2 � ñòðîêè, c1, c2 � ñòîëáöû äëèíû n è ìàòðèöû m, l, p, q ∈ Fn. Òîãäà èç ðàâåíñòâà
sx = −x>s ïîëó÷àåì, ÷òî

a = 0, c1 = −b>2 , c2 = −b>1 , l> = −l, p> = −p,m> = −q.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Tr(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ o(2n + 1, F ).
Áàçèñ àëãåáðû o(2n+1, F ) ñîñòîèò èç ìàòðèö e1,i+1−en+i+1,1, e1,n+i+1−ei+1,1 (1 ≤ i ≤ n).

Ê ýòèì ìàòðèöàì äîáàâèì ìàòðèöû âèäû eii−en+i,n+i (2 ≤ i ≤ n+1), ei+1,j+1−en+i+1,n+j+1

(1 ≤ i 6= j ≤ n), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâó q = −mt. À òàêæå ìàòðèöû ei+n+1,j+1−
ej+n+1,i+1 è ei+1,j+n+1 − ej+1,i+n+1 ((1 ≤ i 6= j ≤ n), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâàì
p> = −p è l> = −l.
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Òàêèì îáðàçîì,
dimF o(2n + 1, F ) = 2n2 + n.

Dn: Â àëãåáðå ìàòðèö F2n çàôèêñèðóåì ìàòðèöó s =

(
0 En

En 0

)
. Ðàññìîòðèì

o(2n, F ) = {x ∈ F2n|sx = −xts}.

Òîãäà o(2n, F ) ïîäàëãåáðà â gl(2n, F ) è òàêæå íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé àëãåáðîé Ëè.
Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò x ∈ o(2n, F ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöîé s =

(
m l
p q

)
,

ãäå m, l, p, q ∈ Fn, òî èç ðàâåíñòâà sx = −x>s ïîëó÷àåì, m> = −q, l> = −l, p> = −p.
Òîãäà áàçèñ àëãåáðû o(2n, F ) îáðàçóþò ìàòðèöû eii − ei+n,i+n (1 ≤ i ≤ n), eij − ej+n,i+n

(1 ≤ i 6= j ≤ n), ei,j+n − ej,i+n, ei+n,j − ej+n,i (1 ≤ i 6= j ≤ n).
Òàêèì îáðàçîì,

dimF o(2n, F ) = 2n2 − n.

1.3. Àëãåáðà Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì
F . Ëåíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå d : A 7→ A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A, åñëè

d(ab) = d(a)b + ad(b).

Ïðèìåðû. Ïóñòü A = F [x] � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà d
dx

�
îáû÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì àëãåáðû A. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ýòîé àëãåáðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ âèäà
f(x) d

dx
, ãäå f(x) ∈ F [x].

Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè è x ∈ L. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ad x : L 7→ L,

çàäàííîå ïðàâèëîì ad x(y) = [x, y]. Ââèäó òîæäåñòâà ßêîáè è òîæäåñòâà àíòèêìóòàòèâíî-
ñòè ïîëó÷àåì,

ad x([y, z]) = [x, [y, z]] = [y, [x, z]] + [[x, y], z] = [ad x(y), z] + [y, ad x(z)].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ad x � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû L. Òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
àëãåáðû Ëè íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âíóò-
ðåííèìè íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F . ×åðåç Der(A) îáîçíà÷èì âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Der(A)
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Ëè â End(A)−.

1.4. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíîå âåêòðîíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì F . Òîãäà L ìîæíî ïðåâðàòèòü â àëãåáðó Ëè, çàäàâ óìíîæåíèå ôîðìóëîé [x, y] = 0
äëÿ âñåõ x, y ∈ L. Òàêàÿ àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé. Åñëè àëãåáðà Ëè L ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì e1, . . . , en, òî

[ei, ej] =
n∑

k=1

γk
ijek,

ãäå γk
ij ∈ F . Ýëåìåíòû γk

ij íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùèì ñîîòíîøåíèÿì.

γk
ii = 0, γk

ij = −γk
ij,
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∑

k

(γk
ijγ

m
kl + γk

jlγ
m
ki + γk

liγ
m
kj) = 0.

1.5. Àëãåáðû Ëè ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé. Â ýòîé ÷àñòè ìû îïèøåì àëãåáðû Ëè
ðàçìåðíîñòè ≤ 3.

Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè. Ïóñòü L,L1 � àëãåáðû Ëè è
φ : L 7→ L1 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà φ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè φ([x, y]) =
[φ(x), φ(y)]1 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L. Çäåñü [ , ]1 � óìíîæåíèå â àëãåáðå L1. Ãîìîìîðôèçì,
ÿâëÿþùåéñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ðàçìåðíîñòü îäèí. Â ýòîé ðàçìåðíîñòè âñå àëãåáðû Ëè àáåëåâû è èçîìîðôíû ìåæäó
ñîáîé.

Ðàçìåðíîñòü äâà. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè 2. Åñëè [L,L] = 0, òî àëãåáðà
L � àáåëåâà. Âñå òàêèå àëãåáðû èçîìîðôíû.

Ïðåäïîëîæèì L � íåàáåëåâà. Òîãäà ñóùåñòâóþò a, b ∈ L òàêèå, ÷òî [a, b] 6= 0. Ðàñ-
ñìîòðèì [L,L] � êâàäðàò àëãåáðû L (Êâàäðàò ëþáîé àëãåáðû åñòü ìíîæåñòâî ñóìì ïðî-
èçâåäåíèé ýëåìåíòîâ). Ïóñòü x = [a, b]. ßñíî, ÷òî x îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà [L,L],
ïîñêîëüêó dim[L,L] = 1. Äîïîëíèì x ýëåìåíòîì y äî áàçèñà L. Òîãäà [x, y] = αx, ãäå α
íåíóëåâîé ýëåìåíò èç F. Óìíîæàÿ y íà α−1 ïîëó÷èì, ÷òî óìíîæåíèå â L çàäàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

[x, x] = [y, y] = 0, [x, y] = x.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàçìåðíîñòè äâà ñóùåñòâóþò äâå íå èçîìîðôíûå àëãåáðû Ëè.
Ðàçìåðíîñòü òðè. Ìû êëàññèôèöèðóåì òðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè L â ñëó÷àå L 6=

[L,L]. Â ñëó÷àå L = [L,L] ìû ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðà L � ïðîñòà, ò.å. íå ñîäåðæèò ïîä-
ïðîñòðàíñòâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ad x è îòëè÷íûõ îò íóëåâîãî è
ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà L. Ïîäïðîñòðàíñòâî I èç L, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèé ad x, ò.å. ad x(I) ⊆ I äëÿ âñåõ x ∈ L, íàçûâàåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû L.

1. Åñëè [L,L] = 0, òî àëãåáðà L � àáåëåâà.
2. Ïóñòü dimF [L,L] = 1. Òîãäà [L,L] = Fz. Åñëè [x, z] = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L, òî â L ìîæíî

âûáðàòü òàêîé áàçèñ x, y, z, ÷òî

[x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ L òàêîé, ÷òî [x, z] = z. Äîïîëíèì x, z ýëå-
ìåíòîì y äî áàçèñà L. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî K = Fx + Fz. Òàê êàê [L,L] ⊂ K, òî
K � àëãåáðà è ad y � ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåöèðîâàíèåì àëãåáðû K. Òîãäà (ñì. óïðàæíåíèå
7) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ K, ÷òî ad y(b) = ad a(b) äëÿ ëþáîãî b ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî,
[y − a, x] = [y − a, z] = 0. Ïîýòîìó â L ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ x, y, z, ÷òî

[x, z] = z, [x, y] = [y, z] = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå àëãåáðû íå èçîìîðôíû.
3. Ïóñòü dimF [L,L] = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà [L, L] � íåàáåëåâà. Òîãäà â [L,L]

ìîæíî âûáðàòü áàçèñ òàêîé x, y, ÷òî [x, y] = x. Ïóñòü z ∈ L\[L,L]. Òîãäà ad z � äèôôåðåí-
öèðîâàíèå àëãåáðû [L,L]. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 2 ïîëó÷àåì, ÷òî â L ñóùåñòâóåò
áàçèñ x, y, z, ÷òî

[x, y] = x, [x, z] = [y, z] = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
[L,L] = F [x, y] + F [x, z] + F [y, z] ⊆ Fx.

Ïîýòîìó dimF [L,L] = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, [L,L] � àáàëåâà.
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Ïóñòü z ∈ L \ [L,L]. Òîãäà ad z � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå [L,L].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðîçîâàíèÿ ad z ëåæàò â ïîëå F . Òîãäà ìàò-
ðèöà ïðåîáðîçîâàíèÿ ad z èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ æîðäàíîâûõ ôîðì ëèáî

(
α 0
0 β

)
, ëèáî

(
α 1
0 α

)
, ãäå α, β 6= 0. Ïîýòîìó L îáëàäàåò áàçèñîì x, y, z îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

[x, y] = 0, [z, x] = αx, [z, y] = βy;

[x, y] = 0, [z, x] = αx + y, [z, y] = αy.

Â ïåðâîì ñëó÷àå â L ìîæíî âûáðàòü áàçèñ x, y, z òàê, ÷òî

[x, y] = 0, [x, z] = x, [y, z] = γy, ãäå γ ∈ F è γ 6= 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå â L ìîæíî âûáðàòü áàçèñ x, y, z òàê, ÷òî

[x, y] = 0, [x, z] = x + y, [y, z] = y.

Ïîëó÷åííûå àëãåáðû íå èçîìîðôíû.
4. Ïóñòü dimF [L,L] = 3. Òîãäà L � ïðîñòàÿ àëãåáðà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû L . Åñëè dimF I = 2, òî I = Fx + Fy. Ïóñòü

x, y, z � áàçèñ L. Òîãäà

[L,L] = F [x, y] + F [x, z] + F [y, z] ⊆ I.

Ïîýòîìó dimF I = 3. Åñëè dimF I = 1, òî I = Fr. Ïóñòü x, y, r � áàçèñ L. Ïîñêîëüêó
dimF [L,L] = 3, òî ýëåìåíòû [x, r], [y, r] � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïðè ýòîì [x, r], [y, r] ∈ I.
Ïîýòîìó dimF I = 2.

Òàêèì îáðàçîì, L íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ.
Ïðèâåäåì îäèí èç ïðèìåðîâ àëãåáðû L, ó êîòîðîé dim L = dim[L,L]. Ïóñòü L = sl(2, F )

è õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå ðàâíà 2. Òîãäà ìàòðèöû

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)

îáðàçóþò áàçèñ àëãåáðû sl(2, F ) è ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ â sl(2, F ) ïîëó÷àåì,

[x, y] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = −2y.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimF [L,L] = 3. Ïîýòîìó sl(2, F ) � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü L = R3, ãäå R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âåêòîðîâ x, y ∈ L ïîëî-
æèì [x, y] ðàâíûì èõ âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ. Äîêàçàòü, ÷òî L ñ çàäàííîì óìíîæåíèåì
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.

2. Ïóñòü A � àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, ò.å. â A ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî [x, y] =
−[y, x]. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ a, b, c àëãåáðû A âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè.

3. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n è f � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Òîãäà

sp(V ) = {φ ∈ End(V )|f(φ(v), u) = −f(v, φ(u)) äëÿ âñåõ v, u ∈ V }
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ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â End(V )−.
4. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n + 1 è f � íåâûðîæäåííàÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Òîãäà

o(V ) = {φ ∈ End(V )|f(φ(v), u) = −f(v, φ(u)) äëÿ âñåõ v, u ∈ V }

ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â End(V )−.
5. Ïðèâåñòè ïðèìåð àëãåáðû Ëè, ó êîòîðîé íåò íå íóëåâûõ âíóòðåííèõ äèôôåðåíöè-

ðîâàíèé.
6. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F . Ïðîâåðèòü, ÷òî Der(A) ÿâëÿåòñÿ

ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Ëè End(A)−.
7. Äîêàçàòü, ÷òî âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äâóìåðíîé íåàáåëåâîé àëãåáðû Ëè âíóòðå-

íèå.
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$ 2. Èäåàëû, ãîìîìîðôèçìû è ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè

2.1. Èäåàëû. Ïîäïðîñòðàíñòâî I àëãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ èäåàëîì â L, åñëè I �
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ad x, ãäå x ∈ L. Äðóãèìè ñëî-
âàìè äëÿ ëþáîãî x ∈ L è ëþáîãî y ∈ I ïîëó÷àåì, [x, y] = ad x(y) ∈ I. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñàìà àëãåáðà L è íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè àëãåáðû L. Ëþáîé èäåàë
àëãåáðû L, îòëè÷íûé îò ýòèõ äâóõ èäåàëîâ, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ X, Y èç L ïîëîæèì

[X, Y ] = {
∑

i

[xi, yi]|xi ∈ X, yi ∈ Y }.

Ïóñòü I, J � äâà èäåàëà àëãåáðû L. Òîãäà ñóììà I + J ïîäïðîñòðàíñòâ I è J ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì àëãåáðû L è ïîäïðîñòðàíñòâî [I, J ] � èäåàë àëãåáðû L. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
ïîëó÷àåì, êâàäðàò [L,L] àëãåáðû L ÿâëÿåòñÿ åå èäåàëîì.

Îïðåäåëèì öåíòð Z(L) àëãåáðû L, ïîëàãàÿ

Z(L) = {z ∈ L|[z, x] = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L}.

ßñíî, ÷òî Z(L) � èäåàë â L.
Ïóñòü X � ïîäïðîñòðàíñòâî â L. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî

CL(X) = {y ∈ L|ad y(x) = [y, x] = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X}

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì X â L. Â ÷àñòíîñòè, CL(L) = Z(L).
Àëãåáðà Ëè L íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè L = [L,L] è â L íåò ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ.

Ïðèìåðîì ïðîñòîé àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà sl(2, F ), åñëè charF 6= 2. Öåíòð ïðîñòîé
àëãåáðû Ëè ðàâåí íóëþ.

Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû L. Òîãäà íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå L/I ìîæíî îïðåäåëèòü
óìíîæåíèå, çàäàííîå ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

[x + I, y + I] = [x, y] + I.

Åñëè x + I = x′ + I, òî x− x′ ∈ I. Ïîýòîìó [x, y]− [x′, y] ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî,

[x + I, y + I] = [x, y] + I = [x′, y] + I = [x′ + I, y + I].

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ çàäàíà êîððåêòíî. Êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëó÷åííàÿ
àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè è íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé.

2.2. Ãîìîìîðôèçìû è ïðåäñòàâëåíèÿ. Êàê áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå, ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå

φ : L 7→ L1

àëãåáð Ëè íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)]1 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L.
Çäåñü [ , ]1 � óìíîæåíèå â àëãåáðå L1. Êàê ëåãêî âèäåòü, ÿäðî Ker φ ãîìîìîðôèçìà φ �
èäåàë àëãåáðû L, à îáðàç Im φ � ïîäàëãåáðà â L1. Ãîìîìîðôèçì φ íàçûâàåòñÿ ìîíîìîð-
ôèçìîì, åñëè Ker φ = 0. Ãîìîìîðôèçì φ íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, åñëè Im φ = L1.

Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû L. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå ñðåäà, îòîáðàæåíèå π : L 7→ L/I,
çàäàííîå ïðàâèëîì π(x) = x + I, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, ïðè ýòîì Ker π = I.

Òåîðåìà 1. (à) Ïóñòü φ : L 7→ L′ � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè. Òîãäà L/Ker φ ∼= Imφ, ãäå
∼= îáîçíà÷àåò èçîìîðôèçì àëãåáð. Åñëè èäåàë I àëãåáðû L ñîäåðæèò Ker φ, òî ñóùåñòâóåò
òàêîé åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ψ : L/I 7→ L′, ÷òî ψ ◦ π = φ, ò.å ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
êîììóòàòèâíà
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(á) Åñëè I, J � äâà èäåàëà â L è I ⊆ J , òî J/I � èäåàë â L/I. Áîëåå òîãî, (L/I)/(J/I) ∼=
L/J.

(â) Åñëè I, J � äâà èäåàëà â L òî (I + J)/J ∼= I/(I ∩ J). Ýòî èçîìîðôèç çàäàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì i + J 7→ i + I ∩ J.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Òîãäà ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè L
íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì φ : L 7→ gl(V ). Åñëè x ∈ L, òî ad x ∈ gl(L). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå
ad : L 7→ gl(L), çàäàííîå ïðàâèëîì ad : x 7→ ad x, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Áîëå
òîãî, äëÿ x, y, z ∈ L èìååò ìåñòî

[ad x, ad y](z) = (ad xad y − ad yad x)(z) = [x, [y, z]]− [y, [x, z]] =

= [[x, y], z] + [y, [x, z]]− [y, [x, z]] = (ad x � äèôôåðåíöèðîâàíèå )
= [[x, y], z] = ad [x, y](z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ad � ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè L. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì
ïðåäñòàâëåíèåì. Òàê êàê

Ker ad = {x ∈ L|ad x = 0} = {x ∈ L|ad x(y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L},
òî Ker ad = Z(L). Òàêèì îáðàçîì, åñëè L � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, òî Ker ad = {0} è L
èçîìîðôíà ïîäàëãåáðå â gl(L).

2.3. Àâòîìîðôèçìû àëãåáð Ëè. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè. Òîãäà èçîìîðôèç àëãåáðû
L â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ìíîæåñòâî Aut(L) âñåõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû L
îáðàçóþò ãðóïïó. Åñëè L ⊆ gl(n, F ), òî ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà g ∈ gl(n, F ), äëÿ
êîòîðîé gLg−1 = L, èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àëãåáðû L, à èìåííî x 7→ gxg−1. Ïóñòü,
íàïðèìåð, L = sl(n, F ). Òîãäà óñëîâèå gLg−1 = L âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó
Tr(gxg−1) = Tr(x). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì áîëüøîé íàáîð àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû
L.

Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 è d � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû L, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ íèëüïîòåíòíûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ýêñïîíåòó
exp(d) ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ d. Êàê èçâåñòíî, åñëè dn+1 = 0, òî

exp(d) = 1 + d +
d2

2!
+ . . . +

dn

n!
.

Ïîêàæåì, ÷òî x 7→ exp(d)(x) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû L. Äåéñòâèòåëüíî, â
ñèëó ïðàâèëà Ëåéáíèöà

dk(xy) =
k∑

i=0

Ck
i di(x)dk−i(y)

èìååì
1

k!
dk(xy) =

k∑
i=0

1

i!
di(x)

1

(k − i)!
dk−i(y).

Íåñëîæíîé èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k ìû ïîëó÷àåì,
k∑

i=0

1

i!
di(x)

k∑
j=0

1

j!
dj(y) =

2k∑

l=0

l∑
i=0

1

i!
di(x)

1

(l − i)!
dl−i(y) =

2k∑

l=0

1

l!
dl(xy).

10



Ïîýòîìó

exp(d)(x) exp(d)(y) =
n∑

i=0

1

i!
di(x)

n∑
j=0

1

j!
dj(y) =

2n∑

k=0

1

k!
dk(xy) =

n∑

k=0

1

k!
dk(xy) = exp(d)(xy).

Ñëåäîâàòåëüíî, exp(d) � ãîìîìîðôèçì. Ïîñêîëüêó exp(d) = 1 + φ, ãäå φ � íèëüïîòåíòíîå
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, à èìåííî φ = d + d2

2!
+ . . . + dn

n!
è φn+1 = 0, òî

1 = 1 + φn+1 = (1 + φ)(1− φ + φ2 − φ3 + . . . + (−1)nφn).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî exp(d) ∈ Aut(L).
Ïóñòü òåïåðü x ∈ L è ad x � íèëüïîòåíòåí. Òîãäà exp(ad x) � àâòîìîðôèçì àëãåáðû

L. Ïîäãðóïïà â Aut(L), ïîðîæäåííàÿ àâòîìîðôèçìàìè âèäà exp(ad x), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Int(L). Åå ýëåìåíòû íàçûâàþòÿ âíóòðåíèìè àâòîìàðôèçìàìè. Åñëè φ ∈ Aut(L), òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ L èìååì φ ad xφ−1 = ad φ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, φ(exp ad x)φ−1 = exp(ad) φ(x)).
Ïîýòîìó φτφ−1 ∈ Int(L) äëÿ ëþáîãî τ ∈ Int(L).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû Ëè L ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì â Der(L).

2. Ïóñòü I, J � äâà èäåàëà àëãåáðû L. Äîêàçàòü, ÷òî [I, J ] � èäåàë àëãåáðû L.
3. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè è I � èäåàë â L. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ L, îãðàíè÷åíèå

îòîáðàæåíèÿ ad a íà I ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû I.
4.Äîêàçàòü, ÷òî sl(n, F ) = [gl(n, F ), gl(n, F )]. Ñëåäîâàòåëüíî, sl(n, F ) � èäåàë â gl(n, F ).
5. Ïóñòü s(n, F ) � ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ ìàòðèö èç gl(n, F ). Äîêàçàòü, ÷òî

Z(gl(n, F )) = s(n, F ). Ïóñòü n > 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûìè èäåàëàìè â gl(n, F ) ÿâëÿ-
þòñÿ sl(n, F ) è s(n, F ). Íàéòè âñå èäåàëû àëãåáðû gl(2, F ) â ñëó÷àå charF = 2.

6. Äîêàçàòü, ÷òî Z(sl(n, F )) = 0, åñëè charF íå äåëèò n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
Z(sl(n, F )) = s(n, F ).

7. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà sl(3, F ) � ïðîñòà, åñëè charF 6= 3.
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$ 3. Ðàçðåøèìûå è íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè
3.1. Ðàçðåøèìîñòü. Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè àëãåáð Ëè èãðàåò ïîíÿòèå ðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ:

L(0) = L,L(1) = [L,L], L(2) = [L(1), L(1)], . . . , L(n) = [L(n−1), L(n−1)], . . .

ßñíî, ÷òî
L(0) ⊇ L(1) ⊇ L(2) ⊇ . . . ⊇ L(n) ⊇ . . . .

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâåòñÿ ïðîèçâîäíûì ðÿäîì. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó m íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî (L(n))(m) = L(n+m).

Àëãåáðà L íàçûàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè L(n) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè. Òîãäà
(1) Åñëè àëãåáðà Ëè ðàçðåøèìà, òî ðàçðåøèìû âñå åå ïîäàëãåáðû è ãîìîìîðôíûå

îáðàçû.
(2) Åñëè I òàêîé èäåàë àëãåáðû L, ÷òî àëãåáðû I è L/I � ðàçðåøèìû, òî àëãåáðà L �

ðàçðåøèìà.
(3) Åñëè I, J � ðàçðåøèìûå èäåàëû àëãåáðû L, òî I + J � ðàçðåøèìûé èäåàë.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü L � ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà. Òîãäà L(n) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

÷èñëà n. Åñëè K � ïîäàëãåáðà â L, òî K(n) ⊆ L(n) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàëãåáðà K �
ðàçðåøèìà.

Ïóñòü φ : L 7→ M � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè. Íåñëîæíîé èíäóêöèåé ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî φ(L(n)) = φ(L)(n). Ïîýòîìó èç ðàçðåøèìîñòè L ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü φ(L).

(2) Ïóñòü ôàêòîð-àëãåáðà L/I � ðàçðåøèìà. Òîãäà (L/I)(n) = 0. Ðàññìîòðèì êàíîíè-
÷åñêèé ãîìîðôèçì π : L 7→ L/I. Â ñèëó (1) π(L(n)) = 0. Ïîýòîìó L(n) ⊆ I. Åñëè èäåàë I �
ðàçðåøèì, òî I(m) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò L(n+m) ⊆ (L(n))(m) ⊆ I(m) = 0.

(3) Â ñèëó òåîðåìû èç âòîðîãî ïàðàãðàôà (I + J)/J ∼= I/I ∩ J. Òîãäà ïî ïóíêòàì (1) è
(2) èäåàë I + J � ðàçðåøèì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà â L ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåé
ðàçðåøèìûé èäåàë Rad(L) òàêîé, ÷òî ôàêòîð-àëãåáðà L/Rad(L) íå ñîäåðæèò ðàçðåøèìûõ
èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rad(L) � ìàêñèìàëüíûé ðàçðåøèìûé èäåàë â L. Òîãäà, â ñèëó
ïóíêòà (3) ïðåäëîæåíèÿ 3.1, äëÿ ëþáîãî ðàçðåøèìîãî èäåàëà I àëãåáðû L ïîëó÷àåì I ⊆
Rad(L). Ïóñòü S � ðàçðåøèìûé èäåàë â ôàêòîð-àëãåáðå L/Rad(L) è π−1(S) � åãî ïîëíûé
ïðîîáðàç. Òîãäà ïî ïóíêòó (1) (π−1(S))(m) ⊆ Rad(L) äëÿ íåêîòîðîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî,
π−1(S) � ðàçðåøèìûé èäåàë àëãåáðû L. Ïîòîìó π−1(S) ⊆ Rad(L) è S = 0.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè. Ïóñòü t(l, F ) � ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö, ò.å.

t(l, F ) = {(aij) ∈ gl(l, F )|aij = 0, åñëè i > j}
è n(l, F ) � ìíîæåñòâî ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, ò.å.

n(n, F ) = {(aij) ∈ gl(l, F )|aij = 0, åñëè i ≥ j}.
Â gl(l, F ) î÷åâèäíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ

[t(l, F ), t(l, F )] ⊆ n(l, F ) ⊆ t(l, F ) è [n(l, F ), n(l, F )] ⊆ n(l, F ).

Ñëåäîâàòåëüíî, t(l, F ), n(l, F ) ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè â gl(l, F ).
Ëåììà 1. Àëãåáðà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n1 = n(l, F ). Äëÿ öåëîãî k ≥ 2 îïðåäåëèì

nk = {a ∈ nk−1|a(i−k+1)i = 0, i = k, . . . l}.
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Òîãäà
n1 ⊇ n2 ⊇ . . . ⊇ nl−1 ⊇ nl = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî [nk, nk] ⊆ nk+1. Ïîýòîìó nk � ïîäàëãåáðà â nk−1 äëÿ ëþáîãî k =
2, . . . , l.

Èíäóêöèåé ïî s ïîêàæåì, ÷òî n
(s)
1 ⊆ ns+1. Äëÿ s = 1 èìååì

n
(1)
1 = [n1, n1] ⊆ n2.

Ïóñòü n
(s−1)
1 ⊆ ns. Òîãäà

n
(s)
1 = [n

(s−1)
1 , n

(s−1)
1 ] ⊆ [ns, ns] ⊆ ns+1.

Ïîýòîìó n
(s)
1 ⊆ ns+1 äëÿ ëþáîãî s. Ñëåäîâàòåëüíî, n(l−1) ⊆ nl = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì,

t(l, F )(l) ⊆ (t(l, F )(1))(l−1) ⊆ [t(l, F ), t(l, F )](l−1) ⊆ n(l−1) = 0.

3.2. Íèëüïîòåíòíîñòü. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì F . Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ:

L0 = L,L1 = [L,L], L2 = [L1, L], ..., Ln = [Ln−1, L], ...

ßñíî, ÷òî
L0 ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ . . . ⊇ Ln ⊇ . . .

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ íèæíèì öåíòðàëüíûì ðÿäîì.
Àëãåáðà L íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè Ln = 0, äëÿ íåêîòîðîãî n. Íåòðóäíî çàìå-

òèòü, ÷òî L(i) ⊆ Li. Ïîýòîìó êàæäàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ðàçðåøèìà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè. Òîãäà
(1) Åñëè àëãåáðà Ëè íèëüïîòåíòíà, òî íèëüïîòåíòíû âñå åå ïîäàëãåáðû è ãîìîìîðôíûå

îáðàçû.
(2) Åñëè ôàêòîð-àëãåáðà L/Z(L) � íèëüïîòåíòà, òî àëãåáðà L � íèëüïîòåíòà.
(3) Íåíóëåâàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà L èìååò íåíóëåâîé öåíòð.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (1) äîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê è ñîîòâåòñòâóþùåé ïóíêò ïðåäëî-

æåíèÿ 3.1.
(2) Ïóñòü ôàêòîð-àëãåáðà L/Z(L) � íèëüïîòåíòà. Òîãäà Ln ⊆ Z(L) äëÿ íåêîòðîãî

÷èñëà n. Ïîýòîìó
Ln+1 ⊆ [Ln, L] ⊆ [Z(L), L] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà L � íèëüïîòåíòíà.
(3) Òàê êàê Ln = [Ln−1, L], òî èç Ln = 0 ñëåäóåò, Ln−1 ⊆ Z(L). Ïîýòîìó ïîñëåäíèé

íåíóëåâîé ÷ëåí íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ñîäåðæèòñÿ â Z(L).
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé îäíî÷ëåí [. . . [[x1, x2], x3], . . . , xk] èç Lk ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(−1)k−1adxk . . . adx2(x1).
Ïðåäëîæåíèå 2. Àëãåáðà n(l, F ) � íèëüïîòåíòíà. Àëãåáðà t(l, F ) íå ÿâëÿåòñÿ íèëü-

ïîòåíòíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî [nk, n] ⊆ nk+1 äëÿ ëþáîãî k ≤ l. Ïîýòîìó nk ⊆ nk. Ñëåäîâà-

òåëüíî, nl = 0.
Ïóñòü l > 1 â àëãåáðå t(l, F ) ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûå åäèíèöû e11 è e1l. Ïîñêîëüêó

[e11, e1l] = e1l, òî

e1l = (ade11)
k−1(e1l) = (−1)k−1[. . . [[e1l, e11], e11], . . . , e11] ∈ t(l, F )k.
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Ïîýòîìó t(l, F )k 6= 0 äëÿ ëþáîãî k.
Óñëîâèå íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû Ëè L ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â àëãåáðå End(L) ñïðà-

âåäëèâî ad x1 . . . ad xn = 0 äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ L. Ïîýòîìó, åñëè Ln+1 = 0, òî (ad x)n = 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Ýëåìåíòû x ∈ L, äëÿ êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå ad x � íèëüïîòåíòíî,
íàçûâàþòñÿ ad-íèëüïîòåíûìè. Îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 (Ýíãåëü). Ïóñòü ó êîíåí÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè L âñå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
ad-íèëüïîòåíûìè. Òîãäà àëãåáðà L � íèëüïîòåíòíà.

Ñíà÷àëà äîêàæåì äâå ëåììû.
Ëåììà 1. Ïóñòü x � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A. Òîãäà ad x �

íèëïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ëåãêî âèäåòü, â àëãåáðå A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(ad x)k(y) =
k∑

i=0

aix
iyxk−i,

ãäå âñå ai � öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó èç xn = 0 ñëåäóåò, ÷òî (ad x)2n = 0.
Ëåììà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è L � ïîäàëãåáðà â gl(V )

ñîñòîÿùàÿ èç íèëüïîòåíòíûõ ïðåîáðàçîàâàíèé ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà â V ñóùåñòâóåò
òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð v, ÷òî x(v) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ëåììó èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L.
Ïóñòü dim L = 1. Òîãäà L = Fx è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íèëüïîòåíòîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ x ðàâíû 0. Ïîýòîìó â V ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð v, ÷òî x(v) = 0.
Ïóñòü K � ïîäàëãåáðà â L è K 6= L. Òîãäà dim K < dim L. Äëÿ ýëåìåíòà k ∈ K

ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ad k : L 7→ L. Â ñèëó ëåììû 1 ïðåîáðàçîâàíèå ad k � íèëü-
ïîòåíòíî. Ïîñêîëüêó K � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ad k, òî ad k èíäóöèðóåò íèëüïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ad k íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå L/K.
À èìåííî,

ad k(x + K) = [k, x] + K.

Ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ad k, ãäå k ∈ K ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé
gl(L/K) è ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ â L/K ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî ad k(x) = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ K.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ L \K, òàêîé, ÷òî [K,x] ⊆ K.

Ïóñòü òåïåðü K � ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà â L ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè è x ∈ L\K,
òàêîé, ÷òî [K, x] ⊆ K. Òîãäà Fx + K � ïîäàëãåáðà â L, ñòðîãî ñîäåðæàùàÿ K. Ïîýòîìó
L = Fx + K. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâî U = {v ∈ V |k(v) =
0 äëÿ ëþáîãî k ∈ K} îòëè÷íî îò íóëÿ. Åñëè u ∈ U , òî

k(x(u)) = x(k(u))− [x, k](u) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî U � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x. Ïî-
ñêîëüêó x � íèëüïîòîíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî â U íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð u òàêîé,
÷òî x(u) = 0. Òîãäà x(u) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýíãåëÿ. Ïîëîæèì ad L = {ad x|x ∈ L}. Ââèäó 2.2 ad L �
ïîäàëãåáðà gl(L). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ad L ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ïîýòîìó ââèäó ëåììû 2 â L ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò z, ÷òî [x, z] = ad x(z) = 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ Z(L) è Z(L) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå dim L/Z(L) < dim L
è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôàêòîðàëãåáðà L/Z(L) � íèëüïîòåíòíà. Òîãäà â ñèëó ïóíêòà (2),
äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ, àëãåáðà L � íèëüïîòåíòíà.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà öåïî÷òêà ïîäïðîñòðàíñòâ

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V, dim Vi = i
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íàçûâåòñÿ ôëàãîì â V . Ôëàã íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî φ ∈ End(V ), åñëè
φ(Vi) ⊆ Vi äëÿ ëþáîãî i.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè n(l, F ). Ïîëîæèì V = F n � âåêòðîíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê
äëèíû n. Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Äëÿ i ≤ n ÷åðåç Vi

îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè en, . . . , en−i+1. Î÷åâèäíî, ÷òî
V0 = 0, V1, . . . , Vn � ôëàã â V è Vix ⊆ Vi−1 äëÿ ëþáîãî x ∈ n(l, F ).

Ñëåäñòâèå 1.Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè è L � ïîäàëãåáðà â
gl(V ) ñîñòîÿùàÿ èç íèëüïîòåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà â V ñóùåñòâóåò
òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç L èìååò ñòðîãî
âåðõíåòðåóãîëíûé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð vn ∈ V òàêîé, ÷òî x(vn) = 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Ïóñòü V1 = Fvn. Òîãäà êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå x èç L èíäóöèðóåò
íèëüïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå x ôàêòîðïðîñòðàíñòâà V/V1. À èìåííî, x(v+V1) = x(v)+V1.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V/V1 èìååò áàçèñ v1 + V1, . . . , vn−1 + V1 â êîòîðîì ìàòðèöà ëþáîãî
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x, ãäåç x ∈ L èìååò ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëíûé âèä. Ïîýòîìó
v1, . . . , vn � èñêîìûé áàçèñ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà L è K � íåíóëåâîé
èäåàë àëãåáðû L. Òîãäà K ∩ Z(L) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L. Òîãäà ad x � íèëüïîòåíòíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîñòðàíñòâà K. Ïîýòîìó ad L ⊆ gl(V ). Ââèäó ëåììû 2 ïîëó÷àåì [L, k] = 0, äëÿ íåêîòîðîãî
íåíóëåâîãî k ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, K ∩ Z(L) 6= 0.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Ëè L ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â L ñóùåñòâóåò
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ

L = L0 ⊇ L1 ⊇ . . . ⊇ Ln = 0

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ôàêòîðàëãåáðà Li/Li+1 � àáåëåâà.
2. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Ëè L ðàçðåøèìà (íèëüïîòåíòíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

àëãåáðà ad L ðàçðåøèìà (íèëüïîòåíòíà).
3. Äîêàçàòü, ÷òî íåàáåëåâà äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè L ðàçðåøèìà, íî íèëüïîòåíòíà.
4. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè è I � èäåàë àëãåáðû L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò x ∈ L

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì n ýëåìåíòîâ èç L (ïðè íåêîòîðîé ðàñòàíîâêè ñêîáîê), ïðè÷åì r
èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæàòüñÿ I. Äîêàçàòü, ÷òî x ∈ Ir.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ àëãåáðû Ëè åñòü ñíîâà íèëüïîòåíòíûé
èäåàë.

6. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè ñîäåðæèòñÿ íàèáîëüøèé íèëü-
ïîòåíòíûé èäåàë.

7. Ïðèâåñòè ïðèìåð àëãåáðû Ëè L ñ íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì N , äëÿ
êîòîðîé ôàêòîðàëãåáðà L/N ñîäåðæèò íåíóëåâîé íèëüïîòåíòíûé èäåàë.
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$ 4 Òåîðåìû Ëè è Êàðòàíà

4.1. Òåîðåìà Ëè. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷å-
ñêè çàìêíóòûì ïîëåì F . Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå φ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà
φ èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ∈ F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Vλ � ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ψ ∈ End(V ) êîììóòèðóåò ñ φ, ò.å. φψ = ψφ, òî ïîäïîñòðàíñòâî Vλ

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ψ. Òîãäà Vλ ñîäåðæèò ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ.
Ñëåäîâàòåëüíî, φ è ψ èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Çàìåòèì, ÷òî ïîäàëãåáðà â gl(V ),
ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè φ è ψ àáåëåâà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè L � àáåëåâà ïîäàëãåáðà â gl(V ). Òîãäà V ñîäåðæèò îáùèé ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð äëÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç L.

Äàííîå óòâåðæäåíèå äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå
Ëåììà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è L � ðàçðåøèìàÿ ïîäàëãåáðà â gl(V ). Òîãäà V
ñîäåðæèò íåíóëåâîé îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê àëãåáðà L ðàçðåøèìà, òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî L/[L,L] íåíó-
ëåâîå. Ââèäó óñëîâèÿ ëåììû

L = Fx1 + . . . + Fxm + [L,L].

Ïóñòü K = Fx2 + . . . + Fxm + [L,L]. Òîãäà K � èäåàë â L è L = Fx1 + K.
Äëÿ dim L = 1 ëåììà î÷åâèäíà. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V ñîäåðæèò íåíóëåâîé

îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð v äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç K, ò.å. x(v) = λ(x)v äëÿ ëþáîãî
x ∈ K. Òîãäà ôóíêöèÿ λ : K 7→ F , îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëîì λ : x 7→ λ(x), ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé. Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî

W = {w ∈ V |x(w) = λ(x)w äëÿ âñåõ x ∈ K}.

Äîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé
èç L. Çàôèêñèðóåì íåíóëåâûå ýëåìåíòû w ∈ W è x ∈ L. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå öåëîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà âåêòîðîâ w, x(w), . . . , xn(w) � ëèíåéíî çàâèñèìà.
Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî y ∈ K èìååì

y(xi(w)) = λ(y)xi(w) +
i−1∑
j=0

αjx
j(w),

ãäå αj ∈ F . Ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ i = 0. Ïóñòü i > 0. Òîãäà

y(xi(w)) = y(x(xi−1(v))) = x(y(xi−1(v))) + [y, x](xi−1(v))

= x(λ(y)xi−1(w)) + x(
i−2∑
j=0

γjx
j(w)) + λ([y, x])xi−1(v) +

i−2∑
j=0

βjx
j(w) = λ(y)xi(w) +

i−1∑
j=0

αjx
j(w).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî U , ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè w, x(w), . . . , xn−1(w) � èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé èç K è Tr(y|U) = nλ(y), ãäå Tr(y|U) � ñëåä
îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ y ∈ K íà ïîäïðàñòðàíñòâà U .

Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç K. Òîãäà [y, x] ∈ K è [y, x]|U = [y|U , x|U ]. Ïîýòîìó, ñ
îäíîé ñòîðîíû Tr([y, x]|U) = λ([y, x])n, à ñ äðóãîé ñòîðîíû Tr([y, x]|U) = Tr([y|U , xU ]) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, λ([y, x]) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ K.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈ L, w ∈ W è y ∈ K
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y(x(w)) = x(y(w)) + [y, x](w) = λ(y)x(w) + λ([y, x])w = λ(y)x(w).

Ñëåäîâàòåëüíî, W � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå x1. Ïîýòîìó â W ñîäåð-
æèòñÿ íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð w ïðåîáðàçîâàíèÿ x1. Òîãäà w � íåíóëåâîé îáùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç L.

Ñëåäñòâèå 1 (Òåîðåìà Ëè.) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è L � ðàçðåøèìàÿ
ïîäàëãåáðà â gl(V ). Òîãäà â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ëþáîãî ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç L èìååò âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ñëåäñòâèå äîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê ñëåäñòâèå 3.2.1
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L � ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè n íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Òîãäà â àëãåáðå L ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èäåàëîâ

0 = L0 ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Ln = L

òàêàÿ, ÷òî dim Lj = j ïðè j = 0, 1, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ad : L 7→ gl(L) àëãåáðû

L. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ad(L) � ðàçðåøèìàÿ ïîäàëãåáðà â gl(L). Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1
â L ñîäåðæèòñÿ áàçèñ v1, ...vn, â êîòîðîì ìàòðèöû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ad x èìåþò
âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Li = Fvn + ... + Fvn+i−1 ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè
àëãåáðû L. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 = L0, L1, ..., Ln óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ
ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [L,L] ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ad x � íèëüòîïåíòíî. Â ÷àñòíîñòè, ïîäàëãåáðà [L,L] � íèëüòîïåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà ëþáîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ad x èìååò âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Åñëè x ∈ [L,L], òî ad x =

∑
i[ad xi, ad yi]. Ïîýòîìó

ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ad x ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîá-
ðàçîâàíèå ad x íèëüïîòåíòíî. Â ñèëó òåîðåìû Ýíãåëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäàëãåáðà [L,L] �
íèëüòîïåíòíà.

4.2. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Øåâàëëå. Â ýòîì ïóíêòå õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F �
ïðîèçâîëüíàÿ.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå φ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà U íàéäåòñÿ òàêîå èíâàðèàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , ÷òî V = U ⊕W . Ýòî
ýêâèâàëåíèíî òîìó, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä F àííóëèðóþùèé φ íå èìååò êðàò-
íûõ êîðíåé. Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî ïðåîáðàçîâàíèå φ � ïîëóïðîñòîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V ïðåîáðàçîâàíèå φ èìååò
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì F è φ ∈ End(V ). Òîãäà

1. Ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû φs, φn ∈ END(V ) òàêèå, ÷òî φ = φs + φn, ïðè
ýòîì φs � ïîëóïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå, φn � íèëüïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è φs, φn �
êîììóòèðóþò.

2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîã÷ëåíû p(t), q(t) îò îäíîé ïåðåìåííîé áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà,
÷òî φs = p(φ), φn = q(φ). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî φs, φn êîììóòèðóþò ñ ëþáûì
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñ êîòîðûì êîììóòèðóåò φ.

3. Åñëè A ⊆ B ⊆ V � íåêîòîðûå ïîäïðîñòðàíñòâà è φ îòîáðàæàåò B â A, òî φs è φn

îòîáðàæàþò B â A.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 1. Ïóñòü p1(t), ..., pn(t) � ïîïàðíî âçîèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé
t. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ q1(t), ..., qn(t) ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p(t), ÷òî

p(t) ≡ qi(t)(mod pi(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 2. Òàê ìíîãî÷ëåíû p1(t), p2(t) � âçîèíî ïðîñòû, òî ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû f1(t), f2(t), ÷òî

p1(t)f1(t) + p2(t)f2(t) = 1.

Ïóñòü p(t) = q1(t)p2(t)f2(t) + q2(t)p1(t)f1(t). Òîãäà

p(t) = q1(t)−q1(t)p1(t)f1(t)+q2(t)p1(t)f1(t) = q1(t)+p1(t)(−q1(t)f1(t)+q2(t)f1(t)) ≡ q1(t)(mod p1(t)).

Àíàëîãè÷íî p(t) ≡ q2(t)(mod p2(t)).
Ïóñòü f(t) = p2(t)...pn(t) � ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ p2(t), ..., pn(t) . Òîãäà ìíîãî÷ëåíû

p1(t) è f(t) � âçîèìíî ïðîñòû. Â ñèëó äîêàçíîãî âûøå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g1(t), ÷òî

g1(t) ≡ 1(mod p1(t))

è
g1(t) ≡ 0(mod f(t)) ≡ 0(mod pi(t))

äëÿ ëþáîãî i = 2, ..., n. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû g2(t), ..., gn(t), ÷òî

gj(t) ≡ 1(mod pj(t))

è
gj(t) ≡ 0(mod pi(t)) ≡ 0(mod pi(t))

ïðè i 6= j.
Ïóñòü p(t) = q1(t)g1(t)+...+qn(t)gn(t). Òîãäà ìíîãî÷ëåí p(t) óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ

ëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî (Òåîðåìû). Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷èñêèé ìíîãî÷ëåí χ(t) ïðîåîá-

ðàçîâàíèÿ φ. Òîãäà χ(t) = (t − a1)
m1 ...(t − ak)

mk , ãäå a1, ..., ak � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ φ è m1, ..., mk � èõ êðàòíîñòü. Ïóñòü Vi = ker(φ− ai1)mi . Òîãäà

V = V1 ⊕ ...⊕ Vk � êîðíåâîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V,

ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî Vi èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ è ïðåîáðàçîâàíèå φ − ai1 äåé-
ñòâóåò íèëüïîòåíòíî íà ïîäïðîñòðàíñòâå Vi.

Ìíîã÷åíû (t − a1)
m1 , ..., (t − ak)

mk � ïîïàðíî âçîèìíî ïðîñòûå. Åñëè 0 ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ φ, òî ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p(t), ÷òî

p(t) ≡ ai(mod (t− ai)
mi).

Åñëè 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ φ, òî ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí p(t), ÷òî

p(t) ≡ ai(mod (t− ai)
mi), p(t) ≡ 0(mod t).

Ïîëîæèì q(t) = t− p(t). ßñíî, ÷òî p(t) q(t) � ìíîãî÷ëåíû áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.
Ïóñòü òåïåðü φs = p(φ) è φn = q(φ). Òîãäà, â ñèëó âûáîðà ìíîãî÷ëåíà p(t), îãðàíè÷åíèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ φs − ai1 íà ïîäïðîñòðàíñòâà Vi ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå
φn = φ− φs íà ïîäïðîñòðàíñòâà Vi ðàâíî φ− ai1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå φn äåé-
ñòâóåò íèëüïîòåíòíî íà ïîäïðîñòðàíñòâå Vi äëÿ ëþáîãî i = 1, ..., k. Òîãäà φs � ïîëóïðîñòîå
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ïðåîáðàçîâàíèå, à φn � íèëüïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî φs, φn � êîììóòè-
ðóþò.

Óòâåðæäåíèå 2 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñü. Ïîñêîëüêó p(t), q(t) � ìíîãî÷ëåíû
áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, òî òàêæå èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 3.

Ïóñòü φ = s + n � äðóãîå ðàçëîæåíèå, äëÿ êîòîðîãî s, n � êîììóòèðóþò. Òîãäà φ
êîììóòèðóåò ñ s è n. Ïîýòîìó φs êîììóòèðóåò ñ s è φn êîììóòèðóåò ñ n. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåîáðàçîâàíèå φs−s � ïîëóïðîñòîå, à φn−n � íèëüïîòåíòíî. Ïîñêîëüêó φs−s = φn−n,
òî φs = s è φn = n.

Ëåììà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ gl(V ) è x = xs + xn � ðàçëî-
æåíèå Æîðäàíà. Òîãäà ad x = ad xs + ad xn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà äëÿ ad x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó xn � íèëüïîòåíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî, ïî ëåììå 3.2.1 ïðå-
îáðàçîâàíèå ad xn � íèëüïîòåíòíî.

Ïóñòü v1, ..., vn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ xs èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä diag(a1, ..., an). Ïóñòü eij � ìàòðè÷íûå åäèíèöû â gl(V ), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå áàçèñó v1, ..., vn, ò.å. eij(vk) = δjkvi. Òîãäà

(ad xs(eij))(vk) = [xs, eij](vk) = xs(eij(vk)))− eij(xs(vk))) = δjkaivi − δjkakvi = δjk(ai − ak)vi.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ad xs(eij) = (ai − aj)eij. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ad xs èìååò äèàãîíàëüíûé âèä â áàçèñå eij. Ïîñêîëüêó [ad xs, ad xn] = ad [xs, xn] = 0, òî
ad x = ad xs + ad xn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà äëÿ ad x.

Ëåììà 3. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F , d � äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå àëãåáðû U è d = ds + dn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà. Òîãäà ds è dn � òàêæå
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ F . Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n äîêàæåì,

(d− (a + b) · 1)n(xy) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ U . Äëÿ n = 1 âñå î÷åâèäíî. Ïóñòü ôîðìóëà âåðíà äëÿ âñåõ k < n. Òîãäà

(d− (a + b) · 1)n(xy) = (d− (a + b) · 1)(
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−1−i(y))

=
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(d− a · 1)i+1(x)(d− b · 1)n−1−i(y) +

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y)

=
n∑

i=1

(
n− 1

i− 1

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y) +

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y)

=
n∑

i=0

(
n

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y).

Ïóñòü òåïåðü Ua è Ub � äâà êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ d, ñîîòâåñòâó-
þùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì a è b. Òîãäà äëÿ x ∈ Ua è y ∈ Ub ïîëó÷àåì,

(d− (a + b) · 1)n(xy) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(d− a · 1)i(x)(d− b · 1)n−i(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, (d− (a + b) · 1)n(xy) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïîýòîìó UaUb ⊆ Ua+b.
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Ïóñòü d = ds+dn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà è x ∈ Ua, y ∈ Ub. Òîãäà ds(x) = ax, ds(y) = by.
Òàê êàê xy ∈ Ua+b, òî ds(xy) = (a + b)xy. Ñëåäîâàòåëüíî,

ds(xy) = ds(x)y + xds(y).

Ïîñêîëüêó V � ñóììà êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî ds � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû U .
Òîãäà dn = d− ds � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû U .

4.3. Êðèòåðèé Êàðòàíà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæèì êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè àë-
ãåáðû Ëè â òåðìèíàõ ñëåäîâ åå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ëåììà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è A ⊆ B � ïîäïðîñòðàíñòâà â gl(V ). Ïîëîæèì
M = {x ∈ gl(V )|[x,B] ⊆ A}. Ïóñòü x ∈ M òàêîé ýëåìåíò, ÷òî Tr(xy) = 0 äëÿ ëþáîãî
y ∈ M . Òîãäà ýëåìåíò x � íèëüïîòåíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = s + n � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà x. Òîãäà ìàòðèöà
ïðåîáðàçîâàíèÿ s èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(a1, ..., am), â íåêîòîðîì áàçèñå v1, ..., vm

ïðîñòðàíñòâà V . Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E ïðîñòðàíñòâà F íàä ïîëåì ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè a1, .., am. Ïóñòü E∗ � äóàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ê E. Ââèäó êîíå÷íîìåðíîñòè E ðàâåíñòâî s = 0 ðàâíîñèëüíî E∗ = 0.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë èç E∗ è y � òàêîé ýëåìåíò èç gl(V ), ÷òî åãî
ìàòðèöà â áàçèñå v1, ..., vm èìååò âèä diag(f(a1), ..., f(am)). Ïóñòü eij � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
gl(V ), ñîîòâåñòâóùèé ìàòðè÷íûì åäèíèöàì â áàçèñå v1, ..., vm. Òîãäà â ëåììå 4.2.2 áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ad s(eij) = (ai−aj)eij. Àíàëîãè÷íî ad y(eij) = (f(ai)−f(aj))eij. Ïîñêîëüêó
ðàâåíñòâî ai − aj = ak − al âëå÷åò f(ai) − f(aj) = f(ak) − f(al), òî ïî èíòåðïîëÿöèîííîé
òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò ìíîã÷ëåí g(t) òàêîé, ÷òî g(ai − aj) = f(ai) − f(aj) äëÿ
i, j = 1, ..., m. Òîãäà ad y = g(ad s). ßñíî, ÷òî g(t) � ìíîã÷ëåí áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.
Àíàëîãè÷íî ýëåìåíò y ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò s. Ïîýòîìó y êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòîì x,
ò.å.yx = xy. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.2.1 y êîììóòèðóåò n. Ñëåäîâàòåëüíî, yn � íèëüïîòåíòåí.

Â ñèëó ëåììû 4.2.2 ad x = ad s + ad n � ðàçëîæåíèå Æàðäàíà ýëåìåíòà ad x. Ïîýòîìó
ïî òåîðåìå 4.2.1 ýëåìåíò ad s ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà îò
ýëåìåíòà ad x. Òîãäà ad y ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà îò ýëåìåíòà ad x. Ïî-
ñêîëüêó ad x(B) ⊆ A è A ⊆ B, òî ad y(B) ⊆ A. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ M è ïî ïðåäïîëîæåíèþ
T (xy) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Tr(xy) = Tr(sy) + Tr(ny) = Tr(sy) =
∑

i

aif(ai) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ê îáååì ÷àñòÿì ïîñëåäíèãî ðàâåíñòâà ôóíêöèîíàë f ïîëó÷èì
∑

i

f(ai)f(ai) = 0.

Òàê êàê f(a1), ..., f(am) � ðàöèîíàíàëüíûå ÷èñëà, òî âñå f(ai) = 0. Ïîýòîìó f = 0.
Òàêèì îáðàçîì, x � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò.
Ëåììà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è x, y, z ∈

gl(V ). Òîãäà
Tr([x, y]z) = Tr(x[y, z]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó÷àåì, ÷òî â àëãåáðå End(V ) ñïðà-
âåäëèâî

[y, x]z = [y, xz]− x[y, z].

Òàê êàê Tr([y, xz]) = 0, òî

Tr([x, y]z) = −Tr([y, x]z) = −Tr([y, xz]) + Tr(x[y, z]) = Tr(x[y, z]).
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Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé Êàðòàíà). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è L � ïîäàëãåáðà â gl(V ). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî Tr(xy) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L è y ∈ [L,L]. Òîãäà àëãåáðà L � ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Ýíãåëÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî x � ad-íèëüïîòåíòåí
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç [L, L]. Â ñèëó ëåììû 3.2.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî x � íèëü-
ïîòåíòåí äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç [L,L].

Â ëåììå 1 ïîëîæèì A = [L,L], B = L. Òîãäà

M = {x ∈ gl(V )|[x, L] ⊆ [L,L]}.

Ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ M .
Ïóñòü x, y ∈ L è z � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç M . Òîãäà â ñèëó ëåììû 2 Tr([x, y]z) =

Tr(x[y, z]). Ïîñêîëüêó [y, z] ∈ [L,L], òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû Tr(x[y, z]) = 0. Ïîýòîìó
Tr([x, y]z) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Tr(xz) = 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ [L,L] è z ∈ M . Òîãäà ïî
ëåìåå 1, x � íèëüïîòåíòåí äëÿ ëþáîãî x ∈ [L,L].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Tr(ad x ad y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ [L,L] è
y ∈ L. Òîãäà àëãåáðà L � ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäïðîñòðàíñòâî ad L � ïîäàëãåáðà â gl(L). Ïîñêîëüêó ad [a, b] =
[ad a, ad b], òî ïî óñëîâèþ ïîëäó÷àåì, Tr(ad x ad y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ [ad L, ad L] è y ∈ ad L.
Ïîýòîìó àëãåáðà ad L � ðàçðåøèìà. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1.1 àëãåáðà L � ðàçðåøèìà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Â gl(p, F ) ðàññìîòðèì ìàòðèöû

x =




0 1 0 ... ... 0
0 0 1 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... 1
1 ... ... ... ... 0




, y = diag(0, 1, 2, ..., p− 1).

Ïðîâåðèòü, ÷òî [x, y] = x. Êðîìå òîãî, x è y íå èìåþò îáùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.
2. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì F è D � äèôôåðåíöèðîâàíèå

àëãåáðû L. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L1 = L⊕ FD ñ óìíîæåíèåì

[x + αD, y + βD] = [x, y] + β(xD)− α(yD)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.
3. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0,

N � åå íàèáîëüøèé íèëüïîòåòíûé èäåàë è D � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû L. Äîêàçàòü,
÷òî LD ⊆ N .

4. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è N � íàè-
áîëüøèé íèëüïîòåòíûé èäåàë àëãåáðû L. Äîêàçàòü, ÷òî [L,Rad(L)] ⊆ N .
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Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè
$5. Ôîðìà Êèëëèíãà

5.1. Êðèòåðèé ïîëóïðîñòîòû. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà β, çàäàííàÿ íà L íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè

β([x, y], z) = β(x, [y, z])

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L. Ìíîæåñòâî

S = {x ∈ L|β(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ôîðìû β. Êàê ëåãêî âèäåòü, ÿäðî àññîöèàòèâíîé ôîðìû åñòü èäåàë
àëãåáðû L. Ôîðìà β íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ÿäðî ôîðìû ðàâíî 0. Ïóñòü e1, ..., en

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà ôîðìà β íåâûðîæäåííà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ìàòðèöà (χ(ei, ej)) íåâûðîæäåííà.

Ïóñòü x, y ∈ L. Òîãäà ïîëîæèì

χ(x, y) = Tr(ad x ad y).

Òîãäà χ � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Â ñèëó ëåììû 4.3.2 χ([x, y], z) = χ(x, [y, z])
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L, ò.å. ôîðìà χ àññîöèàòèâíà. Ôîðìà χ íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Êèëëèíãà.

Âû÷èñëèì ôîðìó Êèëëèíãà àëãåáðû sl(2, F ). Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ x, h, y
àëãåáðû sl(2, F ). Òîãäà

ad h = diag(2, 0− 2), ad x =




0 0 0
−2 0 0

0 1 0


 , ad y =




0 −1 0
0 0 2
0 0 0


 .

Ïîýòîìó ìàòðèöà ôîðìû χ ðàâíà




0 0 4
0 8 0
4 0 0


. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí -128.

Ïîýòîìó, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ðàâíà 2, òî ôîðìà χ � íåâûðîæäåííà.
Ëåììà 1. Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû L, χ � ôîðìà Êèëëèíãà íà L è χI � ôîðìà

Êèëëèíãà àëãåáðû I. Òîãäà χ|I×I = χI , ãäå χ|I×I îãðàíè÷åíèå χ íà I × I.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, ..., ek � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà I. Äîïîëíèì åãî ýëåìåíòàìè

ek+1, ..., en äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L. Ïóñòü x, y ∈ I. Òîãäà ad xad y : L 7→ I. Ìàòðèöà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ad xad y â áàçèñå e1, ..., en èìååò âèä

(
A 0
B 0

)
, ãäå A � ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ad xad y íà I â áàçèñå e1, ..., ek. Ïîýòîìó

Tr(ad x ad y|I) = Tr(ad x ad y).

Ñëåäîâàòåëüíî, χ(x, y) = χI(x, y).
Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Ëè L ïîëóïðîñòà, åñëè Rad(L) = 0. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðàäè-

êàëà Rad(L) ïîëó÷àåì, ÷òî L � ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L íå ñîäåðæèò
íåíóëåâûõ àáåëåâûõ èäåàëîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòå-
ðèñòèêè 0. Àëãåáðà L ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìà Êèëëèíãà χ íà L
íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ÿäðî ôîðìû χ. Òîãäà χ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ S è y ∈
L. Ïîýòîìó χ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ S è y ∈ [S, S]. Ïóñòü ad S � ïîäïðîñòðàíñòâî,
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ïîðîæäåííîå â gl(L) ïðåîáðàçîâàíèÿìè ad s, ãäå s ∈ S. Òîãäà Tr(ab) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ ad S
è b ∈ [ad S, ad S]. Ïîýòîìó, ïî êðèòåðèþ Êàðòàíà, àëãåáðà ad S � ðàçðåøèìà. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 3.1.1 àëãåáðà S � ðàçðåøèìà. Ïîñêîëüêó S � èäåàë àëãåáðû L, òî S ⊆
Rad(L). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè àëãåáðà L ïîëóïðîñòà, òî ôîðìà χ � íåâûðîæäåííà.

Ïóñòü òåïåðü χ � íåâûðîæäåííà. Ïîêàæåì, ÷òî L íå ñîäåðæèò àáåëåâûõ èäåàëîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I � àáåëåâ èäåàë àëãåáðû L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x, y � ïðîèç-

âîëüíûå ýëåìåíòû èç I è èç L ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ad xad y : L 7→ I. Ïîñêîëüêó

(ad xad y)2(L) ⊆ (ad xad y)(I) ⊆ [x, I] = 0,

òî (ad xad y)2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Tr(ad xad y) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî I ⊆ S. Òîãäà
I = 0.

5.2. Ðàçëîæåíèå ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè. Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå ïðÿìîé
ñóììû àëãåáð Ëè. Ïóñòü L1, ..., Ln � àëãåáðû Ëè. Ðàññìîòðèì L = L1⊕ ...⊕Ln � ïðÿìóþ
ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà çàäàäèì íà L îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ, ò.å.

[x1 + ... + xn, y1 + ... + yn] = [x1, y1] + ... + [xn, yn],

ãäå [xi, yi] � ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ xi, yi â àëãåáðå Li. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
òàêèì îáðàçîì àëãåáðà, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè. Ïîäïðîñòðàíñòâà L1, ..., Ln ÿâëÿþòñÿ èäå-
àëàìè â L è [Li, Lj] = 0 äëÿ i 6= j. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà L ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé èäåàëîâ L1, ..., Ln.

Ëåììà 1 (Øóðà). Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è χ � ôîðìà Êèëëèíãà L. Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû L è I⊥ =
{r ∈ I|χ(r, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ I}. Òîãäà I⊥ � èäåàë â L è I ∩ I⊥ � ðàçðåøèìûé èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ôîðìû χ ïîëó÷àåì, ÷òî I⊥ � èäåàë â L.
Êðîìå òîãî,

χ(I ∩ I⊥, I ∩ I⊥) = 0.

Òîãäà Tr(ad xad y) = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ I ∩ I⊥ è ïî ñëåäñòâèþ 4.3.1, àëãåáðà I ∩ I⊥ �
ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Òîãäà àëãåáðà L � ïîëóïðîñòà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â
L ñóùåñòâóþò ïðîñòûå èäåàëû L1, ..., Ln, ÷òî L = L1⊕ ...⊕Ln. Áîëåå òîãî, ëþáîé ïðîñòîé
èäåàë I àëãåáðû L ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç L1, ..., Ln.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà L � ïîëóïðîñòà. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.1
åå ôîðìà Êèëëèíãà χ � íåâûðîæäåííà. Åñëè L íå ñîäåðæèò èäåàëîâ, òî âñå äîêàçàíî.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â L ñîäåðæèòñÿ èäåàë L1 ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïî
ëåììå 1 L1 ∩ L⊥1 � ðàçðåøèìûé èäåàë â L. Ñëåäîâàòåëüíî, L1 ∩ L⊥1 = 0 è L = L1 ⊕ L⊥1 �
ïðÿìàÿ ñóììà èäåàëîâ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé èäåàë àëãåáðû L1 ñîîòâåòñòâåííî, L⊥1
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû L. Ïîýòîìó L1 � ïðîñòàÿ àëãåáðà è L⊥1 � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà.
Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè àëãåáðû L ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà L⊥1 � ïðÿìàÿ ñóììà
ïðîñòûõ èäåàëîâ L2, ..., Ln. Â ýòîì ñëó÷àå L � ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ èäåàëîâ L1, L2, ..., Ln.
Ïóñòü I � ïðîñòîé èäåàë àëãåáðû L. Òàê êàê àëãåáðà L � ïîëóïðîñòà, òî [I, L] 6= 0. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i, ÷òî [I, Li] 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I = [I, Li] = Li.

Îáðàòíî, ïóñòü L � ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ èäåàëîâ L1, ..., Ln. Ââèäó àññîöèàòèâíîñòè
ôîðìû χ, [Li, Li] = Li è [Li, Lj] = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

χ(Li, Lj) = χ([Li, Li], Lj) = χ(Li, [Li, Ij]) = 0

äëÿ i 6= j. Ôîðìà Êèëëèíãà χi àëãåáðû Li íåâûðîæäåííà. Òîãäà â ñèëó ëåììû 5.1.1 ôîðìà
χ � íåâûðîæäåííà. Ïî òåîðåìå 5.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè àëãåáðà L ïîëóïðîñòà, òî L = [L,L] è íåíóëåâûå ãîìîìîðôíûå
îáðàçû àëãåáðû L � ïîëóïðîñòûå àëãåáðû. Êàæäûé èäåàë â àëãåáðå L åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ïðîñòûõ èäåàëîâ àëãåáðû L.

5.3. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè. Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè.
Òîãäà, ââèäó óïðàæíåíèÿ 1 èç ïàðàãðàôà 2, ïðîñòðàíñòâî ad L � èäåàë àëãåáðû Ëè Der(L),
à èìåííî

[d, ad x] = ad d(x) äëÿ âñåõ x ∈ L, d ∈ Der(L).

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Òîãäà ad L = Der(L), ò.å. êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
àëãåáðû L � âíóòðåííåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = ad L. Òàê êàê àëãåáðà L � ïîëóïðîñòà, òî ïðèñîåäèíåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ad : L 7→ I ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáð. Ïîýòîìó àëãåáðà I � ïîëó-
ïðîñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå ôîðìà Êèëëèíãà χI � íåâûðîæäåííà. Ïî ëåììå 5.1.1,
ôîðìà χI ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà I × I ôîðìû Êèëëèíãà χ àëãåáðû Der(L).

Ïóñòü e1, ..., en � áàçèñ I è f1, ..., fn � åãî äóàëüíûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ôîðìû χI .
Åñëè I⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå I îòíîñèòåëüíî χ, òî äëÿ x ∈ Der(L) ýëåìåíò x −∑n

i=1 χ(x, ei)fi ∈ I⊥. Ïîêàæåì, ÷òî I⊥ = 0.
Ïî ëåììå 5.2.1, I⊥∩I � ðàçðåøèìûé èäåàë â I. Ñëåäîâàòåëüíî, I⊥∩I = 0 ââèäó òåîðåìû

5.1.1. Ïóñòü d ∈ I⊥. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ L ïîëó÷àåì, ÷òî ad d(y) = [ad y, d] ∈ I⊥ ∩ I = 0.
Ïîýòîìó d(y) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî, I⊥ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ad L = Der(L).

5.4 Àáñòðàêòíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ ïîëóïðîñòàÿ
àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïóñòü x ∈ ad L. Òîãäà
ad x = (ad x)s + (ad x)n � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà äëÿ ýëåìåíòà ad x â End(L). Ïî ëåììå
4.2.3 èìååì (ad x)s, (ad x)n ∈ Der(L). Â ñèëó òåîðåìû 5.3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî (ad x)s = ad s è
(ad x)n = ad n äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ s, n ∈ L. Ïîñêîëüêó ad [s, n] = [ad s, ad n] = 0, òî
[s, n] = 0. Ïîñêîëüêó ad x = ad s + ad n è L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, òî x = s + n. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíûì ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû L
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

2. Àëãåáðà Ëè L ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [L,L] ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ôîðìû
Êèëëèíãà.

3. Ïóñòü L � äâóìåðíàÿ íåàáåëåâà àëãåáðà Ëè. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû
L íå ðàâíà íóëþ.

4. Âû÷èñëèòü äåòåðìèíàò ôîðìû Êèëëèíãà àëãåáðû sl(3, F ) â áàçèñå h1, h2, eij, i 6= j.
5. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà áåç íåíóëåâûõ èäåàëîâ ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì

(ò.å. äëÿ êîòîðûõ I2 = 0). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A îáëàäàåò íåâûðîæäåííîé àññîöèàòèâ-
íîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, òî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû
ïðîñòûõ èäåàëîâ A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak, ãäå AiAj = 0, i 6= j.
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$6. Ìîäóëè è èõ ïîëíàÿ ïðèâîäèìîñòü
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé Ëè è ïîêàæåì, êàê

ñâÿçàíû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè è ìîäóëè.
6.1. Ìîäóëü Ïóñòü L � àëãåáðà Ëè. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ L-ìîäóëåì,

åñëè íà V çàäàíî äåéñòâèå L×V 7→ V , ò.å (x, v) 7→ x · v, àëãåáðû L, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(Ì1) (ax + by) · v = a(x · v) + b(y · v),
(Ì2) x · (av + bu) = a(x · v) + b(x · u),
(Ì3) [x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v), ãäå x, y ∈ L, v, u ∈ V , a, b ∈ F .
Ïóñòü φ : L 7→ gl(V ) � ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè. Îïðåäåëèì äåéñòâèå àëãåáðû L íà

V , ïîëàãàÿ x·v = φ(x)(v). Òîãäà, îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ, ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ L-
ìîäóëåì. Îáðàòíî, åñëè V � L-ìîäóëü, òî îòîáðàæåíèå φ : L 7→ gl(V ), çàäàííîå ïðàâèëîì
x · v = φ(x)(v), ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû L.

Ïîäïðîñòðàíñòâî L-ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëåì, åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ àëãåáðû L. Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî è ñàìî V ÿâëÿþòñÿ
ïîäìîäóëÿìè ìîäóëÿ V . Ïóñòü V , W � L-ìîäóëè. Òîãäà îòîáðàæåíèå φ : V 7→ W íàçû-
âàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì L-ìîäóëåé, åñëè φ(x · v) = x · φ(v). ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà
ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì. Ãîìîìîðôèçì φ : V 7→ W L-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì, åñëè åãî ÿäðî ðàâíî íóëþ è φ(V ) = W .

Ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îí ñîäåðæèò òîëüêî äâà ïîäìîäóëÿ: íóëåâîé
è ñàì V . Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà ñòðóêòóðà L-ìîäóëÿ, áóäåì ñ÷èòàòü
íåïðèâîäèìûì L-ìîäóëåì. Ïðåäñòàâëåíèå φ : L 7→ gl(V ) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó L-ìîäóëü íåïðèâîäèì.

Ïóñòü V è W � äâà L-ìîäóëÿ. Íà ïðÿìîé ñóììå U = V ⊕W âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
V è W îïðåäåëèì äåéñòâèå àëãåáðû L, ïîëàãàÿ x · (v +w) = x · v +x ·w, ãäå v ∈ V , w ∈ W .
Òîãäà V ⊕W ÿâëÿåòñÿ L-ìîäóëåì. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî U� ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé.
Äàííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî îáîáùèòü íà ëþáîå ñåìåéñòâî L-ìîäóëåé.

Ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâî-
äèìûõ ìîäóëåé.

Ëåììà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì è ïðåäñòàâëåíèå φ : L 7→ gl(V ) íåïðèâîäèìî. Òîãäà òîëüêî ñêàëÿðíûå
ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò ñî âñåìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè φ(x), ãäå
x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå φ � íåïðèâîäèìî, òî V íå èìååò ñîáñòâåí-
íûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé φ(x), ãäå x ∈ L.

Ïóñòü g � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V , êîììóòèðóþùåå ñî âñåìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè φ(x), ãäå x ∈ L. Ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ g è Vα �
ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ v ∈ Vα è x ∈ L èìååì

g(φ(x)(v)) = φ(x)(g(v)) = αφ(x)(v).

Ïîýòîìó φ(x)(v) ∈ Vα. Ñëåäîâàòåëüíî, Vα � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî
âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé φ(x), ãäå x ∈ L. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Vα = V . Òàêèì îáðàçîì, g �
ñêàëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü îäíè L-ìîäóëåé èç äðóãèõ.
Îïðåäåëèì íà ïîëå F ñòðóêòóðó L-ìîäóëÿ, ïîëàãàÿ x ·1 = 0. Òîãäà äàííîå äåéñòâèå çàäàåò
ñòðóêòóðó L-ìîäóëÿ íà F .

Ïóñòü V , W � L- ìîäóëè. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå HomF (V,W ) äåéñòâèå àëãåáðû
L, ïîëàãàÿ (x · g)(v) = x · g(v)− g(x · v). Òîãäà äëÿ x, y ∈ L èìååì

([x, y] · g)(v) = [x, y] · g(v)− g([x, y] · v) = x · (y · g(v))− y · (x · g(v))− g(x · (y · v))+ g(y · (x · v))
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= x·(y ·g(v))−x·g(y ·v)−y ·(x·g(v))+y ·g(x·v)+x·g(y ·v)−g(x·(y ·v))+g(y ·(x·v))−y ·g(x·v)

= x · ((y · g)(v))− y · ((x · g)(v)) + (x · g)(y · v)− (y · g)(x · v) = (x · (y · g)− y · (x · g))(v).

Ïîýòîìó [x, y] · g = x · (y · g)− y · (x · g). Ñëåäîâàòåëüíî, HomF (V,W ) ÿâëÿåòñÿ L-ìîäóëåì.
Ïóñòü V ∗ � äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ V . Òîãäà V ∗ = HomF (V, F ). Ïîýòîìó

V ∗ ÿâëÿåòñÿ L-ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (x · f)(v) = −f(x · v).
6.2. Ýëåìåíò Êàçèìèðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåá-

ðà Ëè è φ : L 7→ gl(V ) � ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L, ãäå V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà íà L ìîæíî îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó
β(x, y) = Tr(φ(x)φ(y)). Â ñèëó ëåììû 4.3.2 ôîðìà β � àññîöèàòèâíà. Ïîýòîìó ÿäðî S
ôîðìû β ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû L. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå φ � òî÷íîå, ò.å. Ker φ = 0.
Òîãäà S ∼= φ(S) � èçîìîðôèçì àëãåáð. Ïî êðèòåðèþ Êàðòàíà àëãåáðà S � ðàçðåøèìà.
Åñëè àëãåáðà L � ïîëóïðîñòà, òî S = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà β � íåâûðîæäåííà.

Ïóñòü β � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àññîöèàòèâíàÿ áèëèíåéíàÿ
ôîðìà íà L. Òîãäà äëÿ áàçèñà x1, ..., xn àëãåáðû L ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííûé áàçèñ y1, ..., yn,
ò.å. β(xi, yj) = δij, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïóñòü x ∈ L. Òîãäà [x, xi] =
∑n

j=1 aijxj è [x, yi] =
∑n

j=1 bijyj. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè
ôîðìû β ïîëó÷àåì,

aik =
∑

j

aijβ(xj, yk) = β([x, xi], yk) = −β(xi, [x, yk]) = −
∑

j

bkjβ(xi, yj) = −bki.

Äëÿ àëãåáðû Ëè L è åå ïðåäñòàâëåíèÿ φ : L 7→ gl(V ) ïîëîæèì cφ(β) =
∑

i φ(xi)φ(yi),
ãäå x1, ..., xn è y1, ..., yn � äâîéñòâåííûå áàçèñû îòíîñèòåëüíî ôîðìû β. Òîãäà cφ ∈ End(V ).
Ïîñêîëüêó φ � ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè, òî

[φ(x), φ(xi)] =
n∑

j=1

aijφ(xj), [φ(x), φ(yi)] =
n∑

j=1

bijφ(yj).

Çàìåòèì, ÷òî â àëãåáðå End(V ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[x, yz] = y[x, z] + [x, y]z.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ L èìååì

[φ(x), cφ(β)] =
∑

i

φ(xi)[φ(x), φ(yi)]+
∑

i

[φ(x), φ(xi)]φ(yi) =
∑
ij

bijφ(xi)φ(yj)+
∑
ij

aijφ(xj)φ(yi)

=
∑
ij

(bij + aji)φ(xi)φ(yj) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå cφ(β) êîììóòèðóåò ñ êàæäûì ïðåîáðàçîâàíèåì
φ(x), ãäå x ∈ L.

Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè è φ : L 7→ gl(V ) � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
L.Òîãäà β(x, y) = Tr(φ(x)φ(y)) � íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àññîöèàòèâíàÿ áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà. Ïîëîæèì cφ = cφ(β). Òîãäà

Tr(cφ) =
∑

i

Tr(φ(xi)φ(yi)) =
∑

i

β(xi, yi) = dim L.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå cφ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì Êàçèìèðà ïðåäñòàâëåíèÿ φ.
Åñëè ïðåäñòàâëåíèå φ � íåïðèâîäèìî è F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî ïî

ëåììå Øóðà cφ � ñêàëÿðíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ V ïîëó÷àåì,
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cφ(v) = αv, ãäå α ∈ F . Ïîýòîìó Tr(cφ) = α dim V . Ñëåäîâàòåëüíî, α = dim L/ dim V, ò.å.
cφ(v) = (dim L/ dim V )v.

Ðàññìîòðèì èçëîæåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ íà ïðèìåðå àëãåáðû sl(2, F ). Ïóñòü L =
sl(2, F ), V = F 2 � ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû 2 è φ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå L â
gl(V ). Òîãäà β(u,w) = Tr(uv). Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå ðàâíà 2, òî ôîðìà β �
íåâûðîæäåííà íà L. Ïóñòü x, h, y � ñòàíäàðòíûé áàçèñ àëãåáðû L. Òîãäà äâîéñòâåííûì ê
íåìó áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ áàçèñ y, 1

2
h, x. Ïîýòîìó

cφ = xy +
1

2
h2 + yx =

(
3/2 0
0 3/2

)
= (dim L/ dim V )

(
1 0
0 1

)
.

Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå φ : L 7→ gl(V ) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Òîãäà, ïî ñëåäñòâèþ 5.2.1 Ker φ � ïðÿìàÿ
ñóììà ïðîñòûõ èäåàëîâ àëãåáðû L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L′ � ñóììó îñòàëüíûõ ïðîñòûõ èäå-
àëîâ àëãåáðû L. Òîãäà L = L′⊕Ker φ. Îãðàíè÷åíèå φ íà L′ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëå-
íèåì àëãåáðû L′ è φ(L) = φ(L′).

6.3.Òåîðåìà Âåéëÿ. Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïóíêòà
äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðîíå ïðîñòðàíñòâî φ : V 7→ V � ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì φ2(V ) = φ(V ). Òîãäà V = φ(V )⊕ ker φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç V . Òîãäà φ(x) ∈ φ(V ) = φ2(V ).
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ V , ÷òî φ(x) = φ(φ(y)). Ñëåäîâàòåëüíî, φ(x− φ(y)) = 0, ò.å.
x − φ(y) ∈ ker φ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî V = φ(V ) + ker φ. Ïîñêîëüêó dim V = dim φ(V ) +
dim ker φ, òî V = φ(V )⊕ ker φ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � íåíóëåâîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè 0, è φ : L 7→ gl(V) � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîìåðíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû
Ëè. Òîãäà φ � âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé L-ïîäìîäóëü W ìîæíî äîïîëíèòü
L-ïîäìîäóëåì U äî âñåãî V , ò.å. V = U ⊕W .

Ïóñòü ñíà÷àëà W � L−ïîäìîäóëü â V êîðàçìåðíîñòè îäèí. Òîãäà ôàêòîð-ìîäóëü V/W
îäíîìåðíûé, è ýëåìåíòû àëãåáðû L äåéñòâóþò íà V/W óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð. Ïóñòü v
� ïîðîæäàþùèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V/W è x, y ∈ L Òîãäà x · v = av è y · v = bv, ãäå
a, b ∈ F . Ïîýòîìó

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v) = a(bv)− b(av) = 0.

Ïîñêîëüêó L = [L,L], òî L äåéñòâóåò íà V/W òðèâèàëüíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W èìååò ñîáñòâåííûé L−ïîäìîäóëü W ′. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-

ìîäóëü V/W ′. Òîãäà W/W ′ � L−ïîäìîäóëü â V/W ′ êîðàçìåðíîñòè îäèí. Èíäóêöèåé ïî
ðàçìåðíîñòè V ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V/W ′ = U/W ′ ⊕W/W ′, ãäå U/W ′ � L−ïîäìîäóëü â
V/W ′. Òîãäà U � L−ïîäìîäóëü â V è W ′ � åãî L−ïîäìîäóëü êîðàçìåðíîñòè îäèí. Ïî-
ýòîìó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè U = X ⊕W ′, ãäå X � L−ïîäìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,
V = X + W . Òàê êàê dim V = dim U + dim W − dim W ′ è dim U = dim X + dim W ′, òî
dim V = dim X +dim W . Òîãäà ïîëó÷àåì, V = X⊕W . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
L-ïîäìîäóëü W íåïðèâîäèì. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî L äåéñòâóåò
òî÷íî íà V . Ðàññìîòðèì ýëåìåíò Êàçèìèðà c ïðåäñòàâëåíèÿ φ. Òîãäà, â ñèëó ïóíêòà 6.2,
ïîëó÷àåì c(x · v) = x · c(v) äëÿ ëþáûõ x ∈ L è v ∈ V . Ñëåäîâàòåëüíî, c(W ) è Ker c � L-
ïîäìîäóëè L-ìîäóëÿ V . ßñíî, ÷òî c(W ) ⊆ W . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî c(W ) = 0,
ëèáî c(W ) = W . Ïîñêîëüêó L äåéñòâóåò íà V/W òðèâèàëüíî, òî c èíäóöèðóåò íà V/W
íóëåâîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó c(V ) ⊆ W . Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòà 6.2, Tr(c) 6= 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, c(V ) 6= 0. Òàê êàê ìîäóëü W � íåïðèâîäèì, òî c(V ) = W . Ïîñêîëüêó
dim V/W = 1, òî èç âêëþ÷åíèÿ W ⊆ ker c ñëåäóåò, ÷òî c(V ) = W = ker c. Òîãäà dim V = 2
è dim c(V ) = dim ker c = 1. Ïóñòü u, v � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è v ∈ ker c. Âû÷èñëÿÿ
ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ c â ýòîì áàçèñå è åå ñëåä ïîëó÷èì, Tr(c) = 0, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ïóíêòó 6.2. Ñëåäîâàòåëüíî, W 6⊆ ker c. Ïîýòîìó c(W ) = W . Òàê êàê c(V ) = W ,
òî c(V ) = c2(V ). Ïî äîêàçàííîé âûøå ëåììå ïîëó÷àåì, V = W ⊕ ker c.

Ïóñòü òåïåðü W � ïðîèçâîëüíûé L-ïîäìîäóëü â V . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî
Hom(V,W ). Â ñèëó ïóêòà 6.2. Hom(V,W ) ÿâëÿåòñÿ L-ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

(x · f)(v) = x · f(v)− f(x · v).

Ïóñòü

P = {f ∈ Hom(V, W )|f |W = aE , ãäå a ∈ F è E � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà W}.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ P è w ∈ W èìååì

(x · f)(w) = x · f(w)− f(x · w) = a(x · w)− a(x · w) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, P � L−ìîäóëü. Ïóñòü

Q = {f ∈ Hom(V, W )|f |W = 0}.
Òîãäà Q � L−ïîäìîäóëü â P . Êðîìå òîãî, L·P ⊆ Q. Åñëè f, g ∈ P , òî f |W = aE è g|W = bE .
Ñëåäîâàòåëüíî, (bf − ag)|W = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî dim P/Q = 1. Ïî äîêàçàííîìó
âûøå P = T ⊕ Q, ãäå T � îäíîìåðíûé L-ïîäìîäóëü ñ ïîðîæäàþùèì f . Óìíîæàÿ f íà
ïîäõîäÿùèé ñêàëÿð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f |W = E . Ïîñêîëüêó x·f = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L, òî
f � L-ãîìîìîðôèçì. Òîãäà Ker f ÿâëÿåòñÿ L-ìîäóëåì è W ∩Ker f = 0 òàê êàê f |W = E .
Åñëè v ∈ V , òî f(v) ∈ W è f(f(v)) = f(v). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v − f(v) ∈ Ker f . Òàêèì
îáðàçîì, V = W ⊕Ker f.

6.4. Åùå ðàç îá àáñòðàêòíîì ðàçëîæåíèè Æîðäàíà. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F è L � ïîëóïðîñòàÿ ïî-
äàëãåáðà Ëè â gl(V ). Ïóñòü x ∈ L è x = xs + xn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà x íà
ïîëóïðîñòóþ è íèëüïîòåòíûå ÷àñòè. Âîçíèêàåò âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî xs, xn ∈ L? Åñëè ýòî
òàê, òî èç àáðñòðàêòíîãî ðàçëîæåíèÿ x = s+n ñëåäóåò xs = s è xn = n. Öåëü ýòîãî ïóíêòà
äîêàçàòü, ÷òî xs, xn ∈ L.

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà Ëè è A � ïîäàëãåáðà â L. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî

NL(A) = {x ∈ L|[x, a] ∈ A äëÿ ëþáîãî a ∈ A}
íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ïîäàëãåáðû A â L. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A ⊆ NL(A) è NL(A)
� ïîäàëãåáðà â L. Áîëåå òîãî, A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì NL(A).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0 è L � ïîëóïðîñòàÿ ïîäàëãåáðà Ëè â gl(V ). Òîãäà
L ñîäåðæèò ïîëóïðîñòóþ è íèëüïîòåíòíóþ ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà ëþáîãî ýëåìåíòà
x èç L

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L è x = xs + xn � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà. Òîãäà ïî ëåììå
4.2.2 ad x = ad xs + ad xn � ðàçëîæåíèå Æàðäàíà, çäåñü ad � îòîðáðàæåíèå â gl(V ). Òàê
êàê [x, L] ⊆ L, òî èç ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà ïîëó÷àåì, [xs, L] ⊆ L è [xn, L] ⊆ L.
Ïîýòîìó xs, xn ∈ N = Ngl(V )(L).

Ïóñòü W � ïðîèçâîëüíûé L-ïîäìîäóëü â V . Òîãäà ïîëîæèì

LW = {y ∈ gl(V )|y(W ) ⊆ W è Tr(y|W ) = 0}.
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Òàê êàê àëãåáðà L ïîëóïðîñòà, òî L = [L,L]. Ïîýòîìó Tr(y|W ) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ LW . Èç ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà ïîëó÷àåì, ÷òî xn ∈ Lw è
xs ∈ LW . Ïîëîæèì

A = N ∩ (∩W⊆V LW ),

ãäå W � L-ïîäìîäóëü â V . ßñíî, ÷òî xs, xn ∈ A, L ⊆ A è A � ïîäàëãåáðà â gl(V ). Ïîýòîìó
[A,L] ⊆ A. Òîãäà A � L-ìîäóëü è ïî òåîðåìå Âåéëÿ ïîëó÷àåì A = L ⊕ B, ãäå B �
L-ïîäìîäóëü â A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

[B, L] ⊆ L ∩B = 0.

Ïóñòü y ∈ B. Òîãäà y êîììóòèðóåò ñî âñåìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç L. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå Øóðà ïðåîáðàçîâàíèå y äåéñòâóåò êàê ñêàëÿð íà íåïðèâîäèìûì L-ïîäìîäóëå W
èç V , à òàê êàê Tr(y|W ) = 0, òî y(W ) = 0. Ïî òåîðåìå Âåéëÿ V � ñóììà íåïðèâîäèìöûõ
L-ïîäìîäóëåé. Ïîýòîìó y(V ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = 0. Òàêèì îáðàçîì, B = 0 è L = A.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî xs, xn ∈ L.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëäãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è φ : L 7→ gl(V ) � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Åñëè x = s + n � àáñòðàêòíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà x ∈ L, òî φ(x) = φ(s) + φ(n)
� ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà φ(x) â gl(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = s + n � àáñòðàêòíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà x ∈ L.
Òîãäà ïðåîáðàçîâàèíå ad s � ïîëóïðîñòî. Ïóýòîìó L èìååò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ïðåîáðàçîâàèíå ad s. Òàê êàê àëãåáðà φ(L) èçîìîðôíà L, òî ad φ(s) � ïîëóïðîñòîå ïðå-
îáðàçîâàèíå àëãåáðû φ(L). Àíàëîãè÷íî ad φ(n) � íèëüïîòåíòíîå ïðåîáðàçîâàèíå. Òàê êàê
ïðåîáðàçîâàíèÿ ad φ(s) è ad φ(n) êîììóòèðóþò, òî ad φ(x) = ad φ(s) + ad φ(n) � ðàçëîæå-
íèå Æîðäàíà ýëåìåíòà φ(x). Ïîýòîìó φ(x) = φ(s)+φ(n) � ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ýëåìåíòà
φ(x).
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�9. Ñèñòåìû êîðíåé. Ïðîñòûå êîðíè.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû êîðíåé

9.1. Ñèñòåìû êîðíåé. Â ïàðàãðàôå 8 ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäîé ïàðå (L, H), ãäå L �
ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòå-
ðèñòèêè 0, à H � ìàêñèìàëüíàÿ òîðè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà L, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïàðó (Φ, E),
ãäå Φ � ñèñòåìà êîðíåé àëãåáðû L îòíîñèòåëüíî H è E � êîíå÷íîìåðíî åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ (a) �
(d) òåîðåìû 8.5.1.

Ïóñòü òåïåðü E � ïðèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì ( , ). Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, ..., el ïðîñòðàíñòâà E. Ïóñòü α = r1e1+ ...+rlel è
β = s1e1 + ...+slel. Îïðåäåëèì íà E îòíîøåíèå ïîðÿäêà Â, ïîëàãàÿ α Â β, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî 1 ≤ k ≤ l, ÷òî r1 = s1, ..., rk−1 = sk−1, à rk > sk. Áóäåò ïèñàòü, ÷òî α ≺ β, åñëè
β Â α.

Ïðåäëîæåíèå 1. (a) Îòíîøåíèå Â ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà E, ò.å. äëÿ α, β ∈
E âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ ñîîòíîøåíèé α Â β, α = β, α ≺ β.

(b) Åñëè α Â β, òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ E èìååì α + γ Â β + γ.
(c) Åñëè α Â β, òî rα Â rβ äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r ∈ R è −α ≺ −β.
Äëÿ ýëåìåíòîâ α, β ∈ E ïîëîæèì

〈β, α〉 =
2(β, α)

(α, α)
.

Òîãäà êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Φ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé,
à åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè, åñëè

(1) Ìíîæåñòâî Φ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî E è íå ñîäåðæèò 0.
(2) Åñëè α ∈ Φ, òî −α ∈ Φ è ñðåäè ïðîèçâåäåíèÿ êîðíÿ α íà ñêàëÿð êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ

òîëüêî ±α.
(3) Åñëè α, β ∈ Φ, òî 〈α, β〉 ∈ Z.
(4) Åñëè α, β ∈ Φ, òî β − 〈β, α〉α ∈ Φ.
Ïîñêîëüêó E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà, òî ìåæäó âåêòîðàìè α, β ∈ E îïðåäåëåí óãîë

θ, ïðè ýòîì (α, β) = ||α||||β|| cos θ, çäåñü ||α|| � äëèíà âåêòîðà α â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
E. Òîãäà

〈β, α〉 =
2(β, α)

(α, α)
= 2

||β||
||α|| cos θ.

Ïîýòîìó 〈β, α〉〈α, β〉 = 4 cos2 θ. Òàê êàê 0 ≤ cos2θ ≤ 1, òî 0 ≤ 〈β, α〉〈α, β〉 ≤ 4. Ââèäó
óñëîâèÿ (3) äëÿ α 6= ±β è ||β||2 ≥ ||α||2 èìååì ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè îòðîæåííûå â
òàáëèöå

〈α, β〉 〈β, α〉 θ ||β||2/||α||2
0 0 π/2 �
1 1 π/3 1
-1 -1 2π/3 1
1 2 π/4 2
-1 -2 3π/4 2
1 3 π/6 3
-1 -3 5π/6 3

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü α, β � íå ïðîïîðöèîíàëüíûå äðóã äðóãó êîðíè. Åñëè (α, β) >
0, òî α− β � êîðåíü. Åñëè (α, β) < 0, òî α + β � êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî, åñëè êîðåíü β
çàìåíèòü íà −β.
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Ïóñòü (α, β) > 0. Òîãäà ëèáî 〈α, β〉 = 1, ëèáî 〈β, α〉 = 1. Åñëè 〈α, β〉 = 1, òî ïî (4)

α− β = α− 〈α, β〉β ∈ Φ.

Åñëè 〈β, α〉 = 1, òî ïî (4) è ïî (2), α− β ∈ Φ.
Ïóñòü α è β � êîðíè èç Φ. Ðàññìîòðèì α � ñåðèþ, ïîðîæäåííóþ êîðíåì β, ò.å. ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé âèäà β + iα, ãäå i ∈ Z. Ïóñòü r, q � íàèáîëüøèå íåòðèöàòåëüíûå
öèëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ β − rα ∈ Φ, β + qα ∈ Φ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà i, −r ≤ i ≤ q ýëåìåíò β + iα ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì. Êðîìå òîãî, r − q = 〈β, α〉. Äëèíà ëþáîé α-ñåðèè, ïîðîæäåííîé êîðíåì β, íå
ïðåâîñõîäèò 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i � òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî −r ≤ i ≤ q è β + iα 6∈ Φ. Òîãäà â
îòðåçêè [−r, q] íàéäóòüñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà p, s, ÷òî p < s, β + pα ∈ Φ, β + (p + 1)α 6∈ Φ,
β+(s−1)α 6∈ Φ, β+sα ∈ Φ. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ïîëó÷àåì, (β+pα, α) ≥ 0 è (β+sα, α) ≤
0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p(α, α) < s(α, α). Ñëåäîâàòåëüíî, (β + pα, α) < (β + sα, α) ≤ 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî β+iα � êîðåíü äëÿ ëþáîãî öåëîãî i ∈ [−r, q].

Ïîëîæèì γ = β + qα. Òîãäà

γ − 〈γ, α〉α = β − (q + 〈β, α〉)α.

Â ñèëó óñëîâèÿ (4) èìååì β − (q + 〈β, α〉)α ∈ Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, −r ≤ −(q + 〈β, α〉) è
〈β, α〉 ≤ r − q.

Ïóñòü γ = β − rα. Òîãäà

γ − 〈γ, α〉α = β + (r − 〈β, α〉)α.

Ïîýòîìó β + (r − 〈β, α〉)α ∈ Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, r − 〈β, α〉 ≤ q è r − q ≤ 〈β, α〉. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, r − q = 〈β, α〉.

Ïîñêîëüêó β + qα ∈ Φ, òî
−3 ≤ 〈β + qα, α〉 ≤ 3.

Òîãäà −3 ≤ 〈β, α〉+ 2q ≤ 3. Ïîýòîìó −3 ≤ r − q + 2q ≤ 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

−3 ≤ r + q ≤ 3.

Òàê êàê äëèíà ëþáîé α-ñåðèè, ïîðîæäåííîé êîðíåì β ðàâíà r + q + 1, òî äëèíà íå
ïðåâîñõîäèò 4.

9.2. Ïðîñòûå êîðíè. Çàôèêñèðóåì íà ïðîñòðàíñòâå E îòíîøåíèå ïîðÿäêà Â, äëÿ
êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå 9.1.1. Ïîëîæèì Φ+ = {α ∈ Φ|α Â 0} è Φ− = {α ∈
Φ|α ≺ 0}. Òîãäà Φ = Φ+ ∪ Φ− è Φ+ ∩ Φ− = ∅.

Êîðåíü α ∈ Φ+ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå β + γ, ãäå β
è γ ïðèíàäëåæàò Φ+. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, îòíîñèòåëüíî
ïîðÿäêà Â, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü α è β � ðàçëè÷íû ïðîñòû êîðíè. Òîãäà ýëåìåíò α − β íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì è (α, β) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α − β � êîðåíü. Åñëè α − β Â 0, òî α = (α − β) + β, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå êîðíÿ α. Ïîýòîìó α − β ≺ 0 è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, β − α Â 0.
Òîãäà β = (β − α) + α , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå êîðíÿ β. Ñëåäîâàòåëüíî, α − β íå
êîðåíü è ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî (α, β) ≤ 0.

Ïóñòü ∆ � ïîäìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ êîðíåé â ìíîæåñòâå Φ+. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 2. (B1) Êàæäûé êîðåíü β ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèé êîðíåé èç ∆, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ëèáî ïîëîæèòåëüíû, ëèáî îòðèöàòåëüíû.

33



(B2) Ïîäìíîæåñòâî ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì E.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïî-

ëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ïîýòîìó
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè êîðíåé èç ∆. Ïóñòü β � íàèèìåíüøèé, îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≺, êîðåíü èç Φ+,
êîòîðûé íåëüçÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè êîðíåé èç ∆. Òîãäà êîðåíü β 6∈ ∆. Ñëåäîâàòåëüíî, β = β1 +β2,
ãäå β1, β2 ∈ Φ+ è β1 ≺ β, β2 ≺ β. Â ñèëó âûáîðà β ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíè β1 è β2 ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè êîðíåé èç ∆.
Òîãäà êîðåíü β ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè êîðíåé èç ∆.

Ïóñòü òåïåðü ∆ = {α1, ..., αk}. Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû α1, ..., αk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü

r1α1 + ... + rsαs − rs+1αs+1 − ...− rkαk = 0,

ãäå r1, ..., rs, rs+1, ..., rk � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîëîæèì

λ = r1α1 + ... + rsαs = rs+1αs+1 + ... + rlαk.

Òîãäà

(λ, λ) =

s,k−s∑
i=1,j=1

rirs+j(αi, αs+j).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî (λ, λ) ≤ 0 è ïîýòîìó λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, r1α1 +
... + rsαs = 0. Òàê êàê ri > 0 è αi Â 0, òî r1α1 + ... + rsαs Â 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ââèäó (B1) ïîäìíîæåñòâî ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì E.

9.3. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé. Ïîäìîæåñòâî ∆ ñèñòåìû êîðíåé Φ íàçû-
âàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîðíåé, åñëè ∆ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (B1) è (B2).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ∆ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé â Φ. Òîãäà ∆ èíäóöè-
ðóåò íà E îòíîùåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà Â, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ
ïðîñòûõ êîðíåé â ìíîæåñòâå Φ+ = {α ∈ Φ|α Â 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ = {α1, ..., αl} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé â Φ. Òîãäà
ïî (B2), α1, ..., αl � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E. Ïîýòîìó ∆ çàäàåò íà E îòíîøåíèå ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà Â, îòâå÷àþùåé ýòîìó áàçèñó. Åñëè αi = β + γ, ãäå β ∈ Φ+ è γ ∈ Φ+, òî ïî
(B1), β =

∑
j rjαj, ãäå âñå rj ≥ 0 è γ =

∑
j sjαj, ãäå âñå sj ≥ 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî αi � ïðîñòîé êîðåíü îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà Â. Ïóñòü α � ïðîñòîé êîðåíü èç Φ+, íå
ïðèíàäëåæàùåé ∆. Ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.2 ïóíêò (B1), α =

∑
i kiαi, ãäå âñå ki ≥ 0 è αi ∈ ∆.

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.1 ïîëó÷àÿì, (αi, α) ≤ 0. Ïîýòîìó (α, α) =
∑

i ki(αi, α) ≤ 0 è
(α, α) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ êîðíåé îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà Â.

Ïóñòü ∆ � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèòñåìà èç Φ è Â � îòíîøåíèå ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà, îòâå÷àþùåå ñèñòåìå ∆.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü α � ïîëîæèòåëüíûé, íå ïðîñòîé êîðåíü. Òîãäà â ∆ íàéäåòñÿ
òàêîé êîðåíü β, ÷òî α− β � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α =
∑

i kiαi, ãäå αi ∈ ∆ è âñå ki ≥ 0. Òàê êàê α � íå ïðîñòîé
êîðåíü, òî ki > 0 è kj > 0, äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i è j. Ïîýòîìó ñðåäè êîðíåé {αi}
íàéäåòñÿ òàêîé êîðåíü β, ÷òî (α, β) > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (α, α) ≤ 0. Òîãäà â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 9.1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî α−β � êîðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, α−β � ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü α � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Òîãäà α = α1 + ... + αk, ãäå âñå
αi ∈ ∆ íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû è êàæäàÿ ÷àñòèíàÿ ñóììà α1 + ... + αs ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α � ïðîñòîé êîðåíü, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü α � ïîëîæèòåëüíûé,
íå ïðîñòîé êîðåíü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé γ ≺ α ïðåäëîæåíèå
èìååò ìåñòî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 â ∆ ñóùåñòâóåò òàêîé β, ÷òî α − β � ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü. Òàê êàê α − β ≺ α, òî α − β = α1 + ... + αk−1, ãäå âñå αi ∈ ∆ è êàæäàÿ ÷àñòèíàÿ
ñóììà α1 + ... + αs ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òîãäà ýòî âåðíî è äëÿ êîðíÿ α.

Ïóñòü ∆ = {α1, ..., αl} � óïîðÿäî÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ∆. Òîãäà 〈αi, αj〉 �
÷èñëà Êàðòàíà, à (〈αi, αj〉) � ìàòðèöà Êàðòàíà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü Φ′ ⊂ E ′ � ñèñòåìà êîðíåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ′ ñ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîðíåé ∆′ = {α′1, ..., α′l}. Åñëè 〈αi, αj〉 = 〈α′i, α′j〉 ïðè 1 ≤ i, j ≤ l,
òî áèåêöèÿ αi 7→ α′i ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ∆ è ∆′ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàòñÿ
äî èçîìîðôèçìà φ : E 7→ E ′, êîòîðûé îòîáðàæàåò Φ íà Φ′, ïðè÷åì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
( , ) è ( , )1 íà E è E ′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (α, β) = s(φ(α), φ(β))1 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ E, ãäå s �
äåñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà êîðíåé Φ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé
Êàðòàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ∆ � áàçèñ E è ∆′ � áàçèñ E ′, òî îòîáðàæåíèå φ : E 7→ E ′,
çàäàííîå ïðàâèëîì φ :

∑
i kiαi 7→ ∑

i kiα
′
i, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî φ(Φ) ⊆ Φ′.
Ïóñòü β � òàêîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü èç Φ, ÷òî φ(γ) ∈ Φ′ äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî êîðíÿ γ ≺ β è 〈φ(γ), φ(α)〉 = 〈γ, α〉 äëÿ ëþáîãî α ∈ ∆. Ïî ïðåäëîæåíèþ 7 ñóùåñòâóåò
òàêîé êîðåíü α ∈ ∆, ÷òî γ = β−α � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü â Φ. Òîãäà ïî ïðåïîëîæåíèþ
φ(γ) ∈ Φ′. Ðàññìîòðèì α-ñåðèþ

γ − rα, ..., γ, γ + α, ..., γ + qα,

ïîðîæäåííóþ êîðíåì γ è α′-ñåðèþ

φ(γ)− r1α
′, ...φ(γ), ..., φ(γ) + q1α

′,

ïîðîæäåííóþ êîðíåì φ(γ). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 èìååì r−q = 〈γ, α〉 è r1−q1 = 〈φ(γ), α′〉.
Ïîñêîëüêó γ ≺ β è φ(γ) ∈ Φ′, òî 〈γ, α〉 = 〈φ(γ), α′〉. Ñëåäîâàòåëüíî, r − q = r1 − q1.
Àíàëîãè÷íî φ(γ) − rα′ ∈ Φ′ è ïîýòîìó r ≤ r1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, q1 ≥ q. Òîãäà q1 ≥ 1 è
φ(γ) + α′ � êîðåíü. Òàê êàê φ(β) = φ(γ) + α′, òî φ(β) ∈ Φ′. Òàê êàê 〈γ, α〉 = 〈φ(γ), α′〉, äëÿ
ëþáîãî α ∈ ∆ òî 〈β, α〉 = 〈φ(β), α′〉 äëÿ ëþáîãî α ∈ ∆.

Ïîêàæåì, ÷òî 〈φ(β), φ(α)〉 = 〈β, α〉 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ. Ðàññìîòðèì α-ñåðèþ

β − rα, ..., β, β + α, ..., β + qα,

ïîðîæäåííóþ êîðíåì β è φ(α)-ñåðèþ

φ(β)− r1φ(α), ...φ(β), ..., φ(β) + q1φ(α),

ïîðîæäåííóþ êîðíåì φ(β). Ïî äîêàçàííîìó φ(β) − rφ(α), φ(β) + qφ(α) � êîðíè èç Φ′.
Ïîñêîëüêó φ � èçîìîðôèçì, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 9.1.3 r = r1 è q = q1. Ïîýòîìó

〈φ(β), φ(α)〉 = r1 − q1 = r − q = 〈β, α〉.
Îïðåäåëèì íà E ′ íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( , )2, ïîëàãàÿ (α, β)2 = (φ−1(α), φ−1(β))

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ E ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ψ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E ′ òàêîé,
÷òî (α, β)2 = (α, ψ(β))1 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ E ′.

Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðóåì y ∈ E ′. Òîãäà îòîáðàæåíèå x 7→ (x, y)2 ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y′ ∈ E ′ òàêîé, ÷òî
(x, y)2 = (x, y′)1. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ψ : y 7→ y′ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì àâòîìîðôèçâîì
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E ′.
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Â ñèëó äîêàçàíîãî
(α, β)2

(α, α)2

=
(α, β)1

(α, α)1

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ′. Ïîýòîìó
(α, ψ(β))1

(α, ψ(α))1

=
(α, β)1

(α, α)1

.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî (α, β) = s(φ(α), φ(β))1. Åñëè (α, β)1 = 0, òî 〈α, β〉 =
〈φ−1(α), φ−1(β)〉=0 è âñå äîêàçàíî. Ïîýòîìó íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
(α, β)1 6= 0. Òîãäà

(α, ψ(β))1

(α, β)1

=
(α, ψ(α))1

(α, α)1

.

Àíàíîëãè÷íî
(α, β)2

(β, β)2

=
(α, β)1

(β, β)1

è (α, ψ(β))1

(α, β)1

=
(β, ψ(β))1

(β, β)1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(α, ψ(α))1

(α, α)1

=
(β, ψ(β))1

(β, β)1

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ′.
Ïîëîæèì s = (α,ψ(α))1

(α,α)1
. Òîãäà s � êîíñòàíòà è (α, ψ(β))1 = s(α, β)1 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ′

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ψ(β) = sβ. Ïîýòîìó

(α, β) = (φ(α), φ(β))2 = (φ(α), ψ(φ(β)))1 = s(φ(α), φ(β))1

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Φ. Ïîñêîëüêó Φ ëèíåéíî ïîðîæäàåò E, òî (α, β) = s(φ(α), φ(β))1 äëÿ
ëþáûõ α, β ∈ E.

Ñèñòåìà êîðíåé Φ íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé, åñëè Φ = Φ1 ∪ Φ2, ãäå êàæäûé êîðåíü èç
Φ1 îðòîãîíàëåí êàæäîìó êîðíþ èç Φ2, ò.å. (α, β) = 0 äëÿ âñåõ α ∈ Φ1 è β ∈ Φ2. Ñèñòåìà
êîðíåé Φ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñèñòåìà êîðíåé Φ íåïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåíé ∆ � íåïðèâîäèìà, ò.å. åå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ = Φ1 ∪ Φ2, ãäå (Φ1, Φ2) = 0. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ∆ � ïðèâîäèìà.
Ïóñòü ñèñòåìà Φ � íåïðèâîäèìà. Äîêàæåì, ÷òî ∆ òàêæå íåïðèâîäèìà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ∆ = ∆1 ∪∆2 è (∆1, ∆2) = 0. Ïîëîæèì

Φ1 = {β ∈ Φ|β =
∑

αi∈∆1

kiαi} è Φ2 = {β ∈ Φ|β =
∑

αi∈∆2

kiαi}.

Òîãäà (Φ1, Φ2) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî Φ = Φ1 ∪ Φ2.
Ïóñòü β òàêîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü èç Φ \ (Φ1 ∪ Φ2), ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëíûõ

êîðüíåé γ ≺ β èìååò ìåñòî γ ∈ Φ1 ∪ Φ2. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 ñóùåñòâóåò α ∈ ∆ è
íàèáîëüøèå öåëîå ÷èñëî k ≥ 1, ÷òî β−kα � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. ßñíî, ÷òî β−kα ≺ β.
Òîãäà β − kα ∈ Φ1 ∪ Φ2. Ïóñòü β − kα ∈ Φ1. Òîãäà α ∈ ∆2, èíà÷å β ∈ Φ1. Ïîýòîìó
(β − kα, α) = 0 è (β, α) = k(α, α). Ïî óñëîâèþ (4) ïóíêòà 9.1 èìååì, ÷òî β − 〈β, α〉α ∈ Φ.
Ñëåäîâàòåëüíî, β− 2kα ∈ Φ. Â ñèëó âûáîðà k êîðåíü β− 2kα � îòðèöàòåëüíûé. Òîãäà ïî
óñëîâèþ (B1) ïðåäëæåíèÿ 9.2.2 èìååì β =

∑
γ∈∆ kγγ +2α, ãäå kγ ≤ 0. Â ñèëó óñëîâèÿ (B1)

óñëîâèÿ (4) íà ñèñòåìó êîðíåé Φ ïîëó÷àåì, β = α, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó β. Çíà÷èòü
Φ = Φ1 ∪ Φ2.

Ïóñòü ∆ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé â Φ. Äëÿ β ∈ Φ èìååì β =
∑

α∈∆ kαα.
×èñëî ht(β) =

∑
α∈∆ kα íàçàâåì âûñîòîé êîðüíÿ β.

36



Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü ñèñòåìà êîðíåé Φ íåïðèâîäèìà è ∆ � åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà êîðíåé. Òîãäà â Φ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü β ìàêñèìàëüíûé âûñîòû,
ïðè÷åì (α, β) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ ∆. Åñëè ∆ = {α1, ..., αl}, òî β =

∑l
i=1 kiαi è âñå ki > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òåïåðü β � êîðåíü â Φ ìàêñèìàëüíûé âûñîòû. Òîãäà β =∑
α∈∆ kαα, ãäå âñå kα ≥ 0. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ∆ = ∆1 ∪∆2, ãäå ∆1 = {α ∈ ∆|kα > 0}

è ∆2 = {α ∈ ∆|kα = 0}. Ïóñòü ∆2 6= ∅. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.1 (β, α) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî
α ∈ ∆2. Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè Φ ñóùåñòâóþò α′ ∈ ∆1 è α ∈ ∆2, ÷òî (α′, α) 6= 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, (β, α) < 0 è ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.1 β + α � êîðåíü. Òîãäà ht(β + α) > ht(β), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó êîðíÿ β. Ïîýòîìó ∆2 = ∅ è β =

∑l
i=1 kiαi, ãäå âñå ki > 0. Áîëåå òîãî,

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 9.1.2 (β, α) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ ∆. Òàê êàê ∆ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà êîðíåé, òî (β, α) > 0, äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ ∆.

Ïóñòü β1 � äðóãîé êîðåíü â Φ ìàêñèìàëüíûé âûñîòû. Òîãäà (β, β1) > 0. Ïîýòîìó ïî
ïðåäëîæåíèþ 9.1.2 β−β1 � êîðåíü. Åñëè β−β1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, òî ht(β) > ht(β1).
Åñëè β−β1 � îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, òî ht(β) < ht(β1). Ñëåäîâàòåëüíî, β � åäèíñòâåííûé
êîðåíü â Φ ìàêñèìàëüíûé âûñîòû.
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�9. Ãðàôû Êîêñòåðà è ñõåìû Äûíêèíà
Â íà÷àëå ýòîé ãëàâû ìû ïðèâåäåì ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü

ñèñòåìó êîðíåé Φ ïî åå ÷èñëàì Êàðòàíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåðèè êîðíåé. Íà÷íåì ñ
êîðíåé âûñîòû 1, ò.å. ñ ïðîñòûõ êîðíåé, è ðàññìîòðèì ïàðó ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ êîðíåé
αi, αj. Â αj-ñåðèè, ïîðîæäåííîé êîðíåì αi, ÷èñëî r ðàâíî 0 (òàê êàê αi − αj íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 9.4), ïîýòîìó ÷èñëî q ðàâíî −〈αi, αj〉. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîç-
âîëÿåò íàì óñòàíîâèòü âñå êîðíè α âûñîòû 2, à òîãäà è âñå ÷èñëÿ 〈α, αj〉. Äëÿ êàæäîãî
êîðíÿ âûñîòû 2 ìîæíî ëåãêî íàéòè ÷èñëî r â αj ñåðèè êîðíåé, ïîðîæäåííîé ÷èñëîì α,
òàê êàê αj ìîæíî âû÷åñòü íå áîëüøå 1 ðàçà. Òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ è q, òàê êàê ìû çíàåì
âåëè÷èíó ðàçíîñòè r − q = 〈α, αj〉. Ïîâòîðèâ ýòîò ïðîöåññ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû â
èòîãå ïîëó÷èì âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè.

×èñëî l ïðîñòûõ êîðíåé äàííîé ñèñòåìû êîðíåé Φ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì Φ. Êàê áûëî
ïîêàçàíî l = dim E. Ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà 1 èìååò îäèí ïðîñòîé êîðåíü. Ïîýòîìó Φ =
{α,−α}. Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòåìó êîðíåé ÷åðåç A1. Ìàòðèöà Êàðòàíà A1 ñîñòîèò èç îäíîãî
ýëåìåíòà 2. Äëÿ l = 2 èìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñèñòåìû êîðíåé äàííîãî ðàíãà. Ýòî
ñèñòåìû êîðíåé A1 × A1, A2, B2, G2 èõ ìàðòèöû Êàðàòàíà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

(
2 0
0 2

)
,

(
2 −1
−1 2

)
,

(
2 −2
−1 2

)
,

(
2 −1
−3 2

)
.

Âîññòàíîâèì ñèñòåìó êîðíåé Φ = G2 ïî åå ìàòðèöû Êàðòàíà. Ïóñòü ∆ = {α, β} �
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîðíåé ñèñòåìû Φ.

Íàéäåì êîðíè âûñîòû 2. Òàê êàê 〈α, β〉 = −1, òî γ = α + β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç Φ. Ïðè
ýòîì 〈γ, α〉 = 2− 3 = −1, 〈γ, β〉 = 2− 1 = 1.

Íàéäåì êîðíè âûñîòû 3. Ðàññìîòðèì α-ñåðèþ êîðíåé, ïîðîæäåííóþ êîðíåì γ. Òàê êàê
γ−α = β, òî r = 1. Íî r−q = 〈γ, α〉 = −1 è q ≥ 1, òî åñòü γ1 = γ +α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ïðè
ýòîì 〈γ1, α〉 = −1 + 2 = 1, 〈γ1, β〉 = 1− 1 = 0. Ðàññìîòðèì β-ñåðèþ êîðíåé, ïîðîæäåííóþ
êîðíåì γ. Äëÿ íåå òàêæå r = 1. Òàê êàê r − q = 〈γ, β〉 = 1, òî â ýòîì ñëó÷àå q = 0 è
γ + β íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Èòàê, ó íàñ åñòü òîëüêî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü äëèíû 3
ýòî γ1 = α + β + α.

Íàéäåì âñå êîðíè âûñîòû 4. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì α-ñåðèþ êîðíåé, ïîðîæäåííóþ
êîðíåì γ1. Äëÿ íåå r = 2. Íàéäåì q: r − q = 〈γ1, α〉 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, q = 1 è âåêòîð
γ2 = γ1 + α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ðàññìîòðèì òåïåðü β ñåðèþ êîðíåé, ïîðîæäåííóþ êîðíåì
γ1. Òàê êàê γ1 − β = 2α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî r â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî 0. Íàéäåì q:
r − q = 〈γ1, β〉 = 0, òî åñòü γ1 + β íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð γ2 +α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì,
à âåêòîð γ3 = γ2 + β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âûñîòû 5, ïðè ýòîì íè γ3 + α íè γ3 + β êîðíåì
ÿâëÿòüñÿ íå áóäåò. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è êîðíåé â äàííîì ñëó÷àå
áóäåò Φ+ = {α, β, α + β, α + β + α, α + β + α + α, α + β + α + α + β}.

Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé è ∆ = {α1, ..., αl} � åå ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà êîðíåé. Åñëè α,β � ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè, òî, êàê ìû çíàåì,
〈α, β〉〈β, α〉 = 0, 1, 2 èëè 3.

Íàçîâåì ãðàôîì Êîêñòåðà ñèñòåìû Φ ãðàô ñ l âåðøèíàìè, â êîòîðîì i-ÿ è j-ÿ âåðøèíû
(i 6= j) ñîåäèíåíû 〈αi, αj〉〈αi, αi〉 ðåáðàìè. Ïðèìåðû:

A1 × A1: e e
A2 : e e
B2: e e
G2: e e
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Åñëè âñå êîðíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òî ãðàô Êîêñòåðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ÷èñëà
〈αi, αj〉, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå 〈αi, αj〉 = 〈αj, αi〉. Ïðè íàëè÷èè ðàçíûõ äëèí êîðíåé
(íàïðèìåð, â ñëó÷àå B2, èëè G2) ãðàô Êîêñòåðà íå ãîâîðèò íàì, êàêàÿ èç äâóõ âåðøèí
ñîîòâåòñòâóåò êîðîòêîìó ïðîñòîìó êîðíþ, à êàêàÿ äëèííîìó, åñëè ýòè âåðøèíû ñîåäèíåíû
äâóìÿ èëè òðåìÿ ðåáðàìè.

Êîãäà â ãðàôå Êîêñòåðà äëÿ Φ âñòðå÷àåòñÿ äâîéíîå èëè òðîéíîå ðåáðî, ìû ìîæåì
äîáàâèòü ñòðåëêó, óêàçûâàþùóþ íà áîëåå êîðîòêèé èç äâóõ êîðíåé. Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ÷èñëà Êàðòàíà; ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ ñõå-
ìîé Äûíêèíà äëÿ Φ. (êàê è ãðàô Êîêñòåðà, îíà çàâèñèò îò íóìåðàöèè ïðîñòûõ êîðíåé.)
Íàïðèìåð:

B2: e HH©© e
G2: e ©©HH e

Äðóãîé ïðèìåð: åñëè äàíà ñõåìà
e e HH©© e e

(êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå êîðíåé F4), òî äëÿ íåå ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà áóäåò èìåòü âèä




2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2




10.2 Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà Φ íåïðèâîäèìà, åñëè
è òîëüêî åñëè Φ (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ∆) íå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñîáñòâåííûõ îðòîãî-
íàëüíûõ ïîäìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî ñèñòåìà Φ íåïðèâîäèìà åñëè è òîëüêî åñëè åå ãðàô
Êîêñòåðà ñâÿçåí. Â îáùåì ñëó÷àå ãðàô Êîêñòåðà èìååò íåñêîëüêî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò;
ïóñòü ∆ = ∆1∪ . . .∪∆t � ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå áàçèñà E íà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà. Åñëè ∆i ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî Ei, òî ÿñíî, ÷òî E = E1⊕ . . . Et, ïðè-
÷åì (Ei, Ej) = 0 ïðè i 6= j. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî Z-ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç
∆i, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè (îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç Φi), îáðàçóþò ñèñòåìó êîðíåé
â Ei. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ αi, βi ∈ Φi âûïîëíÿåòñÿ β − 〈β, α〉α ∈ Φi.

Ïóñòü β ∈ Φ+ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ λ òàêîãî, ÷òî λ ≺ β,
âûïîëíÿåòñÿ λ ∈ Φi äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïî ïðåäëîæåíèþ 9.7 ñóùåñòâóåò α ∈ ∆ òàêîé, ÷òî
γ = β − α ∈ Φ+. Íî γ ≺ β, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ ∈ Φ1. Åñëè α ∈ Φ1, òî β ∈ Φ1.
Åñëè α íå ëåæèò â Φ1, òî (γ, α) = 0 è (β, α) = (α, α). Ïî ñâîéñòâó 4 ñèñòåìû êîðíåé
ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíò γ1 = β − 〈β, α〉 = β − 2α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òàê êàê γ1 ≺ β à òàêæå
â ñèëó òîãî, ÷òî γ ∈ Φ1 ïîëó÷àåì, ÷òî γ1 ∈ Φ1, à ñëåäîâàòåëüíî è α ∈ Φ1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, Φ = Φ1 ∪ . . . ∪ Φt. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 1. Ñèñòåìà Φ ðàñïàäàåòñÿ (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â îáúåäèíåíèå

íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì êîðíåé Φi (â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Ei ïðîñòðàíñòâà E), ïðè÷åì E =
Ei ⊕ . . .⊕ Et (ïðÿìàÿ ñóììà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ).

10.3 Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè. Èç ï.10.2 ìû âèäèì, ÷òî äîñòàòî÷íî êëàññèôèöèðî-
âàòü íåïðèâîäèìûå ñèñòåìû êîðíåé èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ñâÿçíûå ñõåìû Äûíêèíà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Φ � íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà `. Òîãäà åå ñõåìà Äûíêèíà
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ (âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîëè÷åñòâî âåðøèí ðàâíî `):

A`(` ≥ 1): e e e e . . . e e1 2 3 `− 1 `

B`(` ≥ 2) : e e e . . . e e HH©© e1 2 3 `− 1 ``− 2
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C`(` ≥ 3) : e e e . . . e e ©©HH e1 2 3 `− 1 ``− 2

D`(` ≥ 4): e e e . . . e e»»»
XXX

e
e

1 2 3 `− 2`− 3
`− 1

`

E6: e e e e e

e

1 3 4 5 6

2

E7: e e e e e

e

1 3 4 5 6

2

e7

E8: e e e e e

e

1 3 4 5 6

2

e7 e8

F4: e e HH©© e e1 2 3 4

G2: e ©©HH e1 2

Â ñëó÷àå A`�D` íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðåíèé. Èç âûøåïåðå-
÷èñëåííûõ ñõåì âèäíî, ÷òî ñõåìà Äûíêèíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ãðàôó Êîêñòåðà âî âñåõ
ñëó÷àÿõ, êðîìå B` è D`. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû Êàðòàíà áóäóò èìåòü âèä

A` :




2 −1 0 ... ... ... 0
−1 2 −1 0 ... ... 0
0 −1 2 −1 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... −1 2




B` :




2 −1 0 ... ... ... 0
−1 2 −1 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 2 −2
0 0 0 ... 0 −1 2




C` :




2 −1 0 ... ... ... 0
−1 2 −1 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 2 −1
0 0 0 ... 0 −2 2




D` :




2 −1 0 ... ... ... ... ... 0
−1 2 −1 0 ... ... ... ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... ... −1 2 −1 0 0
0 0 ... ... ... −1 2 −1 −1
0 0 ... ... ... 0 −1 2 0
0 0 ... ... ... 0 −1 0 2




E6 :




2 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 0 0
−1 0 2 −1 0 0
0 −1 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2




E7 :




2 0 −1 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 −1 2




E8 :




2 0 −1 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2




F4 :




2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2




G2 :

(
2 −1
−3 2

)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ìû êëàññèôèöèðóåì âîçìîæíûå ãðàôû Êîêñòåðà (íåçàâè-
ñèìî îò äëèí êîðíåé), à çàòåì ïîñìîòðèì, êàêèå ñõåìû Äûíêèíà ïðè ýòîì ïîëó÷àòñÿ.

Òàê êàê íàñ íå èíòåðåñóþò äëèíû, òî ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâîì åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ.

Ïóñòü E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè), U = {e1, . . . , en} �
ìíîæåñòâî n ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ïðè÷åì (ei, ej) ≤ 0 (i 6= j) è 4(ei, ej)

2 =
0, 1, 2 èëè 3. Òàêîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì. (ïðèìåð: ýëåìåíòû
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû êîðíåé, ðàçäåëåííûå íà èõ äëèíû). Ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâó U
ãðàô Γ ñ âåðøèíàìè xi è ñîåäèíèâ âåðøèíó ei ñ âåðøèíîé ej ïîñðåäñòâîì 4(ei, ej)

2 ðåáåð.
Ðàçîáüåì íàøå ðàññóæäåíèå íà øàãè.

1. Åñëè óäàëèòü íåêîòîðûå èç âåêòîðîâ ei, òî îñòàâøèåñÿ âåêòîðà òàêæå îáðàçóþò
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.Åãî ãðàô ïîëó÷àåòñÿ èç Γ óäàëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí
è èíöèäåíòíûõ èì ðåáåð.

2. ×èñëî âåðøèí â ãðàôå Γ, ñîåäèíåííûõ õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì, ñòðîãî ìåíüøå ÷åì
n. Ïîëîæèì e =

∑
i

ei. Ïîñêîëüêó âåêòîðû ei ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî e 6= 0. Ïîýòîìó 0 <

(e, e) = n + 2
∑
i<j

(ei, ej). Ïóñòü i, j � ïàðà ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ (ei, ej) 6= 0 (òî

åñòü âåðøèíû i è j ñîåäèíåíû). Òîãäà 4(ei, ej)
2 = 1, 2 èëè 3 è, êàê ñëåäñòâèå, 2(ei, ej) ≤ −1.

Ââèäó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ÷èñëî òàêèõ ïàð íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n− 1.
3. Ãðàô Γ íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Ïóñòü Γ′ ⊂ Γ � öèêë â ãðàôå Γ. Ïóñòü U ′ - ìíîæåñòâî

âåðøèí, âõîäÿùèõ â Γ′. Òîãäà U ′ ⊂ U è ïî øàãó 1 U ′ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ øàãîì 2, òàê êàê â ãðàôå Γ êîëè÷åñòâî ðåáåð íå ìåíåå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà U ′.

4. Â çàäàííîé âåðøèíå ãðàôà Γ ìîæåò íà÷èíàòüñÿ íå áîëåå òðåõ ðåáåð. Ïóñòü e ∈ U ,
à ni, n2, . . . , nk � ðàçëè÷íûå âåêòîðà, ñâÿçàííûå ñ äàííîé âåðøèíîé îäíèì, äâóìÿ èëè
òðåìÿ ðåáðàìè, ò.å. (e, ni) < 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k. Ââèäó øàãà 3 íèêàêèå äâà âåêòîðà
ni è nj íå ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, ïîýòîìó (ni, nj) = 0 ïðè i 6= j. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî U
ëèíåéíî íåçàâèñèìî, â ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ e, n1, . . . , nk èìååòñÿ åäèíè÷íûé âåêòîð
n0, îðòîãîíàëüíûé ê n1, . . . , nk. Î÷åâèäíî, ÷òî (e, n0) 6= 0. Òàê êàê e =

k∑
i=0

(e, ni)ni, òî ìû

çàêëþ÷àåì, ÷òî 1 = (e, e) =
k∑

i=0

(e, ni)
2. Êàê ñëåäñòâèå,

k∑
i=1

(e, ni)
2 < 1 è

k∑
i=1

4(e, ni)
2 < 4. Íî

4(e, ni)
2 ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ e ñ ni â ãðàôå Γ.

5. Åäèíñòâåííûé ñâÿçíûé ãðàô Γ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùèé òðîéíîå
ðåáðî, èìååò âèä e e (ãðàô Êîêñòåðà G2). Ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç øàãà 4.

6. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâó {ei, . . . , ek} ⊂ U ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðàô â Γ âèäà
e e . . . e e (ïðîñòàÿ öåïü). Åñëè U ′ = (U − {e1, . . . , ek}) ∪ {e}, e =

k∑
i=1

ei, òî ìíî-
æåñòâî U ′ äîïóñòèìî. (åãî ãðàô ïîëó÷àåòñÿ èç Γ ñæàòèåì ïðîñòîé öåïè â òî÷êó). Ëèíåé-
íàÿ íåçàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà U ′ î÷åâèäíà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ 2 (ei, ei+1) = −1(1 ≤ i ≤
k−1),òàê ÷òî (e, e) = k+2

∑
i<j

(ei, ej) = k−(k−1) = 1, òî åñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð. Ëþáîé

âåêòîð n ∈ U − {ei, . . . , ek} ñîåäèíåí íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì èç âåêòîðîâ e1, . . . , ek (ïî øàãó
3), ïîýòîìó (n, e) = 0 èëè (n, e) = (n, ei) ïðè 1 ≤ i ≤ k. Â ëþáîì ñëó÷àå 4(n, e)2 = 0, 1, 2
èëè 3.

7. Ãðàô Γ íå ñîäåðæèò ïîäãðàôîâ âèäà
e e e . . . e e e

e e e . . . e e»»»
XXX

e
e
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XXX
»»»

e
e

e e . . . e e»»»
XXX

e
e

Äîïóñòèì, ÷òî êàêîé-òî èç ýòèõ ïîäãðàôîâ ñîäåðæèòñÿ â Γ. Ñîãëàñíî øàãó 1 îí ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàôîì äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Íî øàã 6 ïîçâîëÿò íàì â ëþáîì ñëó÷àå çàìåíèòü
ïðîñòóþ öåïü íà âåðøèíó, ïîëó÷àÿ (ñîîòâåòñòâåííî) ñëåäóþùèå ãðàôû:

e e e

e e»»»
XXX

e
e

XXX
»»»

e
e

e»»»
XXX

e
e

Äàííûå ãðàôû íåâîçìîæíû â ñèëó øàãà 4.
8. Ñâÿçíûé ãðàô Γ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ:

e e . . . e e

e e e . . . e e e . . . e e
e1 e2 e3 ep nq nq−1 n2 n1

e e

e e . . . e e»»»
XXX

e
e
. . . e e
. . . e e

e1 e2 ep−1 ψ
ςr−1 ς2 ς1

ηr−1 η2 η1

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó øàãà 5 òðîéíîå ðåáðî èìååòñÿ ëèøü â ãðàôå e e. Ñâÿçíûé
ãðàô ñ áîëåå ÷åì îäíèì äâîéíûì ðåáðîì ñîäåðæèò ïîäãðàô

e e e . . . e e e

çàïðåùåííûé ââèäó øàãà 7. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò âñòðåòèòüñÿ òîëüêî îäíî äâîéíîå ðåá-
ðî. Êðîìå òîãî, åñëè äâîéíîå ðåáðî ïðèñóòñòâóåò, òî ãðàô Γ íå ìîæåò ñîäåðæàòü "âèë-
êó"(òî÷êó ðàçâåòâëåíèÿ) e e»»»XXX

e
e (ñíîâà ââèäó øàãà 7). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ

åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � âòîðîé èç íàðèñîâàííûõ ãðàôîâ (öèêëû çàïðåùåíû â ñèëó
ïóíêòà 3). Ïóñòü, íàêîíåö, ãðàô Γ èìååò òîëüêî ïðîñòûå ðåáðà. Òîãäà, åñëè íåò âèëîê, òî Γ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ. Â ñèëó øàãà 6 âèëîê ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîé, è åäèíñòâåííàÿ
îñòàâøàÿñÿ âîçìîæíîñòü - ýòî ÷åòâåðòûé èç èçîáðàæåííûõ ãðàôîâ.

9. Åäèíñòâåííûìè ñâÿçíûìè ãðàôàìè âòîðîãî òèïà èç øàãà 8 ÿâëÿþòñÿ ãðàô Êîêñ-
òåðà F4 è ãðàô Êîêñòåðà Bn(= Cn).

Ïîëîæèì e =
p∑

i=1

iei, η =
q∑

i=1

iηi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ 2(ei, ei+1) = −1 = 2(ηi, ηi+1).

Îñòàëüíûå ïàðû îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó (e, e) =
p∑

i=1

i2 −
p−1∑
i=1

i(i + 1) = p(p+1)
2

, (η, η) = q(q+1)
2

.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó 4(ep, ηq)
2 = 2, (e, η) = p2q2(ep, ηq)

2 = p2q2

2
. Èç íåðàâåíñòâà Øâàð-

öà âûòåêàåò (ïîñêîëüêó e, η çàâåäîìî ëèíåéíî íåçàâèñèìû), ÷òî (e, η)2 < (e, e)(η, η) è
p2q2

2
< p(p+1)q(q+1)

4
, à çíà÷èò (p− 1)(q− 1) < 2. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: p = q = 2

(÷òî ïðèâîäèò ê F4), p = 1 (q ïðîèçâîëüíî), q = 1 (p ïðîèçâîëüíî).
10. Åäèíñòâåííûìè ñâÿçíûìè ãðàôàìè ÷åòâåðòîãî òèïà èç øàãà 8 ÿâëÿþòñÿ ãðàô

Êîêñòåðà Dn è ãðàô Êîêñòåðà En(n = 6, 7 èëè 8). Ïîëîæèì e =
∑p−1

i=1 iei, η =
q−1∑
i=1

iηi,

ζ =
r−1∑
i=1

iζi. ßñíî, ÷òî âåêòîðû e, η, ζ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, ïðè÷åì
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ψ íå ëåæèò â èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå. Êàê è íà øàãå 4 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (ψ,e)2

(e,e)
+ (ψ,η)2

(η,η)
+

(ψ,ζ)2

(ζ,ζ)
< 1. Àíàëîãè÷íî øàãó 9 ïîëó÷àåì (e, e) = p(p−1)

2
, (η, η) = q(q−1)

2
, (ζ, ζ) = r(r−1)

2
. Èìååì,

(ψ,e)2

(e,e)
= (p−1)2(ψ,ep−1)

(e,e)
= 2(p−1)2

p(p−1)
= 1

2
(1 − 1

p
). Àíàëîãè÷íî (ψ,η)2

(η,η)
= 1

2
(1 − 1

q
), (ψ,ζ)2

(ζ,ζ)
= 1

2
(1 − 1

r
).

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì 1
2
(1− 1

p
+ 1− 1

q
+ 1− 1

r
) < 1, èëè

1

p
+

1

q
+

1

r
> 1 (1)

Ïîìåíÿâ, åñëè íóæíî, îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 1
p
≤ 1

q
≤ 1

r
≤ 1

2
(åñëè p, r

èëè q ðàâíî 1, òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê òèïó A`). Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì, ÷òî
3
2
≥ 3

r
> 1, à çíà÷èò r = 2. Òîãäà 1

p
+ 1

q
> 1

2
, 2

q
> 1

2
è 2 ≤ q < 4.Åñëè q = 2 òî ìû ïîëó÷àåì

òèï D` Åñëè q = 3, òî 1
p

> 1
6
è p < 6. Ïðè p = 5, 4, 3 ïîëó÷àåì E8, E7, E6 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè p = 2 ïîëó÷àåì òèï D5.
Èçëîæåííîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçíûå ãðàôû äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ âåê-

òîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íàéòè ñðåäè ãðàôîâ Êîêñòåðà òèïîâ A − G. Â
÷àñòíîñòè, ãðàôû Êîêñòåðà ñèñòåì êîðíåé äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ê îäíîìó èç ýòèõ òèïîâ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

11. Ïîñòðîåíèå ñèñòåì êîðíåé.

Â ïàðàãðàôå 10 áûëè íàéäåíû âñåâîçìîæíûå (ñâÿçíûå) ñõåìû Äûíêèíà (íåïðèâîäèìûõ)
ñèñòåì êîðíåé. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ñõåìà òèïîâ A−G äåéñòâèòåëüíî ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîé ñèñòåìå êîðíåé.

×åðåç e1 . . . en áóäåì îáîçíà÷àòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Öåëî÷èñëåííóþ îáî-
ëî÷êó âåêòîðîâ ýòîãî áàçèñà íàçîâåì (ïî îïðåäåëåíèþ) ðåøåòêîé è îáîçíà÷èì I.

11.1 Ñëó÷àé A`.
Ïóñòü E � `-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R`+1, îðòîãîíàëüíî âåêòîðó e1 + . . . + e`+1.

Ïóñòü I ′ = I ∩ E. Â êà÷åñòâå Φ âîçüìåì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ α ∈ I ′, ÷òî (α, α) = 2.
Òîãäà Φ = {ei − ej, i 6= j}. Âåêòîðû αi = ei − ei+1 ∈ Φ (1 ≤ i ≤ `) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è
ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì E. Âìåñòå ñ òåì ei− ej = (ei− ei+1) + (ei+1− ei+2) + . . . + (ej−1− ej) ïðè
i < j. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð èç Φ ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðîâ αi. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîéñòâî 3 è 4 ñèñòåì êîðíåé.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 4. Èìååì

〈ei − ej, ek − es〉 = (ei − ej, ek − es) = δik − δis − δjk + δjs ∈ Z.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîéñòâî 3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ei −
ej, ek − es ∈ Φ è β = ei − ej − 〈ei − ej, ek − es〉(ek − es) : (β, β) = 2. Èìååì:

(β, β) = (ei − ej − 〈ei − ej, ek − es〉(ek − es), ei − ej − 〈ei − ej, ek − es〉(ek − es)) =

= 2− 2(δik − δis − δjk + δjs)
2 + 2δik − δis − δjk + δjs)

2 = 2.

Òàêèì îáðàçîì Φ � ñèñòåìà êîðíåé â E. ßñíî, ÷òî ìàòðèöà Êàðòàíà ó Φ èìååò òèï A`.
Ïðè ýòîì âåêòîðà αi îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó êîðíåé.

11.2 Ñëó÷àé B`.
Ïóñòü E = R`, Φ = {α ∈ I, (α, α) = 1 èëè 2}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà Φ ñîñòîèò

èç âåêòîðîâ ±ei (ñ êâàäðàòîì äëèíû ðàâíûì 1) è ±(ei ± ej), i 6= j (ñ êâàäðàòîì äëèíû,
ðàâíûì 2). Ìíîæåñòâî ∆ = {e1−e2, e2−e3, . . . , e`−1−e`, e`} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ïðè ýòîì,
äëÿ êîðîòêîãî êîðíÿ èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

ei = (ei − ei+1) + (ei+1 − ei+2) + . . . (e`−1 − e`) + e`.
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Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì äëÿ ei − ej è ei + ej. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆ ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîðíåé ñèñòåìû êîðíåé Φ ñ ìàòðèöåé Êàðòàíà òèïà B`.

11.3 Ñëó÷àé C`.
Â ïðîñòðàíñòâå R` ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ±2ei è âñåõ âåêòîðîâ ±(ei±ej), i 6=

j. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ îáðàçóåò ñèñòåìó êîðíåé òèïà C`

ñ áàçèñîì {e1 − e2, . . . , e`−1 − e`, 2e`}.
11.4 Ñëó÷àé D`.
Ïóñòü E = R`, Φ = {α ∈ I : (α, α) = 2} = {±(ei ± ej), i 6= j}. Â êà÷åñòâå áàçèñà

âîçüìåì ` ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1− e2, . . . , e`−1− e`, e`−1 + e`. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
êîðíåé ñ ãðàôîì Êîêñòåðà òèïà D`.

11.5 Ñëó÷àè E6, E7 è E8.
Ïîñòðîèì E8. Ïóñòü E = R8, I ′ = I +Z(1

2
(ei + . . .+e8)), I ′′ � ïîäãðóïïà â I ′, ñîñòîÿùàÿ

èç ýëåìåíòîâ âèäà
∑

ciei + c
2
(e1 + . . . + e8), òàêèõ, ÷òî ÷èñëî

∑
ci ÷åòíî. Ïîëîæèì Φ =

{α ∈ I ′′ : (α, α) = 2}. Ñâîéñòâà 1 è 2 ñèñòåìû êîðíåé î÷åâèäíû. Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâ
3 è 4 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Φ ëåæàòü â Z.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α, β ∈ Φ, α =

∑
ciei+

c
2
(e1+ . . .+e8) = 1

2
(
∑

(2ci+c)ei), β = 1
2
(
∑

(2si+

d)ei). Òîãäà (α, β) = 1
4
(
∑8

i=1(4cisi + 2cid + 2sic + cd) =
∑

cisi + 1
2
(
∑

cid +
∑

sic) + 2 ∈ Z.
Ñëåäîâàòåëüíî Φ � ñèñòåìà êîðíåé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

∆ = {1

2
(e1 + e8 − (e2 + . . . + e7)), e1 + e2, e2 − e1, e3 − e2, e4 − e3, e5 − e4, e6 − e5, e7 − e6}.

Äîêàæåì, ÷òî ∆ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé äëÿ Φ.
Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû e8 − e7 è e1 + ei (i > 2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç ∆ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èìååì

e8−e7 = 2(
1

2
(e1+e8−(e2+. . .+e7)))+(e6−e5)+2(e5−e4)+3(e4−e3)+4(e3−e2)+2(e2−e1)+2(e1+23).

e1 + ei = (e1 + e2) + (e3 − e2) + . . . + (ei − ei−1).

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò α =
∑
i

ciei + c
2
(e1 + . . . + e8) ∈ Φ. Åñëè c � ÷åòíîå, òî α± (ei± ej).

Ýëåìåíòû òàêîãî âèäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì ( ñ÷èòàåì, ÷òî i > j):

ei − ej = (ei − ei−1) + (ei−1 − ei−2) + . . . + (ej+1 − ej),

ei + ej = (ei + e1) + (e2 − e1) + . . . + (ej − ej−1).

Ïóñòü òåïåðü c � íå÷åòíîå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c = ±1. Ýëåìåíò α ìîæåì ïåðåïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

α =
1

2
((2c1 ± 1)e1 + . . . + (2c8 ± 1)).

Òàê êàê (α, α) = 2, òî êîýôôèöèåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü (2ci ± 1) = ±1. Òàêèì îáðà-
çîì, ci = 0, 1 (i = 1, . . . , 8), åñëè c = −1, è ci = 0,−1 (i = 1, . . . , 8), åñëè c = 1. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé c = −1. Òîãäà

α = c1e1 + . . . + c8e8 − 1

2
(e1 + . . . + e8).

Ïóñòü c8 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . , 8}, òàêîé, ÷òî ci = 1. Òîãäà

α = c1e1 + . . . + ĉiei + . . . + c7e7 +
1

2
(ei + e8 − (e2 + . . . + êi + . . . + e7)) =

= c1e1 + . . . + ĉiei + . . . + c7e7 +
1

2
(e1 + e8 − (e2 + . . . + e7))) + (ei − e1).
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Ïóñòü òåïåðü c8 = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . , 8} òàêîé, ÷òî ci = 0. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî J = {j ∈ {1, . . . , 8}| cj = 0, j 6= i, 8}. Òîãäà

α =
1

2
(e1+ . . .+ êi+ . . .+e7−(ei+e8))−

∑
j∈J

ej = −1

2
(e1+e8−(e2+ . . .+e7)))+(e1−ei)−

∑
j∈J

ej.

Òàêèì îáðàçîì ∆ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé äëÿ Φ ñ ãðàôîì Êîêñòåðà E8.
Ñëó÷àé E7: Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñîì e7 − e6. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâî E V , òîãäà îáðàç Φ áóäåò ñèñòåìîé êîðíåé ñ ãðàôîì Êîêñòåðà E7.
Ñëó÷àé E6: Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ E6 ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñîì e7 −

e6, e6 − e5 è ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî E V . Òîãäà îáðàç Φ áóäåò ñèñòåìîé êîðíåé ñ ãðàôîì
Êîêñòåðà E6.

11.6 Ñëó÷àé F4.
Ïóñòü E = R4, I ′ = I + Z(1

2
(e1 + e2 + e3 + e4)), Φ = {α ∈ I ′, (α, α) = 1 èëè 2}. Òîãäà

Φ ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ±ei, âñåõ âåêòîðîâ ±(ei ± ej), i 6= j, à òàêæå âñåõ âåêòîðîâ
±1

2
(e1± e2± e3± e4), ãäå çíàêè ìîæíî âûáèðàòü íåçàâèñèìî. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå

÷èñëà 〈, α, β〉 öåëûå. Â êà÷åñòâå áàçèñà âîçüìåì ∆ = {e2−e3, e3−e4, e4,
1
2
(e1−e2−e3−e4)}.

11.7 Ñëó÷àé G2.
Ïóñòü E � ïîäïðîñòðàíñòâî â R3, îðòîãîíàëüíîå ê e1 + e2 + e3. Ïîëîæèì I ′ = I ∩ E,

Φ = {α ∈ I ′ : (α, α) = 2 èëè 6}. Òàêèì îáðàçîì Φ = ±{e1 − e2, e2 − e3, e1 − e3, 2e1 − e2 −
e3, 2e2 − e1 − e3, 2e3 − e1 − e2}. Â êà÷åñòâå áàçèñà âîçüìåì ∆ = {e1 − e2,−2e1 + e2 + e3}.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ
Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé ñõåìû Äûíêèíà (è ìàòðèöû Êàðòàíà) òèïîâ A−G ñóùåñòâóåò

íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ñ òàêîé ñõåìîé.
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