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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Êíèãà âîçíèêëà èç îñíîâíîãî è íåñêîëüêèõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ, êîòîðûå â òå÷åíèå
ìíîãèõ ëåò ÷èòàþòñÿ â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Ïðåäñòàâëåíû
êàê êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, òàê è ïîñëåäíèå òåîðåòè÷åñêèå è ìåòîäè÷åñêèå ðàçðà-
áîòêè òåîðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî
ñîâðåìåííûì ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Êíèãà ñîäåðæèò ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
è ïðîöåññîâ, ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ðîäà. Ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ïðè ðåøåíèè çàäà÷
òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòîâ ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòîâ è òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Îíà ïîëåçíà òàêæå øèðîêîìó
êðóãó ñïåöèàëèñòîâ, èñïîëüçóþùèõ ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ.

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ïðè íàïèñàíèè äàííîé êíèãè àâòîðû ó÷èòûâàëè ÷ðåçâû÷àéíóþ âàæíîñòü ïðèëî-
æåíèé ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âîçìîæíîñòü èäåàëüíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ïóòåì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé ïî
îòäåëüíûì ïðîöåññîðàì. Êðîìå òîãî, ó÷òåí óñïåøíûé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðåäìåòà íà ìàòåìàòè÷åñêîì è ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòàõ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Â êíèãå ïðåäñòàâëåíû êàê êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, òàê è ïîñëåäíèå òåîðåòè÷åñêèå
è ìåòîäè÷åñêèå ðàçðàáîòêè òåîðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî ñîâðåìåííûì ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Êíèãà íàïèñàíà êàê ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòîâ è îòäåëåíèé ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòîâ è òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Äëÿ åå ïîíèìàíèÿ íåîáõîäè-
ìî çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé è ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì â ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøîì îáúåìå, ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîãðàììå ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå äëÿ
âòóçîâ. Àâòîðû ñòàðàëèñü âñÿ÷åñêè óïðîñòèòü èçëîæåíèå, íå èñïîëüçóÿ â ïîëíîì îáú-
åìå àïïàðàò òåîðèè ìåðû è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è íàïîìèíàÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
èç îáùèõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ. Êíèãà ñîäåðæèò ìíîãî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, ïîçâîëÿ-
þùèõ ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé.
Ýòî äåëàåò áîëüøèíñòâî ðàçäåëîâ êíèãè äîñòóïíûìè øèðîêîìó êðóãó èíæåíåðîâ è
íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èñïîëüçóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ñâîåé ðàáîòå.

Ïðåäëàãàåìûé êóðñ íå ìîã áû áûòü íàïèñàí áåç àêòèâíîé ïîìîùè ñîòðóäíèêîâ
Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ è êà-
ôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Âñåì èì àâòîðû ÷ðåçâû÷àéíî ïðèçíàòåëüíû. Àâòîðû áóäóò áëàãîäàðíû ÷èòàòåëÿì çà
êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ êàê ê îòáîðó ìàòåðèàëà, òàê è ê âûáðàííîìó
ìåòîäó åãî èçëîæåíèÿ. Ýòè çàìå÷àíèÿ ìîæíî íàïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîííûì àäðåñàì
gam@osmf.sscc.ru è vav@osmf.sscc.ru.

Ã.À.Ìèõàéëîâ, À.Â.Âîéòèøåê
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðå-
øåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (èëè ìåòîäó
Ìîíòå-Êàðëî) (ñì. [1�13], à òàêæå ñïèñêè ëèòåðàòóðû â ýòèõ ìîíîãðàôèÿõ). Èñòîðè÷å-
ñêè èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè è ïðèëîæåíèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áûëî ñâÿçàíî ñ
ðåøåíèåì àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòî-
ãî ñòîëåòèÿ. Çà ïîñëåäíèå ïîëâåêà ñôåðà ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëàñü. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ âåðîÿòíîñòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íà îñíîâå êîòîðîé ïîñòðîåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçðà-
áîòàíû òàêæå â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå (ìåòîä Ìåòðîïîëèñà, ñõåìà Èçèíãà), â ôèçè÷å-
ñêîé è õèìè÷åñêîé êèíåòèêå (ìíîãî÷àñòè÷íûå çàäà÷è, ðåøåíèå óðàâíåíèé Áîëüöìàíà
è Ñìîëóõîâñêîãî, ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèé è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ), â òåîðèè ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîé
áèîëîãèè è äð.

Ïîä ÷èñëåííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì îáû÷íî ïîíèìàþò ðåàëèçàöèþ ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íåêîòîðîãî îáúåêòà ñ öåëüþ îöåíèâàíèÿ
èçó÷àåìûõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Â ñàìîì îáùåì âèäå ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó I. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eζ, ðàâíûì I, è ñ êî-
íå÷íîé äèñïåðñèåé Dζ, ïðè÷åì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ζj ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðå. Ïîñòðîèâ áîëüøîå êîëè÷åñòâî n âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn, íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå èñêîìîé âå-
ëè÷èíû:

I = Eζ ≈ ζ̄n =
ζ1 + . . .+ ζn

n
. (0.1)

Îñíîâíûìè ïðèìåðàìè âåëè÷èí I, äîïóñêàþùèìè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, ÿâëÿþòñÿ èí-
òåãðàë

I =

∫
g(x) dx

è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

Ih = (ϕ, h) =

∫
ϕ(x)h(x) dx

îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

ϕ(x) =

∫
k(x′, x)ϕ(x′) dx′ + f(x).

Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ èç (0.1) èìååò âèä ζ = q(ξ), ãäå ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð
èëè ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íàïðèìåð, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
öåïü Ìàðêîâà) ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ (0.1) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ íà ÝÂÌ.
Îïèñàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ïîñâÿùåíà ãëàâà 1 "Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí". ×åòêî âûäåëåíû îñíîâíûå ìåòîäû è èõ ìîäèôèêàöèè (â òîì ÷èñëå, ðàçðà-
áîòàííûå íå òàê äàâíî ìåòîä Óîëêåðà, äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ, äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû è äð.). Âî âòîðîé ãëàâå â êðàòêîé ôîðìå îòðàæåíû ñîâðåìåí-
íûå ÷èñëåííûå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé. Â òðåòüåé ãëàâå îñîáîå âíèìàíèå
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óäåëåíî ìåòîäàì óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ è àíàëèçó ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûìè êóáàòóðíûìè ôîð-
ìóëàìè è ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî. Äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðèíöèïèàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
è ìåòîäè÷åñêèõ óëó÷øåíèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ èçäàííûìè ðàíåå ó÷åáíèêàìè è ïîñîáèÿ-
ìè) ïðåäñòàâëåíî â ÷åòâåðòîé ãëàâå "Âû÷èñëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà". Ïðèâåäåí ðÿä íîâûõ êðàòêèõ îáîñíîâàíèé (â
÷àñòíîñòè, óñëîâèé îáðûâà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è êîíå÷íîñòè ÷èñëà ïåðåõîäîâ äëÿ
öåïè Ìàðêîâà ñ ïîãëîùàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè), ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðå-
êóððåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, âåêòîðíûõ è ëîêàëüíûõ îöåíîê, à òàêæå ñïåöèàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé (ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàíäîìèçàöèÿ,
ïàðàìåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå). Òðàäèöèîííî âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò âîïðîñû
îïòèìèçàöèè âåñîâûõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî (ìîäåëèðîâàíèå ïî öåííîñòè, ìåòîäû ïîíè-
æåíèÿ äèñïåðñèè è äð.). Íîâûé ñîâðåìåííûé òåîðåòè÷åñêèé ðàçäåë "Ôóíêöèîíàëüíûå
îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî"ïðåäñòàâëÿåò ïÿòàÿ ãëàâà ó÷åáíèêà. Ñëåäóþùèå äâå ãëàâû
ïîñâÿùåíû îñíîâíûì ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Íàçâàíèå ãëàâû 6 � 'Ðåøå-
íèå çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö' � è íàçâàíèå ãëàâû 7 � 'Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé' � ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûìè, îäíàêî ìíîãèå èç ðåçóëüòàòîâ,
êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ýòèõ ãëàâàõ, ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè ïî ñðàâíåíèþ
ñ îïóáëèêîâàííûìè ðàíåå ó÷åáíèêàìè è ïîñîáèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèå è èññëå-
äîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà "áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì"îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ íà
îñíîâå ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ èçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé êðàå-
âûõ çàäà÷.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòåðèàëû äàííîãî ó÷åáíèêà ïðîøëè øèðîêóþ àïðîáàöèþ â Íî-
âîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòóäåíòîâ 4-ãî êóðñà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ ìíîãèå ãîäû ÷èòàåòñÿ îñíîâíîé ïîëóãîäî-
âîé êóðñ "Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî", â êîòîðûé âõîäÿò ìàòåðèàëû èç ïîäðàçäåëîâ 1.1.1�
2, 1.1.4, 1.2.1�3, 1.3.1�2, 1.4.1, 1.4.3, 1.5.1�2, 1.6.1�3, 1.7.1�2, 1.8.1, 1.8.3�4, 1.9.1, 1.9.4,
1.10.1�4; 2.1.1�4, 2.2.1�2, 2.6.1, 3.1.1�3, 3.2.1�2, 3.4.1�2, 3.5.1�4, 3.6.1, 3.6.3, 4.1, 4.2, 4.3.1�
6, 4.4, 4.5.1, 4.7.1�2, 4.9.1, 5.2.1, 6.1, 6.2.1�2, 6.3, 6.5, 7.1.1�3, 7.2.1�2, 7.3. Íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñåìèíàðàõ äåòàëüíî ïðîðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Ðàçäåëû, íå âîøåäøèå â
îñíîâíîé êóðñ ñëóæàò îñíîâîé ÷èòàåìûõ â ÍÃÓ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ "Äîïîëíèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ÷èñëåííîì ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðè-
ðîâàíèè", "Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ"è "Ôóíêöèîíàëüíûå îöåíêè ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî".

Ïðè íàïèñàíèè äàííîãî ó÷åáíèêà èñïîëüçîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå êíèãè è ñòàòüè ïî
÷èñëåííîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, â òîì ÷èñëå, ìîíîãðàôèè è ó÷åáíèêè [1�
13]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìàòåðèàëû äàííîãî ó÷åáíèêà íåëüçÿ ñ÷èòàòü íîâûìè, îðèãèíàëüíû-
ìè. Ïðåäñòàâëåíû ïðåæäå âñåãî ìåòîäè÷åñêè âûâåðåííûå, àïðîáèðîâàííûå â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ìàòåðèàëû. Ïîýòîìó ïðè ññûëêå íà ñâåäåíèÿ èç äàííîãî ó÷åáíèêà öåëåñîîá-
ðàçíî äîáàâëÿòü ñëîâà ñì., íàïðèìåð,...
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ÃËÀÂÀ 1. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

1.1. ÃÅÍÅÐÀÒÎÐÛ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ×ÈÑÅË

1.1.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà. Îñíîâíûì èíñòðó-
ìåíòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ÝÂÌ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèé ãåíåðà-
òîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, äàþùèé âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ αi ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1).

Ïåðå÷èñëèì âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α. Ðàñïðåäåëåíèå
ýòîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ñ ïëîòíîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1)

f(u) ≡ 1, 0 < u < 1. (1.1)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

F (x) =


0 ïðè x ∈ (−∞, 0],
x ïðè x ∈ (0, 1),
1 ïðè x ∈ [1,+∞),

(1.2)

Íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

Eα =

∫ 1

0

u f(u) du = 1/2; Dα = Eα2 − (Eα)2 = 1/3− 1/4 = 1/12. (1.3)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ f(u) = f(u1, . . . , ul) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñëó÷àéíîãî âåêòîðà) ξ = (ξ1, . . . , ξl), åñëè
äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà D èç Rl âûïîëíåíî

P(ξ ∈ D) =

∫
D

f(u) du =

∫
D

f(u1, . . . , ul) du1 . . . dul (1.4)

Íàïîìíèì, ÷òî áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà èç Rl ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà, ïîëó-
÷åííûå èç îòêðûòûõ l-ìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ("ìíîãîìåðíûõ èí-
òåðâàëîâ") ñ ïîìîùüþ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è âçÿòèÿ
äîïîëíåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â äàëüíåéøåì ýêâèâàëåíòíûìè áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ïî-
íÿòèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) â Rl, è ñëó÷àéíîé
òî÷êè, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u) â Rl.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè l-ìåðíàÿ òî÷êà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè
G1 ⊂ Rl êîíå÷íîãî îáúåìà Ḡ1 =

∫
G1
du, òî îíà òàêæå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â

ïðîèçâîëüíîé ïîäîáëàñòè G ⊆ G1 îáúåìà Ḡ ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ â ýòó ïîäîáëàñòü;
ïðè ýòîì P(α ∈ G) = Ḡ/Ḡ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè α èìååò âèä f1(u) ≡ 1/Ḡ1 ïðè
u ∈ G1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî D ⊆ G è âû÷èñëèì óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü

P(α ∈ D|α ∈ G) = P
{
(α ∈ D) ∩ (α ∈ G)

}/
P(α ∈ G) =

=

∫
D

1

Ḡ1

du
/∫

G

1

Ḡ1

du = D̄/Ḡ =

∫
D

1

Ḡ
du.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâà D, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà α, ïî-
ïàäàÿ â îáëàñòü G, ðàñïðåäåëåíà â íåé ðàâíîìåðíî ñ ïëîòíîñòüþ f(u) = 1/Ḡ. Èç ñîîò-
íîøåíèÿ (1.4) ïðè D = G ïîëó÷àåì, ÷òî P(α ∈ G) = Ḡ/Ḡ1.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñôîðìóëèðóåì
Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü èìååòñÿ èíòåðâàë (a, b) ⊆ (0, 1). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (a, b) ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ â ýòîò èíòåðâàë è
P
(
α ∈ (a, b)

)
= b− a.

Âàæíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïîñêîëüêó α ∈ (0, 1), äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä

α = 0, α(1) . . . α(k) . . . =
∞∑
k=1

α(k) 2−k, (1.5)

ïðè÷åì êàæäûé ðàçðÿä α(k) ìàíòèññû ÷èñëà (1.5) ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå.
Óòâåðæäåíèå 1.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α áûëà ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâîè÷íûå öèôðû
α(1), . . . , α(k), . . . èç ñîîòíîøåíèÿ (1.5) ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-
ñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1/2: P(α(k) = 1) =
P(α(k) = 0) = 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (1.5) ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1), òî α(k) = 0 ïðè

0, α(1) . . . α(k−1) 0 ≤ α < 0, α(1) . . . α(k−1) 1, (1.6)

ïðè÷åì α(1) . . . α(k−1) â (1.6) ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 è 1. Äëèíà èíòåðâàëà (1.6)
ðàâíà 2−k, è èíòåðâàëû (1.6) äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ α(1) . . . α(k−1) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó,
èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.2, ïîëó÷àåì

P(α(k) = 0) =
1∑

α(1),...,α(k−1)=0

2−k = 2k−1 2−k = 1/2. (1.7)

Òîãäà P(α(k) = 1) = 1−P(α(k) = 0) = 1/2.
Äîêàæåì òåïåðü íåçàâèñèìîñòü α(s) è α(k), ãäå 1 ≤ s < k. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

âåðîÿòíîñòü P{(α(k) = i) ∩ (α(s) = j)}. Ýòî ÷èñëî, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïîëíåíî (1.6), ïðè óñëîâèè, ÷òî α(s) ôèêñèðîâàíî.
Òîãäà ïî àíàëîãèè c (1.7) èìååì

P{(α(k) = i) ∩ (α(s) = j)} =
1∑

α(1),..., α(s−1), α(s+1),..., α(k−1)=0

2−k =

= 2k−2 2−k = 1/4 = P(α(k) = i)×P(α(s) = j).

Àíàëîãè÷íî

P{(α(k1) = i1) ∩ . . . ∩ (α(kq) = iq)} = 2−q = P(α(k1) = i1)× . . .×P(α(kq) = iq),

à ýòî è îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ öèôð ÷èñëà (1.5).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî äðîáü èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.5) ïðèíàä-
ëåæèò èíòåðâàëó (0, 1), ïîýòîìó

P

(
∞∑
k=1

α(k) 2−k < x

)
= 0 ïðè x ≤ 0 è P

(
∞∑
k=1

α(k) 2−k < x

)
= 1 ïðè x ≥ 1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x = 0, a1 a2 . . . ak . . . èç èíòåðâàëà (0, 1) è ïîêàæåì, ÷òî
P(
∑∞

k=1 α
(k) 2−k < x) = x.

Åñëè
∑∞

k=1 α
(k) 2−k < x , òî ëèáî α(1) < a1, ëèáî α

(1) = a1 è α
(2) < a2, ëèáî α

(1) =
a1, α

(2) = a2 è α
(3) < a3 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,

P

(
∞∑
k=1

α(k) 2−k < x

)
=

∞∑
k=1

P{(α(1) = a1) ∩ . . . ∩ (α(k−1) = ak−1) ∩ (α(k) < ak)} =

=
∞∑
k=1

P(α(1) = a1)× . . .×P(α(k−1) = ak−1)×P(α(1) < ak);

çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ öèôð α(1), . . . , α(k). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
P(α(k) < ak) = ak/2. Ïîýòîìó

P

(
∞∑
k=1

α(k) 2−k < x

)
=

∞∑
k=1

2−(k−1) ak2
−1 =

∞∑
k=1

ak 2−k = x.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé äðîáè èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(1.5) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (1.2).

1.1.2. Äâà òèïà ãåíåðàòîðîâ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ñ îäíîé ñòîðî-
íû, äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå 1.3 ìîæåò ïîâåðãíóòü èññëåäîâàòåëÿ â íåêîòîðîå óíûíèå,
òàê êàê îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî "íàñòîÿùåå"ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî (1.5) èìååò
áåñêîíå÷íóþ ìàíòèññó, âîñïðîèçâåñòè êîòîðóþ íà ÝÂÌ íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìàøèííûå îøèáêè, ñâÿçàííûå
ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, ÷àñòî íå ó÷èòûâàþòñÿ (â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü
èñïîëüçîâàíèå ôîðìàòîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ÝÂÌ). Äëÿ èñïîëüçóåìûõ íà ïðàê-
òèêå ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, êàê
ïðàâèëî, íåçíà÷èòåëüíû.

Óòâåðæäåíèå 1.3 îáîñíîâûâàåò ïðèíöèï ðàáîòû òàê íàçûâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ äàò÷è-
êîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ýòî òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà (÷àùå âñåãî "øóìÿùèå"ðàäèîýëåêòðîííûå
ïðèáîðû), êîòîðûå âûðàáàòûâàþò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ öèôð (óñëîâ-
íî: ëàìïî÷êà ãîðèò èëè íå ãîðèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2; åñëè âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà 1/2,
ìîæíî áðàòü ïàðû ñîáûòèé "äà � íåò"è "íåò � äà", à ñîáûòèÿ "äà � äà", "íåò �
íåò"îòáðàñûâàòü). Ê ïðåèìóùåñòâàì òàêîãî ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îò-
íîñÿò áûñòðîòó ðåàëèçàöèè è íåîãðàíè÷åííîñòü çàïàñà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íåäîñòàòêîì
äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêè òðåáóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ïðîâåðêà âûðàáàòûâàåìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ïîñêîëüêó äàæå ñâåðõíàäåæíîå òåõíè÷å-
ñêîå óñòðîéñòâî äàåò ñáîè). Êðîìå òîãî, íåò âîçìîæíîñòè âîñïðîèçâåñòè ðàñ÷åòû. Ñëå-
äóåò òåì íå ìåíåå çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåìàëî âû÷èñëèòåëåé, êîòîðûå ïðåäïî÷è-
òàþò èìåííî äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è ðàáîòû ïî êîíñòðóèðîâàíèþ òàêèõ óñòðîéñòâ
ïðîäîëæàþòñÿ.

Áîëüøèíñòâî ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ïðîèçâåäåíî è ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñåáÿ íåêîòîðûå âû-
÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû. Àðãóìåíòàìè â ïîëüçó ïðèìåíåíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

7



ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòü âîñïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû, áûñòðîòà ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë, îòñóòñòâèå
âíåøíèõ óñòðîéñòâ è íåîáõîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîé ïðîâåðêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ÷è-
ñåë, ìàëàÿ çàãðóæåííîñòü ïàìÿòè ÝÂÌ. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåàëèçà-
öèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþò âèä

αn+1 = ψ(αn), (1.8)

ãäå íà÷àëüíîå ÷èñëî α0 çàäàíî. Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ äîëæåí ÿâëÿòüñÿ èí-
òåðâàë (0, 1).

Îäíî èç ñîîáðàæåíèé î òîì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ôóíêöèþ ψ èç (1.8),
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïàðû òî÷åê

(α1, α2 = ψ(α1)), (α3, α4 = ψ(α3)), (α5, α6 = ψ(α5)), . . . (1.9)

ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà êðèâîé y = ψ(x), à ñ äðóãîé � ýòè æå òî÷êè
äîëæíû (ïî ñâîéñòâàì "íàñòîÿùèõ"ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë) áûòü ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû â êâàäðàòå Q2 = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè
ψ(x) äîëæåí äîñòàòî÷íî ïëîòíî çàïîëíÿòü êâàäðàò Q2. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ψ(x)
ìîæåò ñëóæèòü

ψ(x) = {M x} (1.10)

äëÿ áîëüøîãî ìíîæèòåëÿ M ; çäåñü {A} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà A. Àëãîðèòì
(1.8) ñ ôóíêöèåé (1.10) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ìåòîäîì âû÷åòîâ è ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ àëãîðèòìîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïñåâäîñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë.

1.1.3. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ β = {Mα}. Îòìåòèì äâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâà
ôóíêöèè (1.10).

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β = {Mα} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â èí-
òåðâàëå (0, 1) äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èññëåäóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(β < x). Ïî îïðåäå-
ëåíèþ äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî α ∈ (0, 1), èìååì β ∈ (0, 1), è ïîýòîìó
F (x) = 0 ïðè x ≤ 0 è F (x) = 1 ïðè x ≥ 1. Åñëè x ∈ (0, 1), òî, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå
1.2, ïîëó÷àåì

F (x) =
M−1∑
k=0

P(k ≤M α < k + x) =
M−1∑
k=0

P

(
k

M
≤ α <

k + x

M

)
=

M−1∑
k=0

x

M
= x.

Èç ôîðìóëû (1.2) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â èí-
òåðâàëå (0, 1).

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ñîìíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíî-
ãî ìåòîäà âû÷åòîâ (1.8), (1.10), ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {αn} çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.5. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

r(α, β(s)) = E

((
α− Eα√

Dα

)(
β(s) − Eβ(s)√

Dβ(s)

))

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α è

β(s) = {Mβ(s−1)}, β(0) = α; s = 1, 2, . . .
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ðàâåí 1/M s äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî s. Îñíîâàíèå èíäóê-

öèè äàåò ñîîòíîøåíèå r(α, β) = 1/M , êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç
óòâåðæäåíèÿ 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòàíäàðòíîé è
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí

r(α, β) = E

((
α− 1/2√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
= E

((
Mα−M/2

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
=

= E

((
[Mα] + {Mα} − (M/2− 1/2)− 1/2

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
=

= E

((
γ − (M/2− 1/2)

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
+ E

((
β − 1/2

M
√

1/12

)(
β − 1/2√

1/12

))
,

ãäå γ = [Mα]. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà γ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . ,M−1 ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè 1/M , è íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,

P{(γ = k) ∩ (β ∈ (c, d))} = P(k + c < Mα < k + d) = P

(
k + c

M
< α <

k + d

M

)
=

=
k + d

M
− k + c

M
=
c− d

M
= P(γ = k)×P(β ∈ (c, d));

çäåñü k = 0, 1, . . . ,M − 1 è 0 < c < d < 1. Òàêèì îáðàçîì,

r(α, β) =

√
Dγ

M
√

1/12
r(γ, β) +

1

M
r(β, β) =

1

M
.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èç óòâåðæäåíèÿ 1.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè M >> 1 êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó

çàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè αn+s è αn íåâåëèê è ðàâåí 1/M s.
Ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî âåñüìà ýôôåêòèâåí ïðè îöåí-

êå ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñâîéñòâî k-ðàâíîìåðíîñòè, ñìûñë
êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîðû

α
(k)
1 = (α1, . . . , αk), α

(k)
2 = (αk+1, . . . , α2k), . . . , α(k)

n = (αk(n−1)+1, . . . , αnk) (1.11)

äîëæíû ñ ðîñòîì n ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ðàâíîìåðíî çàïîëíÿòü åäèíè÷íûé k-ìåðíûé
êóá Qk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ïîäîáëàñòü êóáà
ñòðåìèòñÿ ê îáúåìó ýòîé îáëàñòè ïðè n→∞.

Îïðåäåëåííûì íåäîñòàòêîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (1.8), (1.10) ÿâëÿ-
åòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî k-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ âèäà (αj, αj+1, . . . , αj+k)
ñîñðåäîòî÷åíû íà ñåìåéñòâàõ ïëîñêîñòåé, ò.å. íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé.
Íàïðèìåð, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè âèäà (1.9) ðàñïîëîæåíû íà M ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè sM−1 ≤ αj < (s + 1)M−1, òî αj+1 = {Mαj} = Mαj − s.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè áîëüøîì M è äðóãèå óïîìÿíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ äîñòàòî÷íî
ïëîòíî çàïîëíÿþò k-ìåðíûå êóáû. Ïîýòîìó óêàçàííûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà âû÷åòîâ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn}, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì k-ðàâíîìåðíîñòè, âûïîëíÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà

ξ̄(k)
n =

1

n

n∑
j=1

g(α
(k)
j ) → J (k), ãäå J (k) =

∫
Qk

g(x) dx =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

g(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk

(1.12)
äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè g(x), ÷òî è îïðåäåëÿåò âàæíîñòü ñâîé-
ñòâà k-ðàâíîìåðíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãîêðàòíûõ èíòå-
ãðàëîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîãèå àâòîðû â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ k-ðàâíîìåðíîñòè
èñïîëüçóþò ñîîòíîøåíèå (1.12). Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ñòðîèòñÿ êðè-
òåðèé Âåéëÿ (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 1.7).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.8), (1.10) îáëàäàåò àñèìïòîòè÷åñêèì (ïðè M → ∞) ñâîé-
ñòâîì (1.12). Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü

J
(k)
M =

∫ 1

0

ϕM(x) dx, ãäå ϕM(x) = g(x, {Mx}, {M2x}, . . . , {Mk−1x}).

Ïðè óñëîâèè, ÷òî α0 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî â (0, 1), è ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå M

(ñì. äàëåå ôîðìóëó (1.13)) âûïîëíåíî J
(k)
M = Eξ

(k)
n .

Óòâåðæäåíèå 1.6 [1]. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî M0 ïðè âñåõ M > M0 âñå ôóíêöèè

ϕM(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó â (0, 1), òî limM→∞ J
(k)
M = J (k). Åñëè ïðè ýòîì ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x) îáëàäàåò â Qk óñëîâèþ Ëèïøèöà

|g(x′)− g(x′′)| ≤ LΦ

k∑
i=1

|x′i − x′′i |γ, 0 < γ < 1,

òî äëÿ M > M0 âûïîëíåíî |J (k) − J
(k)
M | ≤ ((k − 1)LΦ)/Mγ.

Â ðàìêàõ àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (1.8),
(1.10) äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà J (k) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ðàâíî-
ìåðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ êóáàòóðíûõ ôîðìóë ñ ðàâíûìè âåñàìè. Ýòî ìîæåò
äàòü ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ðàñ÷åòîâ, åñëè âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë íå ñëèøêîì âûñî-
êîé êðàòíîñòè (k ≤ 12) îò äîñòàòî÷íî "õîðîøåé"(ãëàäêîé) ôóíêöèè. Òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êóáàòóðíûõ óçëîâ íàçûâàþòñÿ êâàçèñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè. Èç íèõ íàèáîëåå
èçó÷åíû è ïðîâåðåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà è Ñîáîëÿ [2].

1.1.4. Ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ. Îòìåòèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèÿ 1.4 è 1.5 ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ "íàñòîÿùåãî"ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α.
Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè ýòèõ óòâåðæäåíèé â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà (1.8),
(1.10) äëÿ ÷èñåë αn ñ îãðàíè÷åííîé ìàíòèññîé äëèíû m. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî m ïðè óäà÷íîì ïîäáîðå ìíîæèòåëÿ M ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷ëåíîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (1.8), (1.10) è "íàñòîÿùåãî"ñòàíäàðòíîãî ÷èñëà α áëèçêè (ýòî ïîêàçûâàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû � ñì. äàëåå ïîäðàçä. 1.1.5).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.8), (1.10) ðàâåí α0 =
2−m, à ìíîæèòåëü èìååò âèä M = 52p+1, ãäå p � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêîé âû-
áîð îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ìíîãèå ñïåöèàëèñòû èñïîëüçîâàëè è ïðîâåðÿëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìíîæèòåëÿìèM èìåííî òàêîãî âèäà. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

αn = kn 2−m; k0 = 1, kn ≡ kn−1 52p+1(mod 2m). (1.13)

Ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (1.13) ñâÿçàí ñ òåì,
÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, èìåþùèõ ìàíòèññó äëèíû m è ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, 1),
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ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, è ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.13) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ò.å.
ðàíî èëè ïîçäíî êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå αL ñîâïàäåò ñî çíà÷åíèåì α0, è òîãäà, â ñèëó
(1.8), èìååì

αL+i = αi ïðè i = 1, 2, . . . (1.14)

Íàèìåíüøåå ÷èñëî L, óäîâëåòâîðÿþùåå (1.14), íàçûâàåòñÿ äëèíîé ïåðèîäà. Îáû÷íî äëÿ
ðàñ÷åòîâ íå ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàòü áîëüøå ÷åì L/2 ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.8),
(1.10).

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ÷èñåë ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (1.13) ïåðèîä ðàâåí L = 2m−2. Âåëè÷èíà M = 52p+1 â äâîè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè îêàí÷èâàåòñÿ íà 01, ïîýòîìó âñå αn ÿâëÿþòñÿ m-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íû-
ìè äðîáÿìè, ïîñëåäíèå äâà ðàçðÿäà êîòîðûõ ðàâíû 01. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà L = 2m−2

îñòàëüíûå m− 2 ðàçðÿäà "ïðîáåãàþò"âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
α0 ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ m-ðàçðÿäíóþ äâîè÷íóþ äðîáü óêàçàííîãî òèïà.

Âîïðîñ î ïðèãîäíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë (1.13) èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöè-
àëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 1.1.5) è ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ
òåñòîâûõ çàäà÷. Äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ (m, p) ïîëó÷àþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ äðóãèõ � ïëîõèå. Â íîâîñèáèðñêîé øêîëå ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî
äëÿ àëãîðèòìîâ ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé n ïîðÿäêà 109 è ìåíüøå äîëãèå ãîäû âïîëíå óäî-
âëåòâîðèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ãåíåðàòîð (1.13) ñ ïàðàìåòðàìèm = 40 è p = 8, ïðîøåäøèé
âñåñòîðîííåå ìíîãîëåòíåå òåñòèðîâàíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðîñòîì ìîùíîñòåé
ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â ãåíåðàòîðàõ ñ óâåëè÷åí-
íûì ïåðèîäîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð
(1.13) ñ ïàðàìåòðàìè m = 128 è p = 50059 èç [3] (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 1.1.6). Îïðåäåëåí-
íûå òðóäíîñòè êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ôîðìóë (1.13) íà êîìïüþòåðå ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî
íóæíî ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè, èìåþùèìè ìàíòèññó äëèíûm, ïðåâîñõîäÿùóþ
ñòàíäàðòíûé ôîðìàò ÝÂÌ.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïîäðàçäåëà ñôîðìóëèðóåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ.
Çàìå÷àíèå 1.1. Êàê ïðàâèëî, ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåííûå

â ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (FORTRAN, PASCAL, ÑÈ++ è äð.)
äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðîòåñòèðîâàíû è äàþò ñòàòèñòè÷åñêè óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ óìåðåííî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).
Ïîýòîìó íåñìîòðÿ íà ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíûõ íåäîñòàòêàõ
äàò÷èêîâ (êîíå÷íîñòü èñïîëüçóåìîé ìàíòèññû, ïåðèîäè÷íîñòü è ò. ï.), â äàëüíåéøåì
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èñïîëüçóåìûé â ðàñ÷åòàõ ãåíåðàòîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
äàåò "íàñòîÿùèå"(òåîðåòè÷åñêèå) âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ α.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðåöåçèîííûõ ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü äàò÷èê, ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè êîòîðîãî èçâåñòíû. Îñîáóþ ðîëü èãðàþò êîíòðîëü-
íûå ðàñ÷åòû äëÿ çàäà÷ (áëèçêèõ ê ðåàëüíûì) ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä âû÷åòîâ (1.13), äàæå ðåàëèçîâàííûé
îïòèìàëüíî äëÿ èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òðó-
äîåìêèì (ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì ÷èñåë). Ïîýòîìó ïðè îïòè-
ìèçàöèè àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî öåëåñîîáðàçíî ïî-âîçìîæíîñòè óìåíüøàòü
÷èñëî îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå òèïà RANDOM .

1.1.5. Òåñòèðîâàíèå è ìîäèôèêàöèÿ ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ è ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Êàê óêàçàíî âûøå, îêîí÷àòåëüíûé âûâîä î êà÷åñòâå òîãî èëè èíîãî
ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ èëè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ
ýòîãî ãåíåðàòîðà. Ñðàçó ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íèêàêàÿ, äàæå ñàìàÿ øèðîêàÿ, ñèñòåìà
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òåñòîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿâèòü òîò èëè èíîé ãåíåðàòîð ïîä-
õîäÿùèì. Ïðîöåññ ïðîâåðêè äàííîãî ãåíåðàòîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷åí. Áîëåå òîãî,
êàæäóþ çàäà÷ó ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ
ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ (ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê î÷åðåäíîé
òåñò äëÿ ýòîãî äàò÷èêà. Ìû óïîìÿíåì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå òåñòû äëÿ ïðîâåðêè
ãåíåðàòîðîâ.

Êàê óêàçàíî â ïîäðàçä. 1.1.3, îäíèì èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {αn} ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî k-ðàâíîìåðíîñòè. Ïðîâåðêó ýòîãî ñâîéñòâà ìîæíî îñó-
ùåñòâëÿòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò. Îáëàñòü Qk ðàçáèâàåòñÿ íà
r = sk îäèíàêîâûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ êóáîâ (ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà øà-
ãà 1/s ïî êàæäîé êîîðäèíàòå), ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷àñòîòû {νi} ïîïàäàíèÿ âåêòîðîâ (1.11)
â ýòè ìàëûå êóáû è âåëè÷èíà

χ̃2
r−1(n) =

r∑
i=1

(νi − npi)
2

npi
, (1.15)

ãäå {pi = 1/r} � "òåîðåòè÷åñêèå"âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ
âåêòîðîâ (1.11) â ñîîòâåòñòâóþùèå êóáû ðàçáèåíèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèðñîíà, ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P(χ̃2
r−1(n) < x) =

∫ x

0

fχ2
r−1

(u) du, ãäå fχ2
r−1

(u) =
u(r−1)/2−1 e−u/2

2(r−1)/2Γ((r − 1)/2)

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (r − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à Γ(v) =∫ +∞
0

wv−1 e−w dw � ãàììà-ôóíêöèÿ. Çàäàåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (èëè êîýôôè-
öèåíò äîâåðèÿ) ε (÷àùå âñåãî áåðóò ε = 0.95; 0.99; 0.999) è èç óðàâíåíèÿ∫ ∞

χ2(r−1,1−ε)
fχ2

l−1
(u) du = 1− ε

íàõîäÿò (÷àùå âñåãî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèö) âåëè÷èíó χ2(r− 1, 1− ε), êî-
òîðóþ íàçûâàþò äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöåé ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè (1−ε). Äîâåðèòåëüíàÿ
ãðàíèöà ñðàâíèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèåì χ̃2

r−1(n) èç (1.15), è åñëè χ̃2
r−1(n) < χ2(r−1, 1−ε), òî

èññëåäóåìàÿ âûáîðêà {ξj} ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé, à åñëè χ̃2
r−1(n) ≥ χ2(r−1, 1−ε)

� íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé. Äëÿ êðèòåðèÿ χ2 ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü n è r òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî n/r ≥ 10.

Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà k-ðàâíîìåðíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ðÿä äðóãèõ òåñòîâ.
Ïðåæäå âñåãî óïîìÿíåì òåñò "k-íîðìàëüíîñòè", îñíîâàííûé íà ïåðåõîäå îò âåêòîðîâ
(1.11) ê ñîîòâåòñòâóþùèì k-ìåðíûì âåêòîðàì íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Âåñüìà øèðîêîå ïðèìåíåíèå èìåþò ñïåêòðàëüíûå òåñòû, îñíîâàííûå íà êðèòåðèè
Âåéëÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(k)
n } èç (1.11) áûëà

ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â k-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâà

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πi(s1αk(n−1)+1 + . . .+ skαnk)) = 0. (1.16)

äëÿ âñåõ öåëûõ s1, . . . , sk, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ.
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Çäåñü ïîä k-ðàâíîìåðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.12). Óïîìÿ-
íåì, â ÷àñòíîñòè, âîëíîâîé òåñò, äëÿ êîòîðîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ñîîòíîøåíèÿ (1.16) ê ñëåäóþùåé
êîíñòðóêöèè äëÿ ìåòîäà âû÷åòîâ (1.8), (1.10) ñ ìíîæèòåëåì M äëÿ ÷èñåë αn ñ îãðàíè-
÷åííîé ìàíòèññîé äëèíû m.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë (s1, s2, . . . , sk) òàêèõ, ÷òî ñóì-
ìà s1 + s2M + s3M

2 + . . . + skM
k−1 ðàâíà íóëþ (ïî ìîäóëþ 2m). Ââîäèòñÿ âîëíîâîå

÷èñëî W = mins1,...,sk

∑k
i=1 s

2
i . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì

k-ðàâíîìåðíîñòè, åñëè ÷èñëî W äîñòàòî÷íî âåëèêî (áîëåå òî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ äàíà â
[4]). Èç îïðåäåëåíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì k âîëíîâîå ÷èñëî
ìàëî, òî îíî íå âîçðàñòàåò è äëÿ k + 1. Âìåñòå ñ òåì, áîëüøîå çíà÷åíèå W ïðè íåêî-
òîðîì k íå ãàðàíòèðóåò óäîâëåòâîðèòåëüíîé âåëè÷èíû W äëÿ k + 1, ïîýòîìó ñëåäóåò
íàõîäèòü çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî íàáîðà ðàçìåð-
íîñòåé. Ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî òåñòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåîðèåé
íå íàéäåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ W .

Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 1.3, ïðè ïðîâåðêå ãåíåðàòîðîâ ìîæíî èññëåäîâàòü ñëó÷àé-
íîñòü öèôð ñòàíäàðòíûõ ÷èñåë α. Çäåñü ïðîâåðÿþò ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ öèôð
â ÷èñëàõ, ðåàëèçóåìûõ ãåíåðàòîðîì (òåñò "ïðîâåðêà ÷àñòîò"); ÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ äâó-
çíà÷íûõ ÷èñåë ñðåäè ïàð öèôð, ðåàëèçóåìûõ ïîäðÿä ãåíåðàòîðîì (òåñò "ïðîâåðêà ïàð");
÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè (òåñò "ïðî-
âåðêà èíòåðâàëîâ"); ÷àñòîòó ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ñðåäè ÷åòâåðîê öèôð,
ðåàëèçóåìûõ ïîäðÿä (òåñò "ïðîâåðêà êîìáèíàöèé"); ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ q îäèíàêîâûõ
öèôð ïîäðÿä ("òåñò ñåðèé"äëèíû q) è äð. Â óïîìÿíóòûõ òåñòàõ òàêæå àêòèâíî èñïîëü-
çóåòñÿ êðèòåðèé õè-êâàäðàò.

Äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ è ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëü-
çóþò òàêæå êðèòåðèé ω2 Í.Â.Ñìèðíîâà, êîððåëÿöèîííûå êðèòåðèè è äð.

Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ, ñâÿçàí-
íûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè êîíãðóýíòíîãî (ò.å. ïî ìîäóëþ 1) ñóììèðîâàíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé âèäà (1.13), à òàêæå ñ ïðèìåíåíèåì ôèçè÷åñêîãî äàò÷èêà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íà÷àëüíîãî ÷èñëà α0 (öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî âûáîðà íà÷àëüíîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (1.8) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.6).

1.1.6. Èñïîëüçîâàíèå äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèÿõ. Ñôîðìóëèðóåì ðÿä çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòåé ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. ßñíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå K íåçàâèñèìûõ
ïðîöåññîðîâ ïóòåì ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó íèìè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé óìåíüøàåò òðó-
äîåìêîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âK ðàç, ïîñêîëüêó çàòðàòû íà çàêëþ÷èòåëü-
íîå ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (0.1) è îñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðàêòè÷åñêè íåñóùåñòâåí-
íû. Êîíå÷íî, ïðè ýòîì ñëåäóåò äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ îáúåìîâ
âûáîðîê {nk} íà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî
ñïîñîáà îñðåäíåíèÿ ïî ôîðìóëàì âèäà

ζ̄n =
1

n

K∑
k=1

nkζ̄nk
, n =

K∑
k=1

nk,

ãäå ζ̄nk
� ñðåäíåå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå íà k-îì ïðîöåññîðå. Êàê óêàçàíî âûøå, åñëè K

(è, ñîîòâåòñòâåííî, n) âåëèêî, òî íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë òîæå âåëèê, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå äëèííîïåðèîäíûõ ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ñïîñîá èõ ðàçáèåíèÿ íà
K ÷àñòåé íåîáõîäèìîé äëèíû. Ìåòîä âû÷åòîâ (1.13) äàåò ýëåìåíòàðíûé ñïîñîá òàêîãî
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ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü µ >> 1 � êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, òðåáóþùèõñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèé íà îäíîì ïðîöåññîðå. Äëÿ k-ãî ïðîöåññîðà íà÷àëüíîå ÷èñëî â ìåòîäå
âû÷åòîâ ñ ìíîæèòåëåì M âûáåðåì ïî ôîðìóëå

α
(k,µ)
0 = uk,µ/2

m; uk,µ = uk−1,µM
µ(mod 2m). (1.17)

Òàêîé ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïî ïðîöåññîðàì íàçûâàþò bf-ãåíåðàòîðîì
(ñîêðàùåíèå îò "big-frog�-ãåíåðàòîð). Â îòäåëå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå
Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ ðåàëè-
çîâàí bf-ãåíåðàòîð ñ µ = 1026 (â êà÷åñòâå èñõîäíîãî èñïîëüçóåòñÿ äàò÷èê (1.13) ñ ïà-
ðàìåòðàìè m = 128 è p = 50059). Ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëè÷åñòâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë
äëÿ êàæäîãî ïðîöåññîðà ñ èçáûòêîì õâàòàåò äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòðåáíîñòåé. Ãåíå-
ðàòîð ïîçâîëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñïðåäåëÿòü èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåðíî
íà 1012 ïðîöåññîðîâ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ãåíåðàòîðà, ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé (1.17), ìíîæèòåëåé Mµ = Mµ(mod 2m), à òàêæå ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ
äàò÷èêà ïðèâåäåíû â [3].

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà µ íåâåëèêî è ðàâíî êîëè÷åñòâó ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîé òðàåêòîðèè, èñïîëüçîâàíèå ÷èñåë (1.17) â êà÷å-
ñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåò lf-ãåíåðàòîð (ñîêðàùåíèå îò "little-
frog�-ãåíåðàòîð). Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñïîñîáà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë "ïîä-
ðÿä"(ò. å. â ïîðÿäêå îáðàùåíèÿ ê ãåíåðàòîðó (1.13)) lf-ãåíåðàòîð îáåñïå÷èâàåò ìàëîå èç-
ìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ñâÿçè
ñ ýòèì lf-ãåíåðàòîð áîëåå êîððåêòíî ïðîâåðÿåòñÿ ðåøåíèåì òèïîâûõ çàäà÷ ïî ñðàâíåíèþ
ñ îáû÷íûì ãåíåðàòîðîì (1.13). Êðîìå òîãî, lf-ãåíåðàòîð áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå
âàæíûì òåñòàì íà k-ìåðíóþ ðàâíîìåðíîñòü äëÿ çàäà÷ îöåíêè ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðà-
ëîâ (ñì. ïîäðàçä. 1.1.3, 1.1.5).

1.2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
(ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ)

1.2.1. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì. Íàëè÷èå íàäåæíîãî ãåíåðàòîðà ñòàíäàðòíûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë α (ñì. çàìå÷àíèå 1.1) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ) ñ ïðîèçâîëüíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîðÿäîê îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ â ýòîé ãëàâå àíàëîãè÷åí ïîðÿäêó èçó-
÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: "îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó"[5,
6]. Ñíà÷àëà áóäóò èçó÷åíû àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, çàòåì äëÿ îäíîìåðíûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí è äàëåå � äëÿ ìíîãîìåð-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èëè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ). Äëÿ êàæäîãî òèïà ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí áóäåò ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì. Ó÷èòûâàÿ òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (0.1) òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü áîëüøîå
êîëè÷åñòâî n >> 1 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, îñîáîå âíèìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ òðóäîåì-
êîñòè ïðåäñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ðÿäà âàæíåéøèõ (ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ)
ðàñïðåäåëåíèé ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû ëèáî íå ðåàëèçóåìû, ëèáî íå ýôôåêòèâíû. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïðèíèìàþòñÿ (÷àñòî äîâîëüíî óñïåøíûå) ïîïûòêè ïîñòðîèòü ñïåöè-
àëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñâîéñòâà çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [2,
7�9].

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì
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÷èñëîì çíà÷åíèé x1, . . . , xN è ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

P(ξ = xi) = pi; pi > 0,
N∑
i=1

pi = 1. (1.18)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.18) ðåàëèçàöèÿ òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ xm ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ îçíà÷àåò ðîçûãðûø ñîáûòèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pm. Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (1.18)
ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) ìîæíî ðàçáèòü íà ïîëóèíòåðâàëû ∆m äëèíû pm:

∆m = [Rm−1, Rm); Rm =
m∑
i=1

pi; m = 1, 2, . . . , N ;

äëÿ m = 1 ïîëàãàåì Rm−1 = R0 = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ãåíåðàòîð, ðåàëèçóåì
âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.2 èìååì
P(α ∈ ∆m) = pm. Òàêèì îáðàçîì, åñëè α ∈ ∆m, òî äëÿ äàííîãî èñïûòàíèÿ ïîëàãàåì
ξ = xm.

Òåõíè÷åñêè îïðåäåëåíèå òîãî íîìåðà m ïîëóèíòåðâàëà ∆m, â êîòîðûé ïîïàëî âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå α, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âû÷èòàíèåì èç α ñóìì Rm äëÿ
m = 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíîñòü α − Rm íå ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé. Îïèñàííóþ
îïåðàöèþ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü áåç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóìì Rm, èñïîëüçóÿ
îïåðàöèþ ïåðåïðèñâàèâàíèÿ.

Àëãîðèòì 1.1. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α (ò. å. Q := RANDOM) è ïîëàãàåì
m := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− pm (1.19)

(ò. å. çàíîñèì íîâîå çíà÷åíèå (α−p1) â ÿ÷åéêó Q). Åñëè íîâîå Q íå ïîëîæèòåëüíî, òî
â êà÷åñòâå m âûáèðàåì òåêóùåå åãî çíà÷åíèå è ïîëàãàåì ξ = xm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ m := m + 1 è (1.19) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà
ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

Âàæíûì ïðèìåðîì äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû η, äëÿ êîòîðûõ

xi = i, P(η = i) = pi (1.20)

äëÿ i = 1, 2, . . . , N . Àëãîðèòì 1.1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Àëãîðèòì 1.2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α è ïîëàãàåì m := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðå-

ïðèñâàèâàíèå (1.19). Åñëè íîâîå çíà÷åíèå Q íå ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëàãàåì η = m, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ m := m+ 1 è (1.19) è âíîâü ïðîèçâî-
äèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

1.2.2. Òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà. Â ðàçäåëå 0.5 óêàçàíî, ÷òî ôîð-
ìóëå (0.5) äëÿ òðóäîåìêîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (0.1) âåëè÷èíà t ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì
âðåìåíåì âû÷èñëåíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξj. Ñëîâî ñðåäíåå çäåñü ïðèíöè-
ïèàëüíî, òàê êàê çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå êîíêðåòíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξj ÿâ-
ëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëó÷àéíûìè. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ óæå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ξ = xm, ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòüm ïðîâåðîêQ íà
ïîëîæèòåëüíîñòü. Â îáùèå çàòðàòû δ àëãîðèòìà 1.1 âõîäÿò çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå
îäíîé ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (èõ îáîçíà÷èì a) è ðåàëèçàöèþ ñðàâíåíèé Q
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ñ íóëåì (çàòðàòû íà êàæäîå ñðàâíåíèå îáîçíà÷èì b). Òîãäà ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü t
àëãîðèòìà ðàâíà

t = Eδ = a+

(
N∑
i=1

ipi

)
× b. (1.21)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ ðàñïðåäåëåíèåì (1.20)
âåëè÷èíà t èç (1.21) ïðåäñòàâèìà â âèäå

t1 = a+ bEη. (1.22)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ 1.1 è 1.2 öåëåñîîáðàçíî (åñëè ýòî âîçìîæíî) ðàñïîëàãàòü
âåðîÿòíîñòè pi â ïîðÿäêå èõ óáûâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.8. Îïòèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, ïðè êîòîðîì
ñðåäíèå çàòðàòû t èç (1.21) ìèíèìàëüíû, ÿâëÿåòñÿ

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pN . (1.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé {p′1, . . . , p′N} ñîîòíîøåíèå (1.23) íå âûïîëíåíî, à âåëè÷èíà t′ = a +(∑N

i=1 ip
′
i

)
× b ìèíèìàëüíà. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà s è k, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðå-

ìåííî âûïîëíåíî
s < k è p′s < p′k. (1.24)

Ðàññìîòðèì íîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé {p′′1, . . . , p′′N}, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ {p′1, . . . , p′N} ïåðåñòàíîâêîé âåðîÿòíîñòåé p′s è p′k, ò. å. p′′j = p′j ïðè j 6= s, j 6= k
è p′′s = p′k, p

′′
k = p′s. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

t′ − t′′ = (sp′s + kp′k − sp′′s − kp′′k)b = (sp′s + kp′k − sp′k − kp′s)b1 = (k − s)(p′k − p′s)b.

Èç (1.24) ñëåäóåò, ÷òî t′ − t′′ > 0 è t′′ < t′. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âåëè÷èíà
t′ ìèíèìàëüíà.

1.2.3. Ñëó÷àè ìàëîãî è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé. Ïðèìåðû. Îòìåòèì,
÷òî â àëãîðèòìå 1.1 âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ. Åñëè α−RN−1 > 0, òî ïîñëåä-
íåå âû÷èòàíèå ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå α ∈ ∆N . Ñîîòâåòñòâóþùèå
àíàëîãè ôîðìóë (1.21) è (1.22) èìåþò âèä

t = a+

(
N−1∑
i=1

ipi + (N − 1) pN

)
× b; t1 = a− b pN + bEη.

Îäíàêî âûèãðûø îò ýòîé ìîäèôèêàöèè ñêàçûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìàëûõ N , òàê êàê ïðè
åå ïðèìåíåíèè òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå òåêóùåãî m c (N − 1).

Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé N = 2. Çäåñü àëãîðèòì 1.1 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé
ïðîñòîé âèä.

Àëãîðèòì 1.3. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå α. Åñëè α < p1, òî ξ = x1, èíà÷å ξ = x2.
Åñëè x1 = 1 è x2 = 0, òî ξ � áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ óñïåõà p1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî âñïîìíèòü î òîì, ÷òî áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ââîäèòñÿ äëÿ ôîðìàëèçàöèè èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Åñëè ïðè-
äàòü âåëè÷èíàì x1 è x2 "ñëîâåñíûå"çíà÷åíèÿ x1 = {ñîáûòèå A ïðîèçîøëî} è x2 =
{ñîáûòèå A íå ïðîèçîøëî}, òî àëãîðèòì 1.3 îïèñûâàåò ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî ñî-
áûòèÿ A.
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Â ñëó÷àå N = ∞ äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.18) âìåñòî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
{xi} è âåðîÿòíîñòåé {pi} çàäàþòñÿ ôîðìóëû èõ âû÷èñëåíèÿ

xi = ϕ(i); pi = ψ(i). (1.25)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî áîëåå óäîáíûìè (ýêîíîìè÷íûìè) ÿâëÿþòñÿ ðåêóð-
ðåíòíûå ôîðìóëû âèäà

pi+1 = z(pi), à êîíêðåòíåå, pi+1 = pi r(i+ 1). (1.26)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1.1 â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé ïåðåä âû÷èòàíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü åå ïî îäíîé èç ôîðìóë (1.25) èëè
(1.26).

Àëãîðèòì 1.4. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Q := α è
ïîëàãàåì m := 1 è P := p1 (èëè P := ψ(1)). Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− P. (1.27)

Åñëè íîâîå Q íå ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ξ âûáèðàåì ξ = ϕ(m) äëÿ
òåêóùåãî m; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì m := m+ 1, ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò âåðîÿò-
íîñòè P := ψ(m) (èëè P := z(P ), èëè P := P r(m)) è ïåðåïðèñâàèâàíèå (1.27) è âíîâü
ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò.ä.

Ñðåäíèå çàòðàòû àëãîðèòìà 1.4 ðàâíû

t = a+

(
∞∑
i=1

i pi

)
(b+ c), (1.28)

ãäå c � ñðåäíèå çàòðàòû íà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé
ïðîèñõîäèò ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (1.26) è âåðîÿòíîñòü p1 çàäàíà, ÷èñëî t èç (1.28)
óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó c. Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η ñ ðàñïðåäåëåíèåì
(1.20) ïðè i = 1, 2, . . . ôîðìóëà (1.28) èìååò âèä

t1 = a+ (b+ c)Eη. (1.29)

Ñóùåñòâóåò ðÿä ñïîñîáîâ ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü (1.28), ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñèò-
ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàñïîëîæåíèå (åñëè ýòî âîçìîæíî) âåðîÿòíîñòåé pi â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
(ñì. óòâåðæäåíèå 1.8). Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïî îäíîé èç ôîðìóë (1.25)
èëè (1.26) ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì (ò. å. âåëè÷èíà c âåëèêà), ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî N0 òàê,
÷òîáû ñóììà âåðîÿòíîñòåé RN0 = p1 + p2 + . . . + pN0 áûëà áëèçêà ê åäèíèöå è èìåëàñü
âîçìîæíîñòü ñîõðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ ìàññèâ çíà÷åíèé p0, p1, . . . , pN0 . Òî-
ãäà ïðè α < RN0 ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì 1.1 (áåç ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé), à ôîðìóëû
(1.25) èëè (1.26) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè α ≥ RN0 , ò. å. äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ñó-
ùåñòâåííî ñíèæàþò çàòðàòû (1.21), (1.28) àëãîðèòìîâ 1.1 è 1.4 äëÿ N >> 1 èëè N = ∞
ðàññìîòðåííûå äàëåå â ðàçäåëå 1.3 ìåòîä Óîëêåðà è êâàíòèëüíûé ìåòîä (àëãîðèòìû
1.6 è 1.7). Â ýòèõ àëãîðèòìàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 1.5).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áîëüøèì èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷å-
íèé ðàññìîòðèì øèðîêî ïðèìåíèìûå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñïåöèàëüíûå öåëî÷èñëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η ñ ðàñïðåäåëåíèåì (1.20) (äëÿ íèõ ñîîòíîøåíèå (1.25) èìååò
âèä xi = ϕ(i) = i). Ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ óïîìÿíóòûìè âûøå èñïûòàíè-
ÿìè Áåðíóëëè, ò. å. ñ ðåàëèçàöèåé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ c ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé

P(γ = 1) = p, P(γ = 0) = 1− p; 0 < p < 1.
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Ñîáûòèå {γ = 1} íàçûâàþò óñïåõîì (òîãäà âåëè÷èíà p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà), à ñîáû-
òèå {γ = 0} � íåóñïåõîì.

Ïðèìåð 1.1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p, çäåñü

pi = p (1− p)i−1, i = 1, 2, . . . . (1.30)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé Áåðíóëëè
γ äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî óñïåõà. Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ èçäàíèÿõ â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, áåðåòñÿ η′ = η − 1. Ýòà âåëè÷èíà
ðàâíà ÷èñëó èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ïðåäøåñòâóþùèõ ïåðâîìó óñïåõó. Äëÿ íóæä ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âåðñèþ (1.30) ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1.4 äëÿ ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (1.26) ïðè r(i+1) = pi+1/pi ≡ 1−p.
Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ 1/(1 − z)2 â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå z0 = 0 è ïîëàãàÿ z = q = 1 − p,
ïîëó÷àåì

1

(1− q)2
=

∞∑
i=1

iqi−1 è òîãäà Eξ =
∞∑
i=1

ipqi−1 =
p

(1− q)2
=

1

p
. (1.31)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.29), òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 1.4 ðàâíà t1 = a+ (b+
c)/p.

Ïðèìåð 1.2. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè p è N , çäåñü

pi = Ci
N p

i (1− p)N−i; i = 0, 1, . . . , N ; Ci
N =

N !

i!(N − i)!
. (1.32)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ηp,N = γ1 + . . .+ γN (1.33)

îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî óñïåõîâ â N èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
1.4 ñëåäóåò ñíà÷àëà ïîëàãàòü m := 0 (âìåñòî m := 1; ïðè ýòîì ñðåäíåå ÷èñëî âû÷èòàíèé
(1.27) óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó) è äëÿ ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó
(1.26) ïðè r(i + 1) = (p(N − i))/(q(i + 1)). Èç ôîðìóëû (1.33) ñëåäóåò, ÷òî Eηp,N = Np
è òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.22), t1 = a+ (b+ c)(Np+ 1).

Ïðèìåð 1.3. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0, çäåñü

pi =
λi

i!
e−λ; i = 0, 1, . . . . (1.34)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàññîíà, ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ôîðìîé áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè

N →∞, p(N) → 0, N p(N) → λ. (1.35)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1.4 ñëåäóåò ñíà÷àëà ïîëàãàòü m := 0 è äëÿ ïåðåñ÷åòà âå-
ðîÿòíîñòåé èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1.26) ïðè r(i + 1) = λ/(i + 1). Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè eλ â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå λ0 = 0, èìååì

Eη =
∞∑
i=0

i
λi

i!
e−λ = λ e−λ

∞∑
j=1

λj

j!
= λ;
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çäåñü j = i− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, t1 = a+ (b+ c)(λ+ 1).
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äàëåå â ïîäðàçä. 1.3.7�1.3.9 ïðèâåäåí ðÿä ñïåöèàëüíûõ

ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ïðèìåðîâ 1.1�1.3 è ïðîâåäåí àíàëèç ýòèõ
ìåòîäîâ ñðàâíèòåëüíî ñî ñòàíäàðòíûìè àëãîðèòìàìè 1.2 è 1.4.

1.3. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

1.3.1. Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåàëèçà-
öèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé çàìåòíî óïðîùàåòñÿ, êîãäà âñå
çíà÷åíèÿ x1, . . . , xN ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. â (1.18) âñå pi ðàâíû 1/N (òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàâíîìåðíûì).

Àëãîðèòì 1.5. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà
è ïîëàãàåì

m = [αN ] + 1 = [αN + 1] (1.36)

(çäåñü [A] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A) è ξ = xm.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè âûáîðà íîìåðàm ïî ôîðìóëå (1.36) íóæíî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , N âûïîëíåíî P(m = k) = 1/N . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
öåëîé ÷àñòè ÷èñëà è óòâåðæäåíèå 1.2, èìååì

P(m = k) = P([αN + 1] = k) = P(k − 1 ≤ αN < k) =

= P

(
k − 1

N
≤ α <

k

N

)
=

k

N
− k − 1

N
=

1

N
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå 1.3. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ àëãî-

ðèòìà 1.5 âìåñòî àëãîðèòìà 1.1 î÷åâèäíî. Îäíàêî íåâåðíî ãîâîðèòü ÷òî àëãîðèòì 1.5
âñåãäà ýêîíîìè÷íåå àëãîðèòìà 1.1. Òàê, äëÿ N = 2 è p1 = p2 = 1/2 áîëåå ýêîíîìè÷íûì
(ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì 1.5), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 1.3 (÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãîðèòìà 1.1). Çäåñü âñå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ðàáîòàþò îïåðàöèè âçÿòèÿ
öåëîé ÷àñòè ÷èñëà, âû÷èòàíèÿ, ñðàâíåíèÿ è ò. ï., à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ
âûáîðîì êîìïüþòåðà è ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñâîå ÷èñëî N0, äëÿ êîòîðîãî ïðè N ≤ N0 áîëåå ýêîíîìè÷íûì
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 1.1, à ïðè N > N0 � àëãîðèòì 1.5. Çíà÷åíèå N0 îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè âûáîðêè ξ1, . . . , ξn è ôèêñàöèè çàòðàò s = nt äëÿ
êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ 1.1 è 1.5.

1.3.2. Ïðèâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Àëãîðèòì 1.5 ïîç-
âîëÿåò ïðåäëîæèòü öåëûé ðÿä ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìîâ 1.1 è 1.4. Ìû ðàññìîòðèì
òðè òàêèõ ìîäèôèêàöèè: äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî N (ïðèâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ), äëÿ óìåðåííî áîëüøîãî N (ìåòîä Óîëêåðà [10] � ñì. ïîäðàçä.
1.3.3) è äëÿ áîëüøîãî N (êâàíòèëüíûé ìåòîä [8] � ñì. ïîäðàçä. 1.3.4). Êðîìå òîãî, â
ïîäðàçä. 1.3.5 äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøîãî N áóäóò ðàññìîòðåíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (1.36)
� áèíàðíûé ïîèñê è ìåòîä "ìàæîðàíòíîé ÷àñòîòû"[11].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî N òàêîãî, ÷òî âåðîÿòíîñòè pi èç ñî-
îòíîøåíèÿ (1.18) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáûêíîâåííûå äðîáè, êîòîðûå ìîæíî ïðèâåñòè
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ M , ò. å. pi = mi/M , ïðè÷åì m1 + . . . + mN = M è M ≤ M0.
Çäåñü ÷åðåç M0 îáîçíà÷åí ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ìàññèâà äëÿ çàäàííîãî êîìïüþòåðà è
âûáðàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ′, ýêâèâàëåíòíóþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì (1.18) è òàêóþ, ÷òî ξ′ = x′j = xi ïðè j =

∑i−1
s=1ms + 1, . . . ,

∑i
s=1ms, ïðè÷åì

P(ξ′ = x′j) = 1/M (ò. å. ïåðâûå m1 çíà÷åíèé x
′
j ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ′ ðàâíû x1, ñëåäó-

þùèå m2 çíà÷åíèé ðàâíû x2 è ò. ä., ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ {x′j} ðàâíîâåðîÿòíû). Âûáî-
ðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ′ ðåàëèçóþòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5: ξ′ = x′m′

ïðè m′ = [Mα] + 1. Ðàññìîòðåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ îçíà÷àåò çàìåíó àëãîðèòìà 1.1 äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà àëãîðèòì 1.5 äëÿ âåëè÷èíû ξ′.

1.3.3. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (ìåòîä Óîëêåðà). Ðàññìîòðèì òåïåðü
ñëó÷àé óìåðåííî áîëüøîãîN , äëÿ êîòîðîãîN ≈M0/2. Çäåñü âìåñòî àëãîðèòìà 1.1 ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ, âêëþ÷àþùóþ èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (1.36) è
îäíîãî ñðàâíåíèÿ. Èäåþ ýòîé êîíñòðóêöèè ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü ãðàôè÷åñêè. Èçîáðà-
çèì ðàñïðåäåëåíèå (1.18) â âèäå äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé øèðèíû
è âûñîòû pi (ñì. ðèñ. 1.1). Ïðîâåäåì íà âûñîòå h = 1/N ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ îñ-
íîâàíèþ äèàãðàììû. ×àñòü ñòîëáöîâ äèàãðàììû èìåþò âûñîòó, áîëüøóþ h, à ÷àñòü
� ìåíüøóþ h. Íåñëîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòåé ñòîëá-
öîâ äèàãðàììû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå ñòîëáöû èìåëè âûñîòó h è â êàæäîì èç íèõ
áûëè íå áîëåå ÷åì äâå äîëè èñõîäíûõ ñòîëáöîâ. Ïðîöåäóðà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòî-
èò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûáîðå ìàêñèìàëüíîãî (íàïðèìåð, l-ãî) è ìèíèìàëüíîãî (m-ãî)
ñòîëáöîâ (ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà pl > 1/N è pm < 1/N) è â äîïîëíå-
íèè m-ãî ñòîëáöà ÷àñòüþ l-ãî äî âûñîòû h (ýòî âîçìîæíî, ò. ê. íà ëþáîì øàãå ïðîöåññà
pmin + pmax ≥ 1/N , âåäü èíà÷å

∑N
i=1 pi < 1). Ïîñëå êàæäîãî øàãà çàâîäèòñÿ äâóìåðíàÿ

ÿ÷åéêà Em, â êîòîðîé õðàíèòñÿ ÷èñëî Fm = Npm (çäåñü pm � ìèíèìàëüíàÿ � íà äàííîì
øàãå � âûñîòà ñòîëáöà) è íîìåð ñòîëáöà l, èç êîòîðîãî âçÿòî äîïîëíåíèå m-ãî ñòîëáöà.
Â äàëüíåéøåì m-ÿ ÿ÷åéêà íå ìåíÿåòñÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö èìååò âûñîòó 1/N , è
îí íå ìîæåò áûòü íè ìàêñèìàëüíûì, íè ìèíèìàëüíûì, ò. ê. íå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
pm > 1/N è pm < 1/N). Åñëè æå èñõîäíûé (m-é) ñòîëáåö èìåë âûñîòó h = 1/N , òî
îí çàìåíÿåòñÿ íà äâóìåðíóþ ÿ÷åéêó Em, â êîòîðîé âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïóñòà. Ïðîöåññ
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ (÷åðåç N øàãîâ), êîãäà íà âñåõ ïîçèöèÿõ âîçíèêà-
þò äâóìåðíûå ÿ÷åéêè Ej (ò. å. ôàêòè÷åñêè âîçíèêàåò ìàññèâ äëèíû 2N , ÷òî îáúÿñíÿåò
ñîîòíîøåíèå N ≈ M0/2 äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûõ N). Ïîñëå ïðîâåäåííîé ïîäãîòî-
âèòåëüíîé ðàáîòû âîçíèêàåò

Àëãîðèòì 1.6. Ñîãëàñíî ôîðìóëå m = [α1N + 1] (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.36)) âûáè-
ðàåì íîìåð ÿ÷åéêè Em = (Fm; l). Ðåàëèçóåì òàêæå âòîðîå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α2

ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè α2 < Fm, òî ξ = xm, èíà÷å ξ = xl.

Ðèñ. 1.1. Ñõåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Óîëêåðà

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 1.6 ïðèâåäåíî äàëåå â ïîäðàçä. 1.8.2. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì
1.6 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ: âìåñòî α2 ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó

α3 =
α1 − (m− 1)/N

1/N
= Nα1 −m+ 1. (1.37)

Îáîñíîâàíèå òàêîé çàìåíû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α3 ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, 1) äëÿ ëþáîãî α1 ∈ ((m − 1)/N,m/N), ÷òî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.2 (ñì. òàêæå îáîñíîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
ñóïåðïîçèöèè èç ïîäðàçä. 1.6.3). Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1.37) ñâÿçàíà
ñ òåì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ íîâîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ α2 ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ ê ãåíå-
ðàòîðó òèïà RANDOM ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òðóäîåìêîé îïåðàöèåé (ñì. çàìå÷àíèå
1.2).
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1.3.4. Êâàíòèëüíûé ìåòîä. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøîãî N (ò. å. N > M0 è äàæå
N = ∞). Òðóäîåìêîñòè t èç ñîîòíîøåíèé (1.21) è (1.28) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñóùåñòâåí-
íî óìåíüøèòü, åñëè ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìûé êâàíòèëüíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ
äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Çàäàäèì öåëîå ÷èñëîK è ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1) íàK ðàâíûõ ÷àñòåé [(j−1)/K, j/K), j =
1, . . . , K. Äàëåå ïîñòðîèì ìàññèâ öåëûõ ÷èñåë {Xj}Kj=1 òàêîé, ÷òî

Xj = min{k : Rk = p1 + p2 + . . .+ pk ≥ (j − 1)/K},

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàññèâîì íèæíèõ êâàíòèëåé (ñì. ðèñ. 1.2). Ýòîò ìàññèâ çàäàåò
íîìåð k ýëåìåíòà ìàññèâà {Ri ; i = 1, 2, . . . , N}, ñ êîòîðîãî ñëåäóåò íà÷èíàòü ïîèñê
�ââåðõ� (ò. å. êàê è â àëãîðèòìàõ âèäà 1.1 è 1.4, âû÷èòàòü âåëè÷èíû Rq , q = k, k +
1, . . . èç α äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ) ïðè (j − 1)/K ≤ α < j/K.
Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Àëãîðèòì 1.7. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

2. Âû÷èñëÿåì íîìåð j ïîëóèíòåðâàëà [(j − 1)/K, j/K), â êîòîðûé ïîïàäàåò α ïî
ôîðìóëå òèïà (1.36): j = [Kα+ 1].

3. Ðåàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê �ñíèçó ââåðõ� íà÷èíàÿ ñ RXj
.

Ñôîðìóëèðîâàííûé àëãîðèòì íå ïðèâîäèò, êàê â àëãîðòìàõ èç ïîäðàçä. 1.3.2 è 1.3.3,
ê ïîëíîé çàìåíå àëãîðèòìîâ 1.1 è 1.4 íà àëãîðèòì 1.5, à ëèøü óáûñòðÿåò ïðîöåññ âû÷è-
òàíèÿ ñóìì Rm â ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìàõ 1.1 è 1.4 çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1.36)
è èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâîâ íî-
ìåðîâ {Xj} è ñóìì {RXj

}. Òåñòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè N ≤ 3M0 ñëåäóåò
âûáèðàòü ÷èñëî K êâàíòèëåé [(j − 1)/K, j/K) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå
N/K ≈ 3 (ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.7 ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì
N). Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî êâàíòèëüíûé ìåòîä ðàáîòàåò è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ò. å. äëÿ N = ∞); çäåñü ìîæíî áðàòü K ≈M0.

Ðèñ. 1.2. Ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ ñóìì Rxj
ïðè ïðèìåíåíèè êâàíòèëüíîãî ìåòîäà

1.3.5. Áèíàðíûé ïîèñê. Ìåòîä "ìàæîðàíòíîé ÷àñòîòû". Ñëåäóþùàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 1.1 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Àëãîðèòì 1.8 (áèíàðíûé ïîèñê). 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ïîëàãàåì s1 := 1, s2 :=
N + 1.

2. Âû÷èñëÿåì öåëóþ ÷àñòü k := [(s1 + s2)/2].
3. Åñëè Rk = p1 + . . .+ pk < α, òî ïîëàãàåì s1 := k, èíà÷å ïðèñâàèâàåì s2 := k.
4. Åñëè s2 − s1 > 1, òî èäåì íà ï. 2, èíà÷å ïîëàãàåì m = s1 è ξ = xm.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 2r < N ≤ 2r+1 äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ xm

òðåáóåòñÿ (r + 1) ñðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, çàòðàòû t̂ àëãîðèòìà 1.8 èìåþò ïîðÿäîê
log2N , è ïðè áîëüøèõ N âûïîëíåíî t̂ << t, ãäå âåëè÷èíà t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì (1.21). Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè è ôîðìóëû (1.36) (ñì. àëãîðèòì Óîëêåðà èç ïîäðàçä. 1.3.3 è êâàíòèëüíûé àë-
ãîðèòì èç ïîäðàçä. 1.3.4) ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî òðóäîåìêîñòü ïðàêòè÷åñêè íå
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì N .

Óïîìÿíåì åùå îäèí àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà N > M0 è ôîð-
ìóëà ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé (1.25) ìåíÿåòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîãî âûáîðî÷íîãî
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çíà÷åíèÿ. Òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, â àëãîðèòìàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãàçîâîé äèíàìèêè [11]. Ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû 1.1 è 1.4 îêàçûâà-
þòñÿ íåýôôåêòèâíûìè. Ìîäèôèêàöèè òèïà àëãîðèòìà Óîëêåðà è êâàíòèëüíîãî ìåòîäà
òàêæå íå ïîìîãàþò, ò. ê. èõ ïðèìåíåíèå öåëåñîîáðàçíî ïðè ðåàëèçàöèè áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ïðè ôèêñèðîâàííîì äèñêðåòíîì ðàñïðåäåëåíèè (1.18).
Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïèñàííûõ ñè-
òóàöèé.

Àëãîðèòì 1.9 (ìåòîä "ìàæîðàíòíîé ÷àñòîòû"). 1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå α è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.36) íàõîäèì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íîìåð m.

2. Ðåàëèçóåì åùå îäíî çíà÷åíèå α′. Åñëè pm > α′pmax, òî èäåì íà ïóíêò 1 (çäåñü
pmax = max{p1, . . . , pN}), èíà÷å ξ = xm.

Åñëè âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû pmax çàòðóäíåíî, òî ìîæíî ïîëîæèòü pmax = 1. Êðîìå
òîãî, àëãîðèòì ïðèìåíèì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà {p1, . . . , pN} íå
â òî÷íîñòè ðàâíû, à òîëüêî ïðîïîðöèîíàëüíû âåðîÿòíîñòÿì (ò. å. èõ ñóììà ìîæåò íå
ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå). Àëãîðèòì 1.9 ëåã÷å âñåãî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò äèñ-
êðåòíîãî ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ (ñì. äàëåå
ïîäðàçä. 1.8.2). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷å-
íèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ðàçä. 1.7.

1.3.6. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ïðèìåðîâ 1.1�1.3 ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ òîãî
èëè èíîãî ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà (âìåñòî ñòàíäàðòíîãî) òðåáóåò îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ
è èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñïåöèàëüíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η, èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (1.30) (ñì. ïðèìåð 1.1).

Àëãîðèòì 1.10. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

η =

[
lnα

ln(1− p)

]
+ 1, 0 < p < 1. (1.38)

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (1.38) èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ò. å.
pk = P(η = k) = p (1− p)k−1 ïðè k = 1, 2, . . .. Èìååì

P(η = k) = P

(
k − 1 ≤ lnα

ln(1− p)
< k

)
= P

{
k ln(1− p) < lnα ≤ (k − 1) ln(1− p)

}
=

= P
{
ln(1− p)k < lnα ≤ ln(1− p)k−1

}
= P

{
(1− p)k < α ≤ (1− p)k−1

}
=

= (1− p)k−1 − (1− p)k = (1− p)k−1(1− (1− p)) = p (1− p)k−1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðè îïèñàíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η èç ïðèìåðîâ 1.1�1.3 ãîâîðèëîñü î òîì, ÷òî ýòè

âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ êîìáèíàöèÿìè íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{γi} ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå η ìîæíî îñóùåñòâ-
ëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàöèé âåëè÷èí {γi}; òàêèå àëãîðèò-
ìû íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè áðàêîâêè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ξ = min{i : γi = 1}, ò. å. ìåòîä áðàêîâêè ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêå íåðà-
âåíñòâà αi < p (ñì. àëãîðèòì 1.3) äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå îêàæåòñÿ âåðíûì. Â ñèëó
çàìå÷àíèÿ 1.2, ìåòîäû áðàêîâêè íåýôôåêòèâíû èç-çà íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçàöèè áîëü-
øîãî êîëè÷åñòâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë {αi} (ò. å. ìåòîäû áðàêîâêè ñëåäóåò
"çàáðàêîâàòü").
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Ñðàâíèâàÿ àëãîðèòìû 1.4 è 1.10 äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî, ïî
àíàëîãèè ñ çàìå÷àíèåì 1.3, îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà êîìïàêòíîñòü ôîðìóëû (1.38)
íåâåðíî ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì 1.10 âñåãäà ýêîíîìè÷íåå àëãîðèòìà 1.4. Äëÿ âåðîÿòíî-
ñòè óñïåõà p, áëèçêîé ê åäèíèöå, çàòðàòû t èç (1.29) îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè, à â ôîðìó-
ëå (1.38) äëÿ ëþáîãî p äâàæäû ïðèìåíÿåòñÿ òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.
Ïîýòîìó äëÿ âûáðàííîãî êîìïüþòåðà è äàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî íàéòè ÷èñëî p0, äëÿ êîòîðîãî ïðè p ≥ p0 áîëåå ýêîíîìè÷íûì ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì 1.4, à ïðè p < p0 � àëãîðèòì 1.10.

1.3.7. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηp,N ,
èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (1.32) ñ ïàðàìåòðàìè p è N (ñì. ïðèìåð 1.2). Ìå-
òîä áðàêîâêè äëÿ âåëè÷èíû ηp,N îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.33). Ïðè Np(1 − p) > 9 è
1/(N + 1) < p < N/(N + 1) ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì.

Àëãîðèòì 1.11. Ìîäåëèðîâàíèå ηp,N ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ηp,N =
[√

Np(1− p) ζ +Np
]
, (1.39)

ãäå ζ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ðàñ-

ñìîòðåíû äàëåå â ðàçä. 1.10. Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 1.11 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1.33)
è òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θN = (ηp,N −
Np)/

√
Np(1− p) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè N → ∞ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé

âåëè÷èíå ζ. Òåîðåìà Áåððè�Ýññåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò ñêîðîñòü ýòîé ñõîäèìîñòè

sup
−∞≤x≤+∞

|FN(x)− Φ(x)| ≤ p2 + (1− p)2√
Np(1− p)

,

ãäå FN(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θN , à Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû ζ. Åñëè Np3/2 > 1.07, òî îøèáêà ïðè
èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) âìåñòî FN(x) íå ïðåâîñõîäèò
0.05 ïðè âñåõ x.

Â îïèñàíèè ïðèìåðà 1.3 óïîìÿíóòà òåîðåìà Ïóàññîíà, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.35) áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Òåîðåìà Þ.Â.Ïðîõîðîâà äàåò ñêîðîñòü ýòîé ñõîäèìîñòè

N∑
i=0

∣∣∣∣Ci
N p

i (1− p)N−i − λi e−λ

i!

∣∣∣∣ ≤ 2λ

N
min(2, λ).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè p èìååò îäèíàêîâûé ñ 1/N ïîðÿäîê ñ ðîñòîì N ëèáî p < 0.1,
òî âìåñòî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà
ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi = (Np)ie−Np/i!, i = 0, 1, . . . , N . Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 1.4 è åãî ìî-
äèôèêàöèè (ìåòîä Óîëêåðà, êâàíòèëüíûé ìåòîä è ò. ï.), òàê è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû èç
ïîäðàçä. 1.3.8.

1.3.8. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ
íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè pi ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà (1.34) (ñì. ïðèìåð 1.3)
ðàñòóò ïðè i = 0, 1, . . . , [λ] è óáûâàþò ïðè i = [λ] + 1, [λ] + 2, . . .. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ λ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà äîïóñêàåò îïòèìàëüíîå
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ðàñïîëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé ïî óáûâàíèþ âèäà (1.23); ïðè ýòîì, îäíàêî, ïðè ðåàëèçà-
öèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 1.4 ñëåäóåò ñîñòàâèòü ìàññèâ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé, òàê êàê ïîñëå ïåðåñòàíîâêè âåðîÿòíîñòåé ñîîòíîøåíèå xi = i íå âûïîëíåíî
äëÿ íà÷àëüíûõ i.

Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó òåîðåìû Ïóàññîíà, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ (êîíêðåòíåå,
äëÿ λ > 9) ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé àíàëîã ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà 1.11.

Àëãîðèòì 1.12. Ìîäåëèðîâàíèå η ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

η = [
√
λ ζ + λ],

ãäå ζ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Ðàññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùèé ìåòîä.
Àëãîðèòì 1.13. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (1.34),

ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïî ôîðìóëå

η = min
(
m :

m∏
k=0

αk < e−λ
)
. (1.40)

Ôîðìóëó (1.40) ìîæíî îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïóàññîíîâñêîãî
ïîòîêà (ñì. äàëåå ïðèìåð 2.2 èç ïîäðàçä. 2.4.2): ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η′ = min

(
m :

m∑
k=0

(− lnαk) > λ

)

(ýòî òàê íàçûâàåìûé ïóàññîíîâñêèé ìîìåíò) èìååò ðàñïðåäåëåíèå (1.34).
Îðèãèíàëüíûé, ïðîñòîé (â ñìûñëå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè) àëãîðèòì 1.13 ìîæåò

îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûì äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ λ, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ ìíîãîêðàòíîå îá-
ðàùåíèå ê äàò÷èêó ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. çàìå÷àíèå 1.2).

1.4. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

1.4.1. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, îáëàñòüþ çíà÷åíèé êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë èëè îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Â äàëüíåéøåì â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå
ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ξ ∈ (a, b), ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
èíòåðâàëå (a, b), ãäå −∞ ≤ a < b ≤ +∞, è åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(ξ < x)
íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (a, b), ïðè ýòîì

F (x) = 0 ïðè x ≤ a è F (x) = 1 ïðè x ≥ b; (1.41)

äëÿ ñëó÷àåâ a = −∞ è b = +∞ ñîîòíîøåíèÿ (1.41) ïðèîáðåòàþò âèä

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1 èëè lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Ñëó÷àè, êîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ èëè äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ ñ èíòåðâàëàìè (ïðè ýòîì íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ
ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x)), áóäóò ñ÷èòàòüñÿ "ýêçîòè÷å-
ñêèìè"(ñì. äàëåå ïîäðàçä. 1.4.2).
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Â ñëó÷àå ξ ∈ (a, b), â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ, îòäåëüíîå çíà÷åíèå x0 ∈ (a, b)
èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Çäåñü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðî-
ÿòíîñòè òîãî, ÷òî ξ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó:

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
= F (d)− F (c). (1.42)

Ñôîðìóëèðóåì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì (ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).
Àëãîðèòì 1.14. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ

ξ ∈ (a, b) èñïîëüçóåì ôîðìóëó
ξ = F−1(α); (1.43)

çäåñü α � ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî.
Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû (1.43) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è ξ̃ =

F−1(α) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x ≤ a èìååì Fξ̃(x) = P(ξ̃ < x) =
F (x) = 0, äëÿ x ≥ b âûïîëíåíî Fξ̃(x) = F (x) = 1, à äëÿ a < x < b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fξ̃(x) = P(F−1(α) < x) = P
(
α < F (x)

)
= F (x).

Â ïîñëåäíåé âûêëàäêå èñïîëüçîâàíî óòâåðæäåíèå 1.2.
Àëãîðèòì 1.14, íà ïåðâûé âçãëÿä, çàêðûâàåò âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξ ∈ (a, b). Îäíàêî îñòàåòñÿ îäíà âàæíàÿ "òåõíè÷åñêàÿ"ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë âèäà (1.43) â ðåàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàììàõ.

Çàäà÷à 1.1. Ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòü ψ(x) = F−1(x) â âèäå ïðîñòîé êîìïîçèöèè
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òîáû âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(x) ìîãëî áûòü ýôôåêòèâ-
íî ðåàëèçîâàíî íà ÝÂÌ.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à 1.1 ðàçðåøèìà, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëó (1.43) è àëãîðèòì 1.14 ýëåìåíòàðíûìè (ñ òî÷-
êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè
äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à 1.1 íåðàçðåøèìà, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àëü-
òåðíàòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
(ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ, ñóïåðïîçèöèè è ò. ï. � ñì. äàëåå ðàçä. 1.6�1.10). Îäíàêî äëÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ýëåìåíòàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, àëãîðèòì 1.14 ÿâëÿåòñÿ, êàê
ïðàâèëî, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì (ýêîíîìè÷íûì).

Ðåøåíèå çàäà÷è 1.1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû
ξ ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íåîòðèöàòåëü-
íîé ôóíêöèè f(u) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (c, d) ⊆ (a, b) âûïîëíåíî

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
=

∫ d

c

f(u) du; (1.44)

ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1.42) (ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå 1.1 è ñîîòíîøåíèå (1.4)). Ôóíê-
öèÿ f(u) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷å-
íèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå "âåðñèè"ïëîòíîñòè f(u). Ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ:

f(u) ≥ 0 ïðè u ∈ (a, b);

∫ +∞

−∞
f(u) du =

∫ b

a

f(u) du = 1; (1.45)

f(u) = 0 ïðè u /∈ (a, b). (1.46)

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè u ∈ (a, b) ìíîæåñòâî òî÷åê, òàêèõ, ÷òî f(u) = 0,
èìååò ìåðó íóëü. Èç ñîîòíîøåíèé (1.42), (1.44) ñëåäóåò, ÷òî

F (x) =

∫ x

−∞
f(u) du (1.47)
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è ïî÷òè âñþäó (ïî ìåðå Ëåáåãà) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(u) = dF (u)/du. Èç ñîîòíî-
øåíèÿ (1.47) ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàâàòü íå
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à ïëîòíîñòüþ f(u). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäàâëÿþùåå
áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû-
ìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûìè.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ (a, b), ðàñïðåäåëåííàÿ
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåëè÷èíû ξ è F−1(α) ïðèíàäëåæàò èí-
òåðâàëó (a, b), à ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ýòîì èíòåðâàëå, ïåðåïèøåì
(1.43) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå F (ξ) = α. Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.46),
(1.47), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫ ξ

a

f(u) du = α. (1.48)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.48) ïðåäñòàâèìî â âèäå ξ = ψ(α), ãäå ψ(x) � ïðîñòàÿ êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(x) íà ÝÂÌ ðåàëèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî.

Óðàâíåíèå (1.48) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ ïðè÷èíà
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.48) íå áåðåòñÿ (ò. å. ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ); ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
e−u

2/2

√
2π

, −∞ < u < +∞. (1.49)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.49) èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûé
ñî ñâîéñòâàìè èçîòðîïíîãî âåêòîðà ñëó÷àéíîé äëèíû (ñì. äàëåå ðàçä. 1.10).

Âòîðàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò íå îêàçàòü-
ñÿ ýëåìåíòàðíûì, ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äàæå åñëè èíòåãðàë èç (1.48) áåðåòñÿ, ïîëó÷àå-
ìîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî
ξ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðèâåñòè ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
A∑
i=0

aiu
i, 0 < u < 1; A = N ∨+∞. (1.50)

Ïîëó÷àåìîå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1.48) äëÿ ïëîòíîñòè (1.50) ñîîòíîøåíèå

A∑
i=0

aiξ
i+1/(i+ 1) = α

â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìî (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî ξ ïðè N ≥ 2
è ai 6= 0. Ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.50) (â ÷àñòíîñòè,
ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñëó÷àÿ ai ≥ 0 è ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ {ai}) ïðåäñòàâëåíû äàëåå â ðàçä. 1.8.

Íåñìîòðÿ íà ïåðå÷èñëåííûå òðóäíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷å-
ñòâî ïðèìåðîâ ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòó âîçìîæíîñòü äàåò, â ÷àñòíîñòè, òåî-
ðåìà î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 1.9 è ðàññóæäåíèÿ èç
ïîäðàçä. 1.4.4).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è
îñîáî îòìåòèì âàæíîñòü ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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Ïðèìåð 1.4. Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) = λ e−λu, u > 0; λ > 0. (1.51)

Ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåñüìà øèðîêà. Íà îñíîâå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ôîðìèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â
ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ñì. äàëåå ãëàâó 6), ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå ðàçä. 2.4 è 2.7) è ò. ä.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå âèäà (1.48)
∫ ξ

0
λ e−λu du = α, ïîëó÷àåì ôîðìóëó ξ = − ln(1− α)/λ.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà α′ = 1 − α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, â
ñèëó òîãî, ÷òî α ∈ (0, 1) èìååì Fα′(x) = 0 ïðè x ∈ (−∞, 0] è Fα′(x) = 1 ïðè x ∈ [1,+∞).
Íàêîíåö, äëÿ x ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

Fα′(x) = P(1− α < x) = P(α > 1− x) = 1− (1− x) = x, (1.52)

ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α′ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.2). Îáðàùàÿñü ê äàò÷èêó
òèïà RANDOM , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α′, è òîãäà
ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

ξ = − lnα′

λ
. (1.53)

Ïîñëåäíåå, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå î çàìåíå (1 − α) íà α′ ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé n ê ôîðìóëå (1.53) î÷åíü âåëèêî (n >> 1), è íåáîëüøàÿ
ýêîíîìèÿ ε, ñâÿçàííàÿ ñ ëèêâèäàöèåé îäíîãî âû÷èòàíèÿ, ìîæåò äàòü îùóòèìûé âûèã-
ðûø â ýôôåêòèâíîñòè íà âåëè÷èíó nε. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåõ èëè èíûõ
ìîäåëèðóþùèõ ñîîòíîøåíèé â òðóäîåìêèõ ïðåöåçèîííûõ ðàñ÷åòàõ ñëåäóåò âåñüìà òùà-
òåëüíî âûâåðÿòü ýòè ôîðìóëû íà ïðåäìåò èõ ýôôåêòèâíîñòè. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå
(1.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ξ = (ln(1/α′))/λ, îäíàêî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà õóæå ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ÷åì ñîîòíîøåíèå (1.53), ò. ê. îïåðàöèÿ äåëåíèÿ
áîëåå òðóäîåìêà, ÷åì âçÿòèå ìèíóñà.

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòè (1.50) â ðàçä. 1.8 ïðåäñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû
ñóïåðïîçèöèè è èñêëþ÷åíèÿ. Ïîñòðîåíèå ýòèõ ìåòîäîâ îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè ai >
0 ñëàãàåìîå aiu

i ñóììû (1.50) ïðîïîðöèîíàëüíî ñëåäóþùåé ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 1.5. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) = cuc−1, 0 < u < 1, c > 0. (1.54)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.48) äëÿ ïëîòíîñòè (1.54), ïîëó÷àåì ξc = α èëè

ξ = α1/c. (1.55)

Ïðèìåð 1.6. Ïîõîæàÿ íà (1.55) ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî

f(u) = cu−c−1, u > 1, c > 0. (1.56)

Ðàñïðåäåëåíèå (1.56) âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ
∫ ξ

1
cu−c−1 du = α ÿâëÿåòñÿ ξ = (1 − α)−1/c. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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α′ = 1− α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.52)), öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó ξ = (α′)−1/c.

Ïðèìåð 1.7. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòðèñà Õåíüè�Ãðèíñòåéíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè "ôîòîíà"ñ ÷àñòèöåé ñðåäû ñëå-
äóþùåãî âèäà

f(u) =
1− µ2

2 (1 + µ2 − 2µu)3/2
ïðè u, µ ∈ (−1,+1) (1.57)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Eξ =
∫ 1

−1
uf(u) du = µ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ "ðàññåÿíèÿ âïå-

ðåä"ïðèíèìàþò µ ≈ 1, à äëÿ "ðàññåÿíèÿ íàçàä"áåðóò µ ≈ −1. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.48)∫ ξ

−1

(1− µ2) du

2 (1 + µ2 − 2µu)3/2
= α, ïîëó÷àåì ξ =

1

2µ

(
1 + µ2 −

(
1− µ2

2µα+ 1− µ

)2)
. (1.58)

1.4.2. Îáîáùåíèå ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â öåëîì ðÿäå
ïðèëîæåíèé öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå äåëüòà-ïëîòíîñòè

f(u) = δ(u− x0), a < u < b, (1.59)

ãäå δ(u− x0) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì∫ b

a

ϕ(u)δ(u− x0) du =

{
ϕ(x0) ïðè x0 ∈ (a, b),
0 ïðè x0 /∈ (a, b)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ(u), íåïðåðûâíîé â òî÷êå u = x0. Ôóíêöèÿ (1.59), î÷åâèä-
íî, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (1.45) ïðè x0 ∈ (a, b).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ ïëîòíîñòü (1.59), ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ξ = x0 ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Íàîáîðîò, ëþáîå ÷èñëî x0 ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ξ ñ ïëîòíîñòüþ (1.59).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ââåñòè îáîáùåííóþ ïëîòíîñòü äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì (1.18):

f(u) =
N∑
i=1

piδ(u− xi), −∞ < u < +∞; pi ≥ 0, p1 + . . .+ pN = 1. (1.60)

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì x1 < x2 < . . . < xN . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòè (1.60) ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä

F (x) =


0 ïðè x < x1,
Ri = p1 + . . .+ pi ïðè x ∈ [xi, xi+1); i = 1, . . . , N − 1,
1 ïðè x ≥ xN .

(1.61)

Òàêîé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò îòíåñòè äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ê "ýêçîòè÷åñêèì"(â òåðìèíàõ ïîäðàçä. 1.4.1). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, îáðàòíîé ê (1.61),
íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî ìîæíî ââåñòè àíàëîã ôóíêöèè F−1(z) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.61) ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ G(z) = infx:z<F (x) x è ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã ìåòîäà îáðàòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ = G(α). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äà-
åò ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (àëãîðèòì
1.1). Â ñâÿçè ñ ýòèì àëãîðèòì 1.1 èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì (1.18). Ìû, îäíàêî,
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â äàëüíåéøåì áóäåì ðàçëè÷àòü ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû 1.1 è 1.14 ìîäåëèðîâàíèÿ äèñ-
êðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî.

1.4.3. Ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ∈ (a, b), èìåþ-
ùóþ ñîñòàâíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(u) =

{
p1f1(u) ïðè u ∈ (a, c),
p2f2(u) ïðè u ∈ [c, b)

èëè
f(u) = p1f1(u)χ(a,c)(u) + p2f2(u)χ[c,b)(u); (1.62)

Çäåñü χA(u) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A, p1 è p2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äàþùèå â ñóììå
åäèíèöó, à f1(u) è f2(u) � ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2, èìåþùèõ ýëåìåíòàð-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi ìîæíî âûâå-
ñòè ýôôåêòèâíûå ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû âèäà (1.43): ξi = ψi(α). Àëãîðèòì 1.14 äëÿ
ïëîòíîñòè (1.62) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Àëãîðèòì 1.15. Åñëè α ≤ p1, òî ξ = ψ1(α/p1), èíà÷å ξ = ψ2((α− p1)/p2).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α ≤ p1 âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàõîäèòñÿ

ìåæäó a è c, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû âèäà (1.43) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå∫ ξ

a

p1f1(u) du = α èëè

∫ ξ

a

f1(u) du =
α

p1

è òîãäà ξ = ψ1(α/p1). Åñëè æå α > p1, òî çíà÷åíèå ξ ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó c è b è
óðàâíåíèå òèïà (1.48) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫ c

a

p1f1(u) du+

∫ ξ

c

p2f2(u) du = α èëè

∫ ξ

c

f2(u) du =
α− p1

p2

è òîãäà ξ = ψ2((α− p1)/p2).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñîñòàâíóþ ïëîòíîñòü, èñïîëüçóåìóþ ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ν ïðè 0 < ν < 1 ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ (ñì.
äàëåå àëãîðèòì 1.35 èç ïîäðàçä. 1.9.1).

Ïðèìåð 1.8. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ âèäà

f(u) =

{
Cuν−1 ïðè 0 < u < 1, 0 < ν < 1,
Ce−λu ïðè u ≥ 1, λ > 0,

èëè
f(u) = C(uν−1χ(0,1)(u) + e−λuχ[1,∞)(u)),

ãäå C = λ/(λ ν−1 + e−λ). Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû îò ôóíêöèé h1(u) = Cuν−1 è h2(u) =
Ce−λu, ïåðåïèøåì ýòó ïëîòíîñòü â âèäå (1.62):

f(u) = p1 × (ν uν−1)× χ(0,1)(u) + p2 × (λ e−λu/ exp(−λ))× χ[1,∞)(u),

ãäå p1 = (λ ν−1)/(λ ν−1 + e−λ) = λ/(λ+ν e−λ) è p2 = 1−p1. Ôóíêöèÿ f1(u) = νuν−1 ÿâëÿ-
åòñÿ ñòåïåííîé ïëîòíîñòüþ (1.54) ïðè c = ν; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà
èìååò âèä (1.55): ξ1 = α1/ν . Ôóíêöèÿ f2(u) = (λ e−λu)/e−λ, u > 1 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
óñå÷åííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 1.4 íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó ξ2 = 1−(ln(1−α))/λ. Àëãîðèòì 1.15 âûãëÿäèò çäåñü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè α ≤ λ/(λ+ ν e−λ), òî

ξ =

(
α (λ+ ν e−λ)

λ

)1/ν

,
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èíà÷å

ξ = 1− ln(1− (α− p1)/p2))

λ
= − ln ((1− α)(e−λ + λ ν−1))

λ
. (1.63)

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (1.53) çàìåíà α′ = 1−α â ïîñëåäíåì ñîîòíîøå-
íèè íåâîçìîæíà, ò. ê. ôîðìóëà (1.63) âåðíà òîëüêî ïðè óñëîâèè α > p1.

Ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè ìîæíî òàêæå ñòðîèòü, ðàçáèâàÿ (a, b) íà áîëåå, ÷åì äâà, íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 1.6.4). Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ìîæíî ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ è êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
ïëîòíîñòè (ñì. ðàçä. 1.8). Äëÿ ñîñòàâíûõ ïëîòíîñòåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ
ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà (a, b) íåñëîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã àëãîðèòìà 1.15, îäíàêî â ðÿäå
ñëó÷àåâ â ýòîò àëãîðèòì öåëåñîîáðàçíî âêëþ÷èòü ýëåìåíòû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì.
äàëåå ïîäðàçä. 1.6.4, 1.8.1).

1.4.4. Òåîðåìà î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Êîíñòðóèðîâàíèå ïëîò-
íîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ðÿäå ðàññóæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáîñíîâà-
íèåì àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ,
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.9. Ïóñòü ui = Φi(v1, . . . , vl), i = 1, 2, . . . , l, � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè A â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè v1, . . . , vl
íà îáëàñòü B â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè u1, . . . , ul. Åñëè ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà η = (η1, . . . , ηl) â A ðàâíà fη(v1, . . . , vl), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξl) â B, ãäå ξi = Φi(η1, . . . , ηl), èìååò âèä

fξ(u1, . . . , ul) = fη(v1, . . . , vl)

∣∣∣∣ ∂(v1, . . . , vl)

∂(u1, . . . , ul)

∣∣∣∣ , (1.64)

â ïðàâîé ÷àñòè vi äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ui è
∣∣∣ ∂(v1,...,vl)
∂(u1,...,ul)

∣∣∣ åñòü ÿêîáèàí ïåðåõîäà

îò êîîðäèíàò {vi} ê êîîðäèíàòàì {ui}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B′ � ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî B, à A′ � åãî

ïðîîáðàç ïðè ðàññìàòðèâàåìîì îòîáðàæåíèè {ui = Φi(v1, . . . , vl)}. Ïî ïðàâèëó çàìåíû
ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå èìååì

P(η ∈ A′) =

∫
A′
fη(v1, . . . , vl) dv1 . . . dvl =

∫
B′
fη(v1, . . . , vl)

∣∣∣∣ ∂(v1, . . . , vl)

∂(u1, . . . , ul)

∣∣∣∣ du1 . . . dul.

Î÷åâèäíî, ÷òî

P(η ∈ A′) = P(ξ ∈ B′) =

∫
B′
fξ(u1, . . . , ul) du1 . . . dul.

Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü B′, èç îïðåäåëåíèÿ 1.1 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (1.64).
Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ
âûáðàòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, à ñ äðóãîé, èìåòü àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî âûáðàííûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíàì. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ìîæíî çàíÿòüñÿ ñîçäàíèåì "áàíêà"ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëîò-
íîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåõíîëîãèþ, îñ-
íîâàííóþ íà îäíîìåðíîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ 1.9.

Ïóñòü fη(v) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, èìåþùåé ýëåìåíòàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå â èíòåðâàëå (c, d), ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1.48)

∫ η
c
fη(v) dv = α äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó òèïà
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(1.43): η = ψη(α), ãäå ψη(w) � ïðîñòàÿ êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàåìîå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèåé ϕ(u), ïåðåâîäÿùåé èíòåðâàë (a, b) â èíòåðâàë (c, d); â ÷àñòíîñòè,
ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ôóíêöèþ ϕ è îáðàòíóþ ê íåé ôóíêöèþ ϕ−1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòîé êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = fη(ϕ(u))ϕ′(u), u ∈ (a, b). (1.65)

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå (1.48) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ â
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ξ = ϕ−1(ψη(α)). Ïîëó÷åííóþ ïëîò-
íîñòü (1.65) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïëîòíîñòè fη(v) è îñóùåñòâèòü åùå îäíî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà ϕ(u). Ñ ïîìîùüþ òàêèõ âëîæåííûõ çàìåí
ìîæíî ïîëó÷àòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íîâûõ ïëîòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé. Ãðàôèêè ýòèõ ïëîòíîñòåé ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ïîëó÷åííûìè èç ýêñïåðèìåíòà
ðàñïðåäåëåíèÿìè è âûáèðàòü ïîäõîäÿùèé äëÿ äàííîé ÷èñëåííîé ìîäåëè ñëó÷àéíûé
ýëåìåíò. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîäîáíîãî âûáîðà ìîæíî ïðèâåñòè, â ÷àñòíîñòè, ïðè-
ìåð 1.7. Â íåì èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëîã óñå÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíî-
ñòüþ

fη(v) = (acbc/(bc − ac)) cv−c−1, 0 < a < v < b, c > 0

ïðè a = (1− |µ|)2, b = (1 + |µ|)2, c = 1/2 (äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî a =
1, b = +∞ � ñì. ñîîòíîøåíèå (1.56)) c ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé η = ab/ c

√
bc − (bc − ac)α.

Èñïîëüçîâàíà çàìåíà v = ϕ(u) = 1 + µ2 − 2µu, ïðèâîäÿùàÿ ê ïëîòíîñòè (1.57) è ìîäå-
ëèðóþùåé ôîðìóëå (1.58).

1.5. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ

1.5.1. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàéìåìñÿ îáîñíîâàíèåì è
ðàçáîðîì ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñëó÷àéíîãî âåêòîðà).

Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü ξ è
η � äâå ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â Rk1 è Rk2 ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η èìååò ïëîòíîñòü fη(v). Îáîçíà÷èì òàêæå
÷åðåç A è B ñåìåéñòâà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Rk1 è Rk2 .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Èçìåðèìàÿ ïî ïàðå ïåðåìåííûõ u è v ôóíêöèÿ fξ(u|v) íàçû-

âàåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ ξ ïðè óñëîâèè η = v, åñëè
1) ïðè êàæäîì v ôóíêöèÿ fξ(u|v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé,
2) äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ∈ A è B ∈ B âûïîëíåíî∫

B

∫
A

fξ(u|v) fη(v) du dv = P{(ξ ∈ A) ∩ (η ∈ B)}. (1.66)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1, ðàâåíñòâî (1.66) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà γ, ñîñòàâëåííîãî èç êîìïîíåíò âåêòîðîâ ξ è η, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(u,v) = fη(v) fξ(u|v) (1.67)
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â Rk, ãäå k = k1 + k2 (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.4)). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
Óòâåðæäåíèå 1.10. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà γ = (ξ,η) â Rk èìååò ïëîòíîñòü

f(u,v), òî ôóíêöèÿ

fξ(u|v) =
f(u,v)

fη(v)
, ãäå fη(v) =

∫
Rk1

f(u,v) du, (1.68)

ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ âåêòîðà ξ ïðè óñëîâèè η = v, à ôóíêöèÿ fη(v) �
ïëîòíîñòüþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η.

Ðàññìàòðèâàÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå η ïðè óñëîâèè ξ = u è èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ 1.10, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå àíàëîãè ôîðìóë (1.67),
(1.68):

f(u,v) = fξ(u)fη(v|u); (1.69)

fξ(u) =

∫
Rk2

f(u,v) dv, fη(v|u) =
f(u,v)

fξ(u)
. (1.70)

Èç (1.67) è (1.70) ñëåäóåò "ôîðìóëà ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé"

fξ(u) =

∫
Rk2

fη(v) fξ(u|v) dv.

Ðàññìîòðèì l-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, . . . , ξl) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
f(u) = f(u1, . . . , ul). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.69) è (1.70) äëÿ âåêòî-
ðîâ ξ = (ξ1, . . . , ξs) è η = ξs+1 è äëÿ s = 1, 2, . . . , l− 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëå-
íèå:

f(u1, . . . , ul) = f1(u1)f2(u2|u1)× . . .× fl(ul|u1, . . . , ul−1), (1.71)

ãäå

f1(u1) =

∫
. . .

∫
f(u1, . . . , ul) du2 . . . dul, f2(u2|u1) =

∫
. . .
∫
f(u1, u2, . . . , ul) du3 . . . dul

f1(u1)
,

f3(u3|u1, u2) =

∫
. . .
∫
f(u1, u2, u3, . . . , ul) du4 . . . dul

f1(u1)f2(u2|u1)
, (1.72)

· · · · · · · · · · · ·

fl−1(ul−1|u1, . . . , ul−2) =

∫
f(u1, . . . , ul−2, ul−1, ul) dul

f1(u1)× . . .× fl−2(ul−2|u1, . . . , ul−3)
,

fl(ul|u1, . . . , ul−1) =
f(u1, . . . , ul−1, ul)

f1(u1)× . . .× fl−1(ul−1|u1, . . . , ul−2)
.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò l! ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1.71), (1.72).
Ýòî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê (i1, . . . , il) íî-
ìåðîâ (1, . . . , l) è ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ôóíêöèé f̃(ui1 , . . . , uil) =
f(u1, . . . , ul).

Èìååòñÿ, îäíàêî, âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå l! ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (1.71) ýê-
âèâàëåíòíû. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà (ξ1, . . . , ξl) íåçàâèñèìû
è èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(u1, . . . , ul) = f1(u1)× f2(u2)× . . .× fl(ul) (1.73)
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èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâíûå ïëîòíîñòè â (1.72) ïðåâðàùàþòñÿ â "áåçóñëîâíûå", è
ðàçíèöà â ïðåäñòàâëåíèÿõ âèäà (1.71) ñîñòîèò ëèøü â ïîðÿäêå ïåðåìíîæåíèÿ ïëîòíî-
ñòåé {fi(ui)}.

1.5.2. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì. Ïðèìåðû. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1.11. Ïóñòü ξ0 � âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ðàñïðå-

äåëåííîãî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(u) èç ñîîòíîøåíèÿ (1.70), à η0 � âûáîðî÷íîå çíà-

÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ðàñïðåäåëåííîãî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(v|ξ0), ãäå ôóíêöèÿ
fη(v|u) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.70). Òîãäà ïàðà (ξ0,η0), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ñëó÷àéíûé
âåêòîð, ðàñïðåäåëåíà ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ f(u,v) èç (1.69).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ôàêòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (â ÷àñòíîñòè,
íà îïðåäåëåíèÿ 1.1 è 1.2), äëÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè ∆(u,v) = ∆u × ∆v ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè (u0,v0) íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè f(u,v) èìååì

P{(ξ0,η0) ∈ ∆(u,v)} = P(ξ0 ∈ ∆u)×P(η0 ∈ ∆v|ξ0 ∈ ∆u) =

= P(ξ0 ∈ ∆u)× [P(η0 ∈ ∆v|ξ0 = u) + o(∆u)] = [fξ(u)∆u + o(∆u)]×

×[fη(v|u)∆v + o(∆v) + o(∆u)] = fξ(u)fη(v|u)×∆u×∆v+

+o(∆u×∆v) = f(u,v)×∆(u,v) + o(∆(u,v));

çäåñü A îáîçíà÷àåò îáúåì îáëàñòè A. Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ 1.1 ñëå-
äóåò, ÷òî âåêòîð (ξ0,η0) ðàñïðåäåëåí ñ ïëîòíîñòüþ f(u,v).

Ïðåäñòàâëåíèþ (1.71), (1.72) (è åãî àíàëîãàì äëÿ l! ïåðåñòàíîâîê (i1, . . . , il) íîìå-
ðîâ (1, . . . , l)) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
(ξ1, . . . , ξl).

Àëãîðèòì 1.16. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ξ1 ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u).

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ξ2 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f2(u|ξ1).
3). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ξ3 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f3(u|ξ1, ξ2).

· · · · · · · · · · · ·

l). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ξl ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fl(u|ξ1, . . . , ξl−1).
Ïîëó÷àåìîå ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà 1.16 âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå (ξ1, . . . , ξl), ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå êàê ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u1, . . . , ul). Ýòî
íåñëîæíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 1.11, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàÿ ξ = (ξ1, . . . , ξs)
è η = ξs+1 äëÿ s = 1, 2, . . . , l − 1. Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ âîçìîæíîñòü ðåêóððåíòíîãî
ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà (ξ1, . . . , ξl) â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíà è îòìå÷åíà, íàïðèìåð,
â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Äæ.Äóáà [12].

Â îáùåì ñëó÷àå âñå l! ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (1.71), (1.72) (äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðå-
ñòàíîâîê (i1, . . . , il) íîìåðîâ (1, . . . , l)) ðàçëè÷íû, à çíà÷èò ðàçëè÷íû (â òîì ÷èñëå, è ïî
ýôôåêòèâíîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû 1.16. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî âåêòîðà (l = 2).

Ïðèìåð 1.9. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ
äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
1

2
ve−uv, u > 0, 0 < v < 2.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (1.67), (1.68) äëÿ âåêòîðà (ξ, η):

f(u, v) = fη(v)fξ(u|v); fη(v) =

∫ +∞

0

1

2
ve−uv du =

1

2
, fξ(u|v) =

f(u, v)

fη(v)
= ve−vu.
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Ïëîòíîñòü fη(v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 2).
Ñîîòâåòñòâóþùåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ðàâíî η0 = 2α1. Ôóíê-
öèÿ fξ(u|η0) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ =
η0 (ñì. ôîðìóëó (1.51)), è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ = − lnα2/η0 (ñì. ôîðìóëó (1.53)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (1.69), (1.70) äëÿ âåêòîðà (ξ, η) : f(u, v) = fξ(u) fη(v|u).
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

fξ(u) =

∫ 2

0

1

2
ve−uv dv =

1− (2u+ 1)e−2u

2u2
, u > 0.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
è ïîýòîìó äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèå (1.69), (1.70) ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî õóäøèì (ñ
òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1.16) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì (1.67), (1.68).

1.5.3. Ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Âåêòîðû ñ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì.
Óæå íà ïðèìåðå âåêòîðîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè l = 2 ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ïðîáëå-
ìà âûáîðà ïîäõîäÿùåãî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1.16 ïðåäñòàâëåíèÿ
(1.71), (1.72) ïëîòíîñòè f(u1, . . . , ul) (èç âîçìîæíûõ l! ïðåäñòàâëåíèé) ÷àñòî îêàçûâà-
åòñÿ âåñüìà íåïðîñòîé. Ïðè÷åì òðóäíîñòü ýòîãî âûáîðà íàðàñòàåò ñ ðîñòîì l. Ïîýòîìó
âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ êîíñòðóèðîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé,
ôóíêöèÿ f(u1, . . . , ul) èìååò âèä (1.73). Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ξi ìî-
äåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ñâîåé ïëîòíîñòè fi(u), ïðè÷åì ïîðÿäîê ìîäåëèðîâàíèÿ, â îòëè÷èå
îò àëãîðèòìà 1.16, ïðîèçâîëåí.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ (â òîì ÷èñëå, áåñêîíå÷íîìåðíûõ) çàäà÷
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ (êîíñòðóèðóþòñÿ) (N + 1)-ìåðíûå ñëó-
÷àéíûå âåêòîðû (x0, x1, . . . , xN) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(x0, x1, . . . , xN) = π(x0)p1(x1|x0)p2(x2|x1)× . . .× pN(xN |xN−1). (1.74)

Ñîîòíîøåíèå (1.74) îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âåêòîð (x0, x1, . . . , xN) îáëàäàåò
ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì: â îäíîì èç ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1.71) (êîíêðåòíåå, äëÿ òîæäå-
ñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè (i0, i1, . . . , iN) = (0, 1, . . . , N)) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé êîìïî-
íåíòû xj ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðåäûäóùåé êîìïîíåíòû xj−1:

fj(x|x0, . . . , xj−1) ≡ pj(x|xj−1).

Â ýòîì ñëó÷àå íåâåðíî ãîâîðèòü, ÷òî "ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà xj çàâèñèò òîëüêî îò âåëè-
÷èíû xj−1", ò.ê. îïîñðåäîâàíî îíà çàâèñèò îò âñåõ ïðåäûäóùèõ êîìïîíåíò x0, . . . , xj−2,
âåäü âåëè÷èíà xj−1 çàâèñèò îò xj−2, âåëè÷èíà xj−2 çàâèñèò îò xj−3 è ò.ä.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.8) ñëåäóåò, ÷òî (x0, x1, . . . , xN) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëüíûé
îòðåçîê äëèíû (N + 1) öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîò-
íîñòüþ pj(x|xj−1). Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè pj(x|xj−1) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . ., öåïü Ìàðêîâà x0, x1, x2, . . . íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâà-
íèå íà÷àëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé x0, x1, x2, . . . , xN òðàåêòîðèè öåïè Ìàðêîâà ïðî-
èñõîäèò ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó âàðèàíòó àëãîðèòìà 1.16.

Àëãîðèòì 1.17. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû x0 ñîãëàñ-
íî íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè π(x). Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ j = 1, 2, . . . , N ðåàëèçó-
åì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò xj ñîãëàñíî ïåðåõîäíûì ïëîòíîñòÿì
pj(x|xj−1).

Äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ðîçûãðûø êîìïîíåíò xj â àëãîðèòìå 1.17 ïðîèñõî-
äèò ñîãëàñíî îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè p(x|xj−1). Êðîìå
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òîãî, â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî N ("íî-
ìåð îáðûâà òðàåêòîðèè") ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, è â àëãîðèòìû òèïà 1.17 âêëþ÷àþòñÿ
ñïåöèàëüíûå ïðèåìû äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ N äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè
(ñì. ãëàâó 4).

1.5.4. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàäàííûìè îäíîìåðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì è êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé (ìåòîä ïîâòîðåíèÿ). Ðàññìîòðèì l-
ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð x = (x1, . . . , xl). Åñëè çàäàíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàêòè÷åñêè âñå åãî õàðàêòå-
ðèñòèêè: îäíîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó êîì-
ïîíåíòàìè, ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò è äð. Îäíàêî
íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî îáùàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü êîìïîíåíò íåèçâåñòíà, à
èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèÿõ âåêòîðîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, ñîñòàâëåííûõ èç
êîìïîíåíò èñõîäíîãî ìíîãîìåðíîãî âåêòîðà.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàäàþòñÿ òîëüêî îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fi(ui)
êîìïîíåíò xi è êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó êîìïîíåíòàìè

rij = E

((
xi − Exi√

Dxi

)(
xj − Exj√

Dxj

))

(ýòî óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé). Òàêàÿ íåïîëíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ ìîæåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèâåñòè ê íååäèíñòâåííîñòè âåêòîðà ñ çàäàííûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè (â ýòîì ñëó÷àå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ
õîòÿ áû îäíîé èç âîçìîæíûõ âåðñèé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå äëÿ âñÿêîãî íàáîðà ÷èñåë
{rij} ñóùåñòâóåò âåêòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îðèãèíàëüíóþ êîíñòðóêöèþ, ðåàëèçóåìóþ äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà îäíîìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäèíàêîâ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò f1(u) = . . . =
fl(u) ≡ f(u), u ∈ (a, b), à êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè {rij} íåîòðèöàòåëüíû. ×åðåç
∆m îáîçíà÷èì îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ âåêòîðà (x1, . . . , xl) íà tm âåê-
òîðîâ a1, . . . , atm ðàçìåðíîñòåé k1, . . . , ktm , ñîñòàâëåííûõ èç êîìïîíåíò {xi}; ïðè ýòîì
k1 + . . . + ktm = l. Íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé {∆1, . . . ,∆N} ââîäèòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé {p1, . . . , pN} (ñîîáðàæåíèÿ î êîíêðåòíîì âûáîðå ýòîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñì. äàëåå).

Àëãîðèòì 1.18 (ìåòîä ïîâòîðåíèÿ). 1). Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α0 ñòàí-
äàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {p1, . . . , pN}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì
1.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð m ðàçáèåíèÿ ∆m.

2). Ðåàëèçóåì tm íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, . . . , ξtm ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(u). Ïîëàãàåì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà a1 â âûáðàííîì ðàçáèåíèè
∆m ðàâíû ξ1, âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà a2 ðàâíû ξ2 è ò.ä.; âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà atm
ðàâíû ξtm. Ïîëó÷åííûé ñîñòàâíîé âåêòîð ïðèíèìàåì çà âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà
x = (x1, . . . , xl).

Êîìïîíåíòû âåêòîðà x, ïîëó÷àåìûå â àëãîðèòìå 1.18, èìåþò òðåáóåìóþ îäíîìåð-
íóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u). Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïðîèçâîäèëàñü çàäàííàÿ êîð-
ðåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà R = {rij}, i, j = 1, . . . , l, íóæíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáèðàòü
âåðîÿòíîñòè {p1, . . . , pN}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ ∆m êîððåëÿöè-

îííàÿ ìàòðèöà R(∆m) = {r(m)
ij } âåêòîðà x, ïîëó÷àåìîãî â àëãîðèòìå 1.18, ñîñòîèò èç

íóëåé è åäèíèö: r
(m)
ij = r(ξs, ξs) = 1, åñëè êîìïîíåíòû xi è xj ïðèíàäëåæàò îäíîìó âåê-

òîðó as, è r
(m)
ij = r(ξs1 , ξs2) = 0, åñëè xi è xj ïðèíàäëåæàò ðàçíûì âåêòîðàì as1 è as2 .
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Ïî ôîðìóëå ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

R =
N∑
m=1

pmR(∆m). (1.75)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ðàçáèåíèÿ ∆m ïðîâîäèòñÿ â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ÷èñëà åäèíèö â ìàòðèöàõ R(∆m) (äëÿ îäèíàêîâîãî ÷èñëà åäèíèö íóìåðàöèÿ
ïðîèçâîëüíà). Â ÷àñòíîñòè, R(∆1) � ýòî ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, à â R(∆N) åäè-
íèöû ñòîÿò òîëüêî íà äèàãîíàëè. Ñîîòíîøåíèå (1.75) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû
èç l(l − 1)/2 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí {pm}:

p1 +
N−1∑
m=1

pmr
(m)
ij = rij, i < j; pm ≥ 0,

N∑
m=1

pm = 1. (1.76)

Åñëè ðåøåíèå ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò, òî âåêòîð x ìîæíî ìîäåëèðîâàòü
ìåòîäîì ïîâòîðåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòì 1.18 íåðåàëèçóåì. Çàäà÷ó (1.76)
ìîæíî ðåøàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòàíäàðòíûìè ïðèåìàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ (íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-ìåòîäîì) îïðåäåëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå (p1, . . . , pN−1)
ñèñòåìû èç (1.76) ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé êîìïîíåíò P . Åñëè P ≤ 1, òî ïîëàãàåì
pN = 1 − P , è ñëó÷àéíûé âåêòîð x ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.18,
åñëè P > 1, òî ìåòîä ïîâòîðåíèÿ íåïðèìåíèì.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ïîâòîðåíèÿ äàåò ñëó÷àéíûé âåêòîð x ñî ñïåöè-
àëüíûì âûðîæäåííûì ìíîãîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ïëîòíîñòü êîòîðîãî, íàïðèìåð, â
äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

f(u, v) = q f(u)δ(v − u) + (1− q)f(u)f(v),

ãäå δ(v − u) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà (ñì. ïîäðàçä. 1.4.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f(u) áåçãðàíè÷íî äåëèìî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî K ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðåäñòàâèìà â âèäå x = x(1) + . . .+ x(K),
ãäå x(k), k = 1, . . . , K � íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f1/K(u) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå 1.7 èç ïîäðàçä. 1.9.1). Òîãäà ìîäå-
ëèðóåìîå ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî óëó÷øàòü, ðàññìàòðèâàÿ ðåàëèçàöèè âèäà
x = x(1) + . . . + x(K), ãäå {x(k)} � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè âåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà 1.18 ñîãëàñíî îäíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ f1/K(u) è
êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöå R = {rij}.

1.6. ÌÅÒÎÄ ÑÓÏÅÐÏÎÇÈÖÈÈ

1.6.1. Ìåòîä èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ èçó÷à-
þòñÿ äâà ìåòîäà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû
1.14 è 1.16. Ýòî ìåòîäû ñóïåðïîçèöèè è èñêëþ÷åíèÿ, â êîòîðûõ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îïèøåì ñíà÷àëà îáùóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé k1-
ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà u ∈ Rk1

f(u) =

∫
Rk2

p(u,v) dv (1.77)
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òàêèì îáðàçîì, ÷òî
1) ôóíêöèÿ p(u,v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (k1 + k2)-ìåðíîãî âåêòîðà (ξ,η);
2) ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëå ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

f(u) =

∫
Rk2

fη(v)fξ(u|v) dv (1.78)

äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè fη(v) è fξ(u|v)

èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû (ôîðìóëû) ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ âèäà η = ψη(ᾱ1), ξ = ψξ(ᾱ2;v), ãäå ᾱi � ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.11 (ïåðåôîðìóëèðîâàííî-
ìó äëÿ ðàçëîæåíèÿ (1.67), (1.68)) ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè.

Àëãîðèòì 1.19. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, èìåþùåãî
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (1.78), ñîãëàñíî àëãîðèòìó (ôîðìóëå) ξ = ψξ(ᾱ2; η0),

ãäå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó
(ôîðìóëå) η0 = ψη(ᾱ1).

Ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1.78), â êîòîðîì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð
η èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ fη(v), íàçîâåì àëãîðèòì
1.19 ìåòîäîì èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè (â îòëè÷èå îò ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïî-
çèöèè, ðàññìîòðåííîãî äàëåå â ïîäðàçä. 1.6.2).

Ïðèìåð 1.10. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = 2

∫ π/2

0

v cos v cosuv dv, 0 < u < 1.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(u, v) =
2v cos v cosuv, 0 < u < 1, 0 < v < π/2 è ïðåäñòàâëåíèå (1.78) äëÿ ýòîé ïëîòíîñòè (ñì.
òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (1.67), (1.68)):

fη(v) =

∫ 1

0

2v cos v cosuv du = sin 2v, 0 < v < π/2;

fξ(u|v) =
2v cos v cosuv

2 cos v sin v
=
v cosuv

sin v
, 0 < u < 1.

Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðåøàÿ óðàâ-
íåíèÿ ∫ η0

0

sin 2v dv = α1 è

∫ ξ

0

η0 cos(η0u) du

sin η0

= α2,

âûïèñûâàåì ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû:

η0 =
arccos(1− 2α1)

2
è ξ =

arcsin(α2 sin η0)

η0

.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæíî ïîëó÷àòü ïî ôîð-
ìóëå:

ξ =
arcsin[α2 sin((1/2) arccos(1− 2α1))]

(1/2) arccos(1− 2α1)
.

1.6.2. Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè. Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïëîòíîñòü ìîäåëèðó-
åìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë (1.77), ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêîé.
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Ãîðàçäî ÷àùå â êà÷åñòâå âåêòîðà η èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà η ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(η = i) = pi, i = 1, 2, . . . ,M ; M ≤ ∞. Â ýòîì
ñëó÷àå, ôîðìàëüíî ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1.78) àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1.60) fη(v) =∑M

i=1 piδ(v − i), ïîëó÷àåì

f(u) =
M∑
i=1

pifi(u); fi(u) = fξ(u|η = i). (1.79)

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèì àëãîðèòì 1.19, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η (â
ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 1.1 ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèè � ñì. ðàçä. 1.2, 1.3) è
âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi(u) äëÿ ëþáîãî i. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (1.79)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó (ñìåñü) ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé
{fi(u)}. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ïëîòíîñòè (1.79) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 1.20. 1). Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè,
âûáèðàåì íîìåð η0 = m.

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(u).
Àëãîðèòì 1.20 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè èëè ïðîñòî ìåòîäîì

ñóïåðïîçèöèè. Ýòîò ìåòîä íåòðóäíî îáîñíîâàòü ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåàëèçóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ðàññìàòðèâàÿ
â êà÷åñòâå ãèïîòåç çíà÷åíèÿ η = i ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi : Fξ(u) =

∑
i piFi(u).

Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3

8
(1 + u2), −1 < u < 1. (1.80)

Ñîîòíîøåíèå (1.80) ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé çàêîí Ðåëåÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿ-
íèÿ ôîòîíîâ â àòìîñôåðå, èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ (1.80)

íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê óðàâíåíèå
∫ ξ
−1
f(u) du =

α ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ ξ3 + 3ξ − 8α − 4 = 0, êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ.
Ïëîòíîñòü (1.80) ïðåäñòàâèìà â âèäå (1.79):

f(u) =
3

4
× 1

2
+

1

4
× 3

2
u2, −1 < u < 1,

òî åñòü p1 = 3/4, f1(u) = 1/2; p2 = 1/4; f2(u) = 3u2/2. Ôóíêöèÿ f1(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1), à ôóíêöèÿ f2(u) ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì ïëîòíîñòè ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèìåð 1.5) íà òîì æå èíòåðâàëå. Àë-
ãîðèòì 1.20 çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè α1 < 3/4, òî ξ = 2α2 − 1, èíà÷å
ξ = 3

√
2α2 − 1.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ (1.80) ïðèíàäëåæèò êëàññó ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè, îñîáåííîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ êîòîðûõ
îòðàæåíû äàëåå â ðàçä. 1.8.

1.6.3. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì 1.20
äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b) ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (1.79). Ïðåäïîëàãàåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âî âòîðîì ïóíêòå àëãî-
ðèòìà 1.20 âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé
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ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. âûðàæåíèå ξ = ψm(α2) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ âèäà (1.48): ∫ ξ

a

fm(u) du = α2. (1.81)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2, â ñëó÷àå, êîãäà â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà 1.20 âûáðàí

íîìåð η = m, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α1, ïîïàäàÿ â èíòåðâàë ∆m =
(∑m−1

i=1 pi,
∑m

i=1 pi

)
,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ∆m, è òîãäà ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1.12. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β =
(
α1 −

∑m−1
i=1 pi

)
p−1
m ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî α1 ∈ ∆m, èìååì Fβ(x) = P(β < x) = 0 ïðè x ≤ 0

è Fβ(x) = 1 ïðè x ≥ 1. Äàëåå, äëÿ 0 < x < 1 ïîëó÷àåì

Fβ(x) = P(β < x|η = m) =
P
{
(β < x) ∩ (η = m)

}
P(η = m)

=

= P
(m−1∑
i=1

pi ≤ α1 <
m−1∑
i=1

pi + x pm

)/
pm = x,

ò. å. ôóíêöèÿ Fβ(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà α (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.2)).

Óòâåðæäåíèå 1.12 îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà 1.20.
Àëãîðèòì 1.21. 1). Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî

÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè,
âûáèðàåì íîìåð m.

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b) ïî ôîðìóëå ξ =
ψm(β), ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ∫ ξ

a

fm(u) du = β, β =
(
α−

m−1∑
i=1

pi

)
p−1
m (1.82)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ξ.
Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â çàìåíå α2 íà β â óðàâíåíèè (1.81). Ýòî ïîçâîëÿåò ëèê-

âèäèðîâàòü îäíó èç äâóõ òðóäîåìêèõ îïåðàöèé îáðàùåíèÿ ê ãåíåðàòîðó ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë RANDOM (ñì. çàìå÷àíèå 1.2).

Ïðèìåð 1.12. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
5

12
(1 + (u− 1)4), 0 < u < 2.

Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. ê. ñîîòíîøåíèå∫ ξ
0
f(u) du = α ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (ξ − 1)5 + 5ξ = 12α − 1, êîòîðîå íåðàçðåøèìî

îòíîñèòåëüíî ξ. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(u) = p1 f1(u) + p2 f2(u); p1 =
5

6
, p2 =

1

6
; f1(u) ≡

1

2
, f2(u) =

5

2
(u− 1)4.

Ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ =

{
2α2 ïðè α1 < 5/6,
1 + (2α2 − 1)1/5 ïðè α1 ≥ 5/6.
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Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âåëè÷èíà β ðàâíà (6/5)α ïðè m = 1 è
β = 6α− 5 ïðè m = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ =

{
(12/5)α ïðè α < 5/6,
1 + (12α− 11)1/5 ïðè α ≥ 5/6.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä èìååò äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåèìóùåñòâî, ò. ê. ïðè åãî ïðèìå-
íåíèè íå òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâûâàòü âòîðîå ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî (à çàòðàòû íà
îñòàëüíûå îïåðàöèè ó ñòàíäàðòíîãî è ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäîâ ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò).

1.6.4. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñîñòàâíûõ ïëîòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùåå îáîáùåíèå ôîðìóëû (1.62), îïðåäåëÿþùåé ñîñòàâíóþ ïëîòíîñòü, ñîñðåäîòî÷åííóþ
íà äâóõ èíòåðâàëàõ:

f(u) =
M∑
i=1

pifi(u)χ(ai,bi)(u), u ∈ (a1, b1) ∪ . . . ∪ (aM , bM). (1.83)

Çäåñü {fi(u)} � ýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè, à {(ai, bi)} � íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû.
Àëãîðèòì ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 1.15), ñôîðìóëèðîâàí-
íûé â ïîäðàçä. 1.4.3 äëÿ ñëó÷àÿM = 2, ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñîñòàâíûå ïëîòíîñòè
âèäà (1.83) äëÿ M > 2.

Ïóñòü â îáúåäèíåíèè (a1, b1) ∪ . . . ∪ (aM , bM) äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûïîëíåíî bi ≤
ai+1, i = 1, 2, . . . ,M − 1. Âûïèøåì óðàâíåíèå âèäà (1.48) äëÿ ïëîòíîñòè (1.83):∫ ξ

a1

M∑
i=1

pifi(u)χ(ai,bi)(u) du = α. (1.84)

Àëãîðèòì 1.22. Íàõîäèì íîìåð m òàêîé, ÷òî α ∈ ∆m =
[∑m−1

i=1 pi,
∑m

i=1 pi

)
(ñì.

àëãîðèòì 1.1), è ïîëàãàåì ξ = ψm(β), ãäå ξ = ψm(α) � ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòàðíîé ïëîòíîñòè fm(u), è β =(
α−

∑m−1
i=1 pi

)
p−1
m .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α ∈ ∆m èìååì ξ ∈ (am, bm) è óðàâíåíèå (1.84) ïðèîáðåòàåò âèä∫ b1

a1

p1f1(u) du+ . . .+

∫ ξ

am

pmfm(u) du = α èëè

∫ ξ

am

fm(u) du = β. (1.85)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.82) è (1.85), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1.13. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ ñ ñîñòàâíîé ïëîòíîñòüþ âèäà (1.83) (àëãîðèòì 1.22) ñîâïàäàåò ñ ìîäèôèöè-
ðîâàííûì ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè (àëãîðèòì 1.21) ñ îïðåäåëåíèåì íîìåðà m ñîãëàñíî
ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (àëãîðèòì
1.1).

Çàìå÷àíèå 1.4. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü èç ýêâèâà-
ëåíòíûõ àëãîðèòìîâ 1.21 è 1.22 ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè 1.21 è èñïîëü-
çîâàòü íà ïåðâîì øàãå ýòîãî àëãîðèòìà ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè ñòàíäàðòíîãî àë-
ãîðèòìà 1.1 èç ðàçä. 1.3 (ìåòîä Óîëêåðà, êâàíòèëüíûé ìåòîä è äð.). Ïðèìåðàìè ýôôåê-
òèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü àëãîðèòìû 1.30 è 1.31, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå äàëåå â ïîäðàçä. 1.8.1 äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè è
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êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ïëîòíîñòÿìè.

1.7. ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß

1.7.1. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ è òðóäîåìêîñòü ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ.
Â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìå-
òîäû èñêëþ÷åíèÿ (èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ òåðìèíû ìåòîäû îòáîðà è ìåòîäû îòêàçîâ,
êîòîðûå òàêæå ñîîòâåòñòâóþò, õîòÿ è â ìåíüøåé ñòåïåíè, àíãëèéñêîìó òåðìèíó rejection
technique).

Ñóòü ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (ñëó÷àéíàÿ òî÷êà)
ζ ðàñïðåäåëåí â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X è äàíî ïîäìíîæåñòâî A ⊆ X.

Àëãîðèòì 1.23. Ïðîâîäèòñÿ íåêîòîðîå ñòàòèñòè÷åñêîå èñïûòàíèå T è ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî T ñîñòîÿëîñü, åñëè ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ âåêòîðà ζ ïðèíàäëåæèò A, è T
íå ñîñòîÿëîñü, åñëè ζ /∈ A.

Íàçîâåì òðóäîåìêîñòüþ s̃ àëãîðèòìà 1.23 ñðåäíèå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå âûáîðî÷-
íûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ζ äî ðåàëèçàöèè T . Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà s̃ ïðîïîðöèîíàëüíà
ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ãåîìåòðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p = P(ζ ∈ A) (ñì. ïðèìåð 1.1). Ñîãëàñíî ôîðìóëå
(1.31) èìååì

s̃ ∼ s =
1

p
=

1

P(ζ ∈ A)
. (1.86)

Î÷åâèäíî, ÷òî s ≥ 1. Îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìà 1.23 ñâÿçàíà ñ ïðèáëèæåíèåì âåëè÷èíû
s ê åäèíèöå.

1.7.2. Ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ àë-
ãîðèòì 1.23 ïðèìåíÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó-
÷àéíûé âåêòîð (ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó) ξ, ðàñïðåäåëåííûé â îáëàñòè U ∈ Rl ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f(u), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà çàäàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè g(u),
ò. å.

f(u) =
g(u)

Ḡ
, Ḡ =

∫
U

g(u) du. (1.87)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ íå äàåò ýôôåêòèâíîãî
àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ. Íàäåæäó íà ïîñòðîåíèå ìîäåëèðóþùåãî àëãîðèò-
ìà äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ïëîòíîñòüþ (1.87) äàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.14. Ïóñòü òî÷êà (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè

G = {u ∈ U, 0 < v < g(u)}, (1.88)

ò.å. â "ïîäãðàôèêå"ôóíêöèè g(u); ïðè ýòîì ξ ∈ U è η ∈ (0, g(ξ)). Òîãäà ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (1.87).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî (l + 1)-ìåðíàÿ òî÷êà (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â
îáëàñòè G, îçíà÷àåò, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü f

(ξ,η)(u, v) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1/Ḡ ïðè

(u, v) ∈ G è íóëþ èíà÷å. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.70) äëÿ η = η èìååì

fξ(u) =

∫ +∞

−∞
f

(ξ,η)(u, v) dv =

∫ g(u)

0

dv

Ḡ
=
g(u)

Ḡ
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëó÷èòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå òî÷êè (ξ, η), ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé â G, òî çíà÷åíèå ξ áóäåò ðàñïðåäåëåíî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (1.87).
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü òî÷êó, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííóþ â "ïîäãðàôèêå"çàäàííîé ôóíêöèè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè îáðàòíûì ê óòâåðæäåíèþ 1.14.

Óòâåðæäåíèå 1.15. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ1 ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f1(u) =
g1(u)

Ḡ1

, Ḡ1 =

∫
U

g1(u) du, (1.89)

à óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ξ1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíûì íà èíòåðâàëå (0, g1(ξ1)). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (ξ1, η) ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà â "ïîäãðàôèêå"

G1 = {u ∈ U, 0 < v < g1(u)} (1.90)

ôóíêöèè g1(u).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η óñëîâíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà

íà èíòåðâàëå (0, g1(ξ1)) îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü fη(v|ξ1) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1/g1(ξ1)
ïðè v ∈ (0, g1(ξ1)) è íóëþ èíà÷å. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.69), (1.70) äëÿ ξ = ξ1 è η = η,
èìååì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (ξ1, η) ðàâíà

f
(ξ1,η)

(u, v) = f1(u)fη(v|u) =
g1(u)

Ḡ1

× 1

g1(u)
≡ 1

Ḡ1

, (u, v) ∈ G1.

Åñëè â óòâåðæäåíèè 1.15 âûáðàòü ξ1 = ξ, òî â ñîâîêóïíîñòè ñ óòâåðæäåíèåì 1.14
ïîëó÷àåì ëîãè÷åñêèé êðóã: íàì íóæíî ðàçûãðàòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó (ξ, η), ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííóþ â "ïîäãðàôèêå"G (è òîãäà êîîðäèíàòà ξ èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (1.87)), íî äëÿ ýòîãî íóæíî ðåàëèçîâàòü âåêòîð ξ ïî ïëîòíîñòè
(1.87). Èìååòñÿ åùå, îäíàêî, óòâåðæäåíèå 1.1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîãðóçèòü
"ïîäãðàôèê"G â îáëàñòü G1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (u, v) (ò. å. G ⊆ G1) è ðåàëèçîâàòü
âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â G1, òî
ïðè óñëîâèè (ξ1, η) ∈ G ïàðà (ξ1, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â G. Òîãäà, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 1.14, âåêòîð ξ1 èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (1.87).

Êîíñòðóèðîâàíèå îáëàñòè G1 ñâÿçàíî ñ ðàñøèðåíèåì "ïîäãðàôèêà"G â íàïðàâëå-
íèè îñè v. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàæîðàíòà g1(u) ôóíêöèè g(u) òàêàÿ,
÷òî g(u) ≤ g1(u) ïðè u ∈ U . Ïåðâîå òðåáîâàíèå ê ìàæîðàíòå g1(u) òàêîâî, ÷òî äëÿ
ïëîòíîñòè (1.89) èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (ôîðìóëà) âèäà ξ1 = ψ1(ᾱ1) äëÿ ðå-
àëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1 ñîãëàñíî îäíîìó èç âàðèàíòîâ
àëãîðèòìà 1.16 (çäåñü ᾱ1 � ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Ýòî
äàåò ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ.

Àëãîðèòì 1.24. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (1.89):
ξ1 = ψ1(ᾱ1), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2). Åñëè
η < g(ξ1), (1.91)

òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåì ξ = ξ1. Â ñëó÷àå, êîãäà
íåðàâåíñòâî (1.91) íå âûïîëíåíî, ïîâòîðÿåì ïóíêò 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.15, òî÷êà (ξ1, η), ðåàëèçóåìàÿ â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà
1.24, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.91), òî ïàðà
(ξ1, η) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â ýòîé îáëàñòè, è òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.14, âåëè÷èíó ξ1 ìîæíî ïðèíÿòü â
êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ.
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.86) è óòâåðæäåíèþ 1.1, òðóäîåìêîñòü s̃ àëãîðèòìà 1.24 ïðîïîð-
öèîíàëüíà âåëè÷èíå

s =
1

P
(
(ξ1, η) ∈ G

) =
Ḡ1

Ḡ
. (1.92)

Òàêèì îáðàçîì, ìàæîðàíòó g1(u) ôóíêöèè g(u) ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû îáúåìû
Ḡ1 è Ḡ áûëè áëèçêè; ýòî âûïîëíåíî ïðè g1(u) ≈ g(u).

Êàê óêàçàíî âûøå, ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íàìíîãî ÷àùå
äðóãèõ ìåòîäîâ îòáîðà, ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå ÷àñòî àëãîðèòì 1.24 íàçûâàåòñÿ ïðîñòî
ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ.

Ïðèìåð 1.13. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =

(
1 +

sinu

2

)
e−u, u > 0. (1.93)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:∫ +∞

0

g(u) du =

(
−e−u − (cosu+ sinu) e−u

4

)∣∣∣∣∣
+∞

0

= 5/4, (1.94)

òî åñòü

f(u) =
4

5

(
1 +

sinu

2

)
e−u, u > 0.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.94) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(u) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
∫ ξ

0
f(u) du =

α (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.48)) íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ. Â ñèëó òîãî, ÷òî | sinu| ≤ 1, â
êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (1.93) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ g1(u) = 3 e−u/2. Ëåãêî âû-
÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ +∞
0

g1(u) du = 3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, f1(u) = e−u, u > 0. Ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè (1.51) äëÿ λ = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ:

1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.53) ïîëó÷àåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = − ln α1. Ðåàëèçóåì
òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g1(ξ1) = 3α2 exp(−ξ1)/2.

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < g(ξ1) èëè 3α2 < 2 + sin ξ1. Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ = ξ1,
èíà÷å ïîâòîðÿåì ïóíêò 1 è ò.ä.
Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s = 3/2 : 5/4 = 1, 2 (ñì.
ñîîòíîøåíèå (1.92)).

1.7.3. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíò. Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò
ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g(u) îïðåäåëå-
íà íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå U â Rl è ñóùåñòâóåò (èçâåñòíà) êîíñòàíòà C, òàêàÿ,
÷òî g(u) ≤ C ïðè u ∈ U . Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû çäåñü ìîæíî âûáðàòü g1(u) ≡ C, è
íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà 1.24 âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà ξ1 ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî
ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â ìíîæåñòâå U . Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ U = (a, b) ⊂ R
àëãîðèòì 1.24 âûãëÿäèò çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 1.25. 1. Ðåàëèçóåì ξ1 = a+ α1 (b− a) è η = α2C.
2. Åñëè η ≤ g(ξ1), òî â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b)

ïðèíèìàåì ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò.ä.
Â ñâîå âðåìÿ Äæ.Íåéìàí ïåðâûì ïðåäëîæèë ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ èìåí-

íî â òàêîé ôîðìå, è ÷àñòî ýòîò ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé íàçûâàþò ìåòîäîì Íåéìà-
íà (ìû òàêæå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîé òåðìèíîëîãèè). Â ëèòåðàòóðå ïî ìåòîäàì
Ìîíòå-Êàðëî èíîãäà ìåòîäàìè Íåéìàíà íàçûâàþò âñå ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ.

43



Âàæíîå îáîáùåíèå àëãîðèòìà 1.25 ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ìàæîðàíò, êîãäà èíòåðâàë (a, b) ðàçáèò íà ïîëóèíòåðâàëû ∆i = (ui−1, ui], i = 1, . . . ,M
òî÷êàìè a = u0 < u1 < . . . < uM−1 < uM = b, è äëÿ êàæäîãî ∆i èçâåñòíà êîíñòàíòà
Ci òàêàÿ, ÷òî g(u) ≤ Ci ïðè u ∈ ∆i. Åñëè g1(u) ≡ Ci ïðè u ∈ ∆i, òî íà ïåðâîì ýòàïå
àëãîðèòìà 1.24 òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1
ñîãëàñíî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè (îñîáåííîñòè òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäðîáíî
ðàçîáðàíû â ïîäðàçä. 1.8.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå (êðîìå îãðàíè÷åííîñòè)
ñâîéñòâà çàäàííîé ôóíêöèè g(u). Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî âûïóê-
ëîñòè (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå).

Ïðèìåð 1.14. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

f(u) =
2 arcsinu

π − 2
, 0 < u < 1 (1.95).

Ôóíêöèÿ (1.95) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. ê. èíòåãðèðî-
âàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò∫ ξ

0

f(u) du =
2

π − 2
(ξ arcsin ξ +

√
1− ξ2 − 1);

ê ñëîâó, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îáîñíîâûâàåò ïðàâèëüíîñòü íîðìèðóþùåé êîíñòàíòû
2/(π−2) ïëîòíîñòè (1.95). Ôóíêöèÿ (1.95) âûïóêëà âíèç è âîçðàñòàåò (f ′(u) > 0, f ′′(u) >
0 ïðè 0 < u < 1). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî g(u) = arcsinu ≤ g1(u) = (π/2)u. Íåñëîæíî

âû÷èñëèòü Ḡ = (π − 2)/2, Ḡ1 =
∫ 1

0
g1(u) du = π/4. Òàêèì îáðàçîì, f1(u) = 2u. Îòñþäà

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ:
1. Ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u) ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 =
√
α1 (ñì. ïðèìåð 1.5). Ðåàëèçóåì òàêæå η = α2π

√
α1/2.

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < g(ξ1) èëè πξ1α2 < 2 arcsin ξ1. Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî, òî â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðèíèìàåì ξ =
ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò.ä.
Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s = Ḡ1/Ḡ = π/(2(π − 2)) ≈
1, 38.

Âàæíîå îáîáùåíèå ïðèìåðà 1.14 ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ìà-
æîðàíò, êîãäà íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆i óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
g

(i)
1 (u) = Aiu + Bi òàêóþ, ÷òî g(u) ≤ g

(i)
1 (u) ïðè u ∈ ∆i. Åñëè g1(u) = g

(i)
1 (u) ïðè

u ∈ ∆i, òî íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà 1.24 òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ñîãëàñíî êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïëîòíîñòè (îñîáåííîñòè òàêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â ïîäðàçä. 1.8.1).

1.7.4. Äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà
1.24 ýôôåêòèâíà â äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ ìîäåëèðî-
âàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà
ôóíêöèè g(u), âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé êîòîðîé âåñüìà òðóäîåìêî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìèìî
ìàæîðàòíòû g1(u) ñòðîèì ìèíîðàíòó g2(u) òàêóþ, ÷òî

g2(u) ≤ g(u) ≤ g1(u); u ∈ U. (1.96)

Àëãîðèòì 1.26. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = ψ1(ᾱ1) ñîãëàñíî ïëîòíî-
ñòè (1.89), à òàêæå çíà÷åíèå η = α2g1(ξ1).

2). Âìåñòî íåðàâåíñòâà (1.91) ïðîâåðÿåì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå η < g2(ξ1). Åñëè
îíî âûïîëíåíî, òî ïàðà (ξ1, η) ïðèíàäëåæèò "ïîäãðàôèêó"ôóíêöèè g2(u), à çíà÷èò,

44



è îáëàñòè G. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà ξ ðàâíî ξ = ξ1. Â ñëó÷àå æå η ≥ g2(ξ1) ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî (1.91). Åñëè îíî
âûïîëíåíî, òî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåòñÿ ïóíêò 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.

Â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèåì (1.96) àëãîðèòì 1.26 íàçûâàþò äâóñòîðîííèì ìåòîäîì èñ-
êëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè ôóíêöèè èç íåðàâåíñòâà (1.96) áëèçêè, à ìèíîðàíòà
g2(u) è ìàæîðàíòà g1(u) ëåãêî âû÷èñëèìû, ïðîâåðêà (1.91), ñâÿçàííàÿ ñ òðóäîåìêèì âû-
÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ g(ξ1) áóäåò ïðîèñõîäèòü îòíîñèòåëüíî ðåäêî, è äâóñòîðîííèé ìåòîä
ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ "îäíîñòîðîííèì"àëãîðèòìîì 1.24.
Â êà÷åñòâå ôóíêöèé g2(u) è g1(u) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå è êóñî÷íî-
ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè g(u).

1.7.5. Ìîäåëèðîâàíèå óñå÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåê-
òîð ξ1, ðàñïðåäåëåííûé â îáëàñòè V ∈ Rl ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå âåê-
òîðà ξ1, åñëè îí ðàñïðåäåëåí â ïîäîáëàñòè U ⊂ V è åãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u)
ïðîïîðöèîíàëüíà â U ïëîòíîñòè f1(u):

f(u) = H f1(u) =
f1(u)∫

U
f1(w) dw

, u ∈ U ⊂ V. (1.97)

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷å-
íèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ξ, èìåþùåãî óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå
(1.97).

Àëãîðèòì 1.27. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ1 â îáëà-
ñòè V ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u).

2). Åñëè ξ1 ∈ U , òî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåòñÿ ïóíêò 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî àëãîðèòì 1.27 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãîðèòìà 1.24 â

îáëàñòè V , â êîòîðîì äëÿ ôóíêöèè (1.97) ðàññìîòðåíà ìàæîðàíòà H f1(u) ïðè u ∈ V
(ïðè u ∈ U èìååì f(u) = H f1(u), à ïðè u ∈ V \ U âûïîëíåíî f(u) = 0 < H f1(u)).
Ìîäåëèðîâàíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íå òðåáóåòñÿ (ñì. ï. 1 àëãîðèòìà 1.24),
ò. ê. ïðè ξ1 ∈ U íåðàâåíñòâî (1.91) çàâåäîìî âûïîëíåíî, à ïðè ξ1 ∈ V \ U � çàâåäîìî
íå âûïîëíåíî. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.27 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s = H (ñì.
ñîîòíîøåíèÿ (1.92), (1.97)).

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñ ïëîòíî-
ñòüþ âèäà (1.97) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü áîëåå ýôôåêòèâíóþ, ÷åì àëãîðèòì 1.27, ÷èñëåííóþ
ïðîöåäóðó, íå ñâÿçàííóþ ñ âêëþ÷åíèåì îáëàñòè U â ìíîæåñòâî V .

Ïðèìåð 1.15. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

f(u) =
λ e−λu

1− e−λA
, 0 < u < A, λ > 0. (1.98).

Ñ ó÷åòîì ïðèìåðà 1.4 è îïðåäåëåíèÿ 1.3, ðàñïðåäåëåíèå (1.98) ìîæíî íàçâàòü óñå÷åííûì
ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëî-
æåíèÿõ (íàïðèìåð, îíî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü òàê íàçûâàåìîå áëóæäàíèå áåç âûëåòà
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà ÷àñòèö).

Àëãîðèòì 1.27 çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.53): ξ1 = − lnα/λ; åñëè ξ1 ≤ A, òî
â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûáèðàåì ξ = ξ1, èíà÷å ñíî-
âà ðåàëèçóåì ξ1 è ò.ä. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s =
1/(1− e−λA). Ïðè ìàëûõ A ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.48) ìåòîäà îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó: ξ = −(1/λ) ln

(
1−α (1−e−λA)

)
.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íåíàìíîãî ñëîæíåå ôîðìóëû (1.53), è íå òðåáóåò ïðîöåäóðû èñ-
êëþ÷åíèÿ, êàê â àëãîðèòìå 1.27.

1.8. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ È ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈ-
ÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ

1.8.1. Ìîäåëèðîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïëîòíî-
ñòåé. Ïîëèíîìèàëüíûå è êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ïëîòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ âî ìíî-
ãèõ ïðèëîæåíèÿõ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷èñëî ýòèõ ïðèëîæå-
íèé âõîäÿò àëãîðèòìû, ñâÿçàííûå ñ ïðèáëèæåíèåì ñëîæíûõ ("íåìîäåëèðóåìûõ") ïëîò-
íîñòåé, ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 3.2), àëãîðèòìû ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñ
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ìàæîðàíòàìè (ñì. ðàçä. 1.7), àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ïî-
ðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê (ñì. ïîäðàçä. 1.8.4), ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèñòîãðàìì è ïîëèãîíîâ ÷àñòîò è ìíîãèå äðóãèå. Äëÿ íåêîòîðûõ èç
ïåðå÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè è êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ïëîòíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ1, èìåþùóþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f1(u) = vi, xi−1 ≤ u < xi; i = 1, . . . ,M ; a = x0 < x1 < . . . < xM = b. (1.99)

Çíà÷åíèÿ {vi} â ôîðìóëå (1.99) ïîëîæèòåëüíû. Ðàññìîòðèì ìåòîäû ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1. Ñîîòíîøåíèå (1.48) ìåòîäà îáðàòíîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
∫ ξ1
a
f1(u) du = α ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

N1∑
k=1

vk (xk − xk−1)− vN1 (xN1 − ξ1) = α, ãäå N1 = min
(
n1 :

n1∑
k=1

vk (xk − xk−1) ≥ α
)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ1 = xN1 +Q1/vN1 , Q1 =
(
α−

N1∑
k=1

vk (xk − xk−1)
)
. (1.100)

Ñîîòíîøåíèå (1.100) ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1.

Àëãîðèòì 1.28. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå q1 := α è ïîëàãàåì n1 := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðå-
ïðèñâàèâàíèå

q1 := q1 − vn1(xn1 − xn1−1). (1.101)

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå q1 íå ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëàãàåì ξ1 = xn1 + q1/vn1, èíà÷å ïðîèç-
âîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ n1 := n1 + 1 è (1.101) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó âåëè÷èíû
q1 íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò.ä.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ2 ñ êóñî÷íî�ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ

f2(u) = vi−1 + (u− xi−1)
∆vi
∆xi

, u ∈ [xi−1, xi), ∆xi = xi − xi−1, ∆vi = vi − vi−1; (1.102)

çäåñü, êàê è â ñîîòíîøåíèè (1.99), âåëè÷èíû vi íåîòðèöàòåëüíû. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåà-
ëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2 ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåòîä îá-
ðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.48)). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
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∫ ξ2
a
f2(u) du = α ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

N2∑
k=1

(vk−1 + vk)∆xk
2

− (xN2 − ξ2)(f2(ξ2) + vN2)

2
= α, (1.103)

ãäåN2 = min
(
n2 :

∑n2

k=1
(vk−1+vk)∆xk

2
≥ α

)
. Çàìåòèì, ÷òî f2(ξ2) = vN2+(ξ2−xN2)∆vN2/∆xN2 .

Îáîçíà÷èì òàêæå Q2 = α −
∑N2

k=1(vk−1 + vk)∆xk/2. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (1.103) ïðèìåò
âèä(
2vN2+(ξ2−xN2)

∆vN2

∆xN2

)
(ξ2−xN2) = 2Q2, èëè

∆vN2

∆xN2

(ξ2−xN2)
2+2vN2 (ξ2−xN2)−2Q2 = 0,

èëè ξ2 − xN2 =
−vN2 ±

√
v2
N2

+ 2Q2 ∆vN2/∆xN2

∆vN2/∆xN2

.

Çíàê ïåðåä ðàäèêàëîì äîëæåí áûòü ” + ”, òàê êàê ïðè Q2 = 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ξ2 = xN2 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1.102), (1.103)), à ïðè Q2 = −(vN2 + vN2−1)∆vN2/2 äîëæíî
áûòü ξ2 = xN2−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ2 = xN2 +
−vN2∆xN2 +

√
v2
N2

∆2xN2 + 2Q2 ∆vN2 ∆xN2

∆vN2

. (1.104)

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Àëãîðèòì 1.29. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå q2 := α è ïîëàãàåì n2 := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðå-
ïðèñâàèâàíèå

q2 := q2 − (vn2−1 + vn2)(xn2 − xn2−1)/2. (1.105)

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå q2 íå ïîëîæèòåëüíî, òî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ξ2 ïî ôîðìóëå (1.104)
äëÿ Q2 = q2 è N2 = n2, èíà÷å ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ n2 := n2 + 1 è (1.105) è
âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó âåëè÷èíû q2 íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò.ä.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìîâ 1.28 è 1.29 âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì M èç-çà
íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçàöèè âû÷èòàíèé (1.101), (1.105). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèêàöèé,
ïîçâîëÿþùèõ ïðåîäîëåòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòè (1.99) è (1.102)
ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè (ñì. ïîäðàçä. 1.4.3 è 1.6.4). Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (1.83)
îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

f1(u) =
M∑
i=1

p
(1)
i f

(1)
i (u)χ[xi−1,xi)(u); p

(1)
i = vi(xi − xi−1); f

(1)
i (u) ≡ 1/(xi − xi−1); (1.106)

f2(u) =
M∑
i=1

p
(2)
i f

(2)
i (u)χ[xi−1,xi)(u); p

(2)
i = (vi−1 + vi)(xi − xi−1)/2; f

(2)
i (u) = Aiu+Bi;

(1.107)

Ai =
2∆vi

(vi−1 + vi)(∆xi)2
; Bi =

2(vi−1xi − vixi−1)

(vi−1 + vi)(∆xi)2
.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.13, ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé
âèäà (1.106), (1.107) ñîâïàäàåò ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãî-
ðèòì 1.21). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû 1.28 è 1.29 ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì
âèäå
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Àëãîðèòì 1.30. 1). Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî

÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {p(1)
i = vi(xi − xi−1)}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1 èëè åãî

ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð N ′
1 è ïîëàãàåì N1 = N ′

1 + 1.
2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïî ôîðìóëå ξ1 = xN1 +

Q1/vN1, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ∫ ξs

xNs−1

f
(s)
Ns

(u) du = βs; βs = (Qs + p
(s)
Ns

)/p
(s)
Ns

(1.108)

äëÿ s = 1.
Àëãîðèòì 1.31. 1). Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî

÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {p(2)
i = (vi−1 + vi)(xi−xi−1)/2}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1

èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð N ′
2 è ïîëàãàåì N2 = N ′

2 + 1.
2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2 ïî ôîðìóëå (1.104), ïî-

ëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.108) äëÿ s = 2.
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.4, òàêàÿ òðàêòîâêà àëãîðèòìîâ 1.28 è 1.29 ïîçâîëÿåò îáîñíî-

âàííî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà 1.1 (ñì. ïåðâûå ïóíêòû àëãîðèò-
ìîâ 1.30, 1.31) � ìåòîä Óîëêåðà, êâàíòèëüíûé ìåòîä è äð. (ñì. ðàçä. 1.3).

1.8.2. Èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëàõ 1.2 è 1.3, êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ðåàëèçàöèè
âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íîìåðà
èç íàáîðà {1, 2, . . . , N} ïî ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ α ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà è
íàáîðó âåðîÿòíîñòåé {p1, p2, . . . , pN}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ìîäåëèðîâàíèè öå-
ëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû m ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(m = i) = pi. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ìîäèôèêàöèé îñíîâíîãî àëãîðèòìà 1.1 (â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà Óîëêåðà � ñì. àëãîðèòì
1.6, è ìåòîäà 'ìàæîðàíòíîé ÷àñòîòû' � ñì. àëãîðèòì 1.9) öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü
íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå (1, N + 1),
ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =


p1 ïðè u ∈ (1, 2),
p2 ïðè u ∈ [2, 3),
. . .
pN ïðè u ∈ [N,N + 1),
0 ïðè u /∈ (1, N + 1),

(1.109)

íàçâàííîé â ïîäðàçä. 1.3.3 "äèàãðàììîé". Çàìåòèì, ÷òî

P
(
ξ ∈ [i, i+ 1)

)
=

∫ i+1

i

f(u) du = pi è m = [ξ]; (1.110)

çäåñü [A] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî â àëãîðèòìå 1.9 âûáîð íî-

ìåðà m ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòåéøåé ìîäèôèêàöèè ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ �
ìåòîäó Íåéìàíà (ñì. àëãîðèòì 1.25), ãäå â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè f(u) áåðåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ g1(u) ≡ max{p1, . . . , pN} ïðè u ∈ (1, N + 1). Äðóãèìè ñëîâàìè,
àëãîðèòì 1.9 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

1). Ðåàëèçóåì ξ1 = α1N + 1 è η = α2 max{p1, . . . , pN}.
2). Åñëè η ≤ f(ξ1), òî ξ = ξ1 è m = [ξ1], èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò.ä.
Àíàëîãè÷íóþ òðàêòîâêó äîïóñêàåò ìåòîä Óîëêåðà (àëãîðèòì 1.6). Çäåñü ïðîèñõî-

äèò ðîçûãðûø òî÷êè (ξ1 = α1N + 1; η1 = α2), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè
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A = {1 < u < N+1; 0 < v < 1/N} åäèíè÷íîé ïëîùàäè, ïðè÷åì ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ýòîé òî÷êè â ïîäñòîëáöû Fm è Em \Fm, ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðó i, ðàâíà pi.
Òàêîé ðîçûãðûø ýêâèâàëåíòåí ìîäåëèðîâàíèþ òî÷êè (ξ, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íîé â "ïîäãðàôèêå"G ôóíêöèè g(u) = f(u), ò.ê. Ḡ = 1 è ïëîùàäü ñòîëáöà äèàãðàììû
(1.109) Ii = {i ≤ u < i + 1; 0 < v < pi}, ñîîòâåòñòâóþùåãî i-ìó íîìåðó, ðàâíà SIi = pi
(ñì. ñîîòíîøåíèå (1.110)). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.14, êîìïîíåíòà ξ ðàñïðåäåëåíà ñî-
ãëàñíî ïëîòíîñòè (1.109). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ m = [ξ] ñëåäóåò, ÷òî â ìåòîäå Óîëêåðà
ìîäåëèðóåòñÿ òðåáóåìîå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1.8.3. Îñíîâíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïëîòíîñòåé. Â
ïîäðàçä. 1.4.1 áûëà ðàññìîòðåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ ïîëèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) =
A∑
i=0

ai u
i, 0 < u < 1, A = N ∨+∞ (1.111)

(ñì. òàêæå ôîðìóëó (1.50)). Äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîýôôèöèåíòîâ {ai}.
Òàê, ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 1.14) çàâåäîìî ðåàëèçóåì äëÿ
A = 0 (ïðè ýòîì f(u) ≡ 1, 0 < u < 1 è ξ = α), äëÿ A = 1 (ïðè ýòîì ξ = (−a0 +√
a2

0 + 2a1α)/a1), à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ai = (i+ 1) è aj = 0 ïðè j 6= i; ïðè ýòîì

f(u) = (i+ 1)ui è ξ = α1/(i+1) = i+1
√
α. (1.112)

Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè A > 1 è ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ai) ïîïûòêà ïðèìåíèòü ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ

∑A
i=0 aiξ

i+1/(i+ 1) = α, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
ξ, è íóæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ (ìåòîä ñóïåðïîçèöèè,
ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ è äð.).

Äëÿ ñëó÷àÿ ai ≥ 0, â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü (1.111) â âèäå

f(u) =
A∑
i=0

pifi(u); pi = ai/(i+ 1); fi(u) = (i+ 1)ui, (1.113)

è ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì 1.20).
Àëãîðèòì 1.32. 1). Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî

÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {ai/(i + 1)}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.1 èëè åãî ìîäèôè-
êàöèè, âûáèðàåì íîìåð m.

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(u) =
(m+ 1)um ïî ôîðìóëå âèäà (1.112): ξ = m+1

√
α2.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ {ai} âåëè÷èíû {pi}
èç ñîîòíîøåíèÿ (1.113) íåëüçÿ ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòÿìè, òàê êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè (õîòÿ ñîîòíîøåíèå

∑A
i=0 pi = 1 âûïîëíåíî â ëþáîì ñëó÷àå).

Ïîëîæèì A = N <∞. Äëÿ ôóíêöèè (1.111) ìîæíî ïîñòðîèòü ìàæîðàíòó

f(u) ≤ g1(u) =
N∑
i=0

a+
i u

i, (1.114)

ãäå a+
i = ai ïðè ai ≥ 0 è a+

i = 0 ïðè ai < 0. Òîãäà ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä
èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 1.24).
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Àëãîðèòì 1.33. 1). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1, ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñ ïëîòíîñòüþ

f̃1(u) =
N∑
i=0

p+
i fi(u), p+

i =
a+
i

(i+ 1)
∫ 1

0
g1(w) dw

=
a+
i

(i+ 1)
∑N

j=0(a
+
j /(j + 1))

,

ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.32 (ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñëà
α1 è α2).

2). Ðåàëèçóåì òàêæå çíà÷åíèå η = α3g1(ξ1).
3). Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < f(ξ1). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáî-

ðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ïóíêòû 1 è 2 è
ò.ä.

Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà (ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðåíèé ïóíêòîâ 1 è 2 äî âûïîëíå-

íèÿ íåðàâåíñòâà η < f(ξ1)) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s1 =
∫ 1

0
g1(w) dw =

∑N
j=0(a

+
j /(j+

1)) (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.92)).
Âûáîð ìàæîðàíòû âèäà (1.114) íåîäíîçíà÷åí. Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ôóíê-

öèþ g2(u) =
∑N

i=0 |ai|ui è èñïîëüçîâàòü äëÿ íåå àëãîðèòì 1.33 ñ çàìåíîé ξ1 íà ξ2. Òàêîé
âûáîð ìàæîðàíòû çàâåäîìî õóæå, ÷åì (1.114), ò. ê. g2(u) > g1(u) è

s2 =

∫ 1

0

g2(w) dw =
N∑
j=0

(|aj|/(j + 1)) > s1.

Îäíàêî íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ìàæîðàíòà (1.114) íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé.
Ïðèìåð 1.16. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ êâàäðàòè÷íîé ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ f(u) = 6u− 6u2, 0 < u < 1. Â ýòîì ñëó÷àå g1(u) = 6u è òðóäîåìêîñòü ñîîò-

âåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà 1.33 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s1 =
∫ 1

0
6w dw = 3. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äëÿ ïðîñòåéøåãî ìåòîäà Íåéìàíà (àëãîðèòì 1.25) ñ ïîñòîÿííîé ìàæîðàíòîé

g3(u) ≡ max
u∈(0,1)

f(u) = f(1/2) = 3/2

èìååì s3 = 3/2. Ýòà âåëè÷èíà â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì s1.
1.8.4. Èñïîëüçîâàíèå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ξ1, ξ2, . . . , ξn èç n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . . , ξ

(n)
n � òå æå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
(n)
r íàçûâàåòñÿ r-é ïî-

ðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé.
Â ÷àñòíîñòè, ξ

(n)
1 = min{ξ1, . . . , ξn} è ξ(n)

n = max{ξ1, . . . , ξn}. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1.16. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn èìåþò ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F (u) è ïëîòíîñòü f(u). Òîãäà r-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà ξ
(n)
r èìååò

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f (n)
r (u) = nCr−1

n−1F
r−1(u) (1− F (u))n−r f(u), (1.115)

ãäå Ck
n = n!/(k!(n− k)!) � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(n)
r ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âûáîðà
ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà AM è íîìåðà M ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè ìàññèâà (a1, . . . , ar),
ñîñòîÿùåãî èç r êîìïîíåíò. Çäåñü ãîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òàêîé àëãîðèòì: ïîëàãàåì ñíà-
÷àëà AM := a1, M := 1 è ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ s = 2, . . . , r ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî
as > AM ; åñëè îíî âûïîëíåíî, òî äåëàåì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ AM := as, M := s.
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Àëãîðèòì 1.34. 1). Ðåàëèçóåì r âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé Ξ = (ξ1, . . . , ξr) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (u) (èëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(u)),
ïàðàëëåëüíî âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò AM ïîëó÷àåìîãî ìàññèâà Ξ. Ïîëàãàåì
ξ

(n)
r := AM .
2). Äëÿ s = r + 1, . . . , n ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξs. Åñëè ξs < AM , òî

çàìåíÿåì M-þ êîìïîíåíòó ìàññèâà Ξ: ξM := ξs è íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
AM è íîìåð M äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ìàññèâà Ξ. Ïîëàãàåì ξ

(n)
r := AM .

Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àëãîðèòì 1.34 äîïóñêàåò ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè. Íà-
ïðèìåð, ïðè r = n íå íóæåí ïóíêò 2, à ïðè r = 1 òðåáóåòñÿ èñêàòü ìèíèìóì èç ïîëíîãî
íàáîðà âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé (ξ1, . . . , ξn).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ξi = αi, ïëîòíîñòü ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè α
(n)
r íåçàâèñèìîé

âûáîðêè îáúåìà n èç ñîâîêóïíîñòè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â èíòåðâàëå (0, 1)
èìååò âèä

f (n)
r (u) = nCr−1

n−1 u
r−1 (1− u)n−r, u ∈ (0, 1), (1.116)

òàê êàê F (u) = u, f(u) ≡ 1 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1.1), (1.2)). Àëãîðèòì 1.34 äëÿ ýòî-
ãî ñëó÷àÿ äàåò ñïåöèàëüíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòè (1.111),
äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå (1.116).

Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü f(u) = (i + 1)ui, 0 < u < 1 èç (1.112) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ôîðìóëû (1.116) äëÿ n = r = i + 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî ôîðìóëû ìåòîäà
îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ = i+1

√
α (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.112)) ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü ôîðìóëó, ïîðîæäàåìóþ àëãîðèòìîì 1.34: ξ = max{α1, . . . , αi+1}. Ñëåäóåò, îäíàêî,
îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñîïðîöåññîðàìè (äëÿ
êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëåíèå êîðíÿ (i + 1)-é ñòåïåíè â ôîðìóëå (1.112), ïðîèñõî-
äèò äîñòàòî÷íî áûñòðî) è äëÿ ñîâðåìåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (òèïà ÑÈ++)
ôîðìóëà (1.112) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé (ýêîíîìè÷íîé).

1.8.5. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
B-ñïëàéíàìè. Â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïî-
íÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. B-ñïëàéíîì ïîðÿäêà r íàçûâàåòñÿ (r + 1)-é ÷ëåí β(r)(u) ðå-
êóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β(i+1)(u) = β(0) ∗ β(i)(u), ãäå

β(0)(u) =

{
1 ïðè − 1/2 ≤ u < 1/2;
0 èíà÷å,

(1.117)

ãäå çíàê ” ∗ ” îáîçíà÷àåò ñâåðòêó

g1 ∗ g2(u) =

∫ +∞

−∞
g1(w) g2(u− w) dw.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òîB-ñïëàéí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíê-
öèè r-é ñòåïåíè, ïðè÷åì äëÿ íå÷åòíûõ r ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êà-
ìè, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûìè îêîëî íóëÿ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéíû
ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè "ôóíêöèÿ-êðûøêà")

β(1)(u) =


1 + u äëÿ − 1 ≤ u ≤ 0,
1− u äëÿ 0 ≤ u ≤ 1,
0 èíà÷å

è òðåòüåãî ïîðÿäêà

β(3)(u) =


0 ïðè u > 2 ;
(2− u)3/6 ïðè 1 ≤ u ≤ 2;(
1 + 3 (1− u) + 3 (1− u)2 − 3 (1− u)3

)
/6 ïðè 0 ≤ u ≤ 1;

β(3)(−u) ïðè u ≤ 0.
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Áóäó÷è âêëþ÷åííûìè â êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, B-
ñïëàéíû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü õîðîøèå ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèè è îñîáåííî óñòîé÷è-
âîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ. Îäíàêî åñòü åùå îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî
ôóíêöèé β(r)(u), ïîçâîëÿþùåå èñïîëüçîâàòü èõ â àëãîðèòìàõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Óòâåðæäåíèå 1.17. Ôóíêöèÿ β(r)(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû

ξ(r) = α1 + . . .+ αr + αr+1 − (r + 1)/2,

ãäå αi � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â
(0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì ñëåäóþùèé âåðîÿòíîñòíûé ôàêò. Åñëè
èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû γ1 è γ2 ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
f1(u) è f2(u) ñîîòâåòñòâåííî, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = γ1 + γ2 èìååò ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ fζ(u) = f1 ∗ f2(u).

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1.17 ïî èíäóêöèè. Äëÿ r = 0 èç ôîðìóëû (1.117)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ β(0)(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ(0) = α1 − 1/2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ r = k âûïîëíåíî, ÷òî β(k)(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(k). Çàìåòèì, ÷òî ξ(k+1) = (αk+2− 1/2) + ξ(k).
Ïîëàãàÿ γ1 = αk+2−1/2 è γ2 = ξ(k), èç ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ î ñâåðòêå ïëîò-
íîñòåé ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ξ(k+1) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
β(0) ∗ β(k)(u) = β(k+1)(u). Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îáîñíîâàí, è óòâåðæäå-
íèå 1.17 âåðíî äëÿ ëþáîãî r.

1.9. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÀÌÌÀ- È ÁÅÒÀ-ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

1.9.1. Îñíîâíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ

(γ)
λ,ν èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Ïèð-

ñîíà, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

f
(γ)
λ,ν (u) =

λν uν−1 e−λu

Γ(ν)
, u > 0; λ > 0, ν > 0; (1.118)

çäåñü Γ(ν) =
∫ +∞

0
wν−1 e−w dw � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ν = 1 ñîîòíîøåíèå (1.118) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíàêîìóþ íàì ïî

ïîäðàçä. 1.4.1 ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: f
(γ)
λ,1 (u) = λ e−λu, u > 0, λ > 0

(ñì. ïðèìåð 1.4) ñ ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé

ξ
(γ)
λ,1 = − lnα

λ
(1.119)

(ñì. ñîîòíîøåíèå (1.53)). Ïðè öåëîì ïîëîæèòåëüíîì ν = n > 1 ñîîòíîøåíèå (1.118)
èíîãäà íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà, è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ν = n
âûïîëíåíî Γ(n) = (n− 1)!, ïëîòíîñòü (1.118) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

f
(γ)
λ,n(u) =

λn un−1 e−λu

(n− 1)!
, n > 1. (1.120)

Ïðè λ = 1/2, ν = l/2 è öåëîì ïîëîæèòåëüíîì l ñîîòíîøåíèå (1.118) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ l ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

fχ2
l
(u) = f

(γ)
1/2,l/2(u) =

ul/2−1 e−u/2

2l/2 Γ(l/2)
. (1.121)
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(γ)
λ,ν øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîé-

ñòâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 1.18. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ

(γ)
λ,ν è ξ

(γ)
λ,µ íåçàâèñèìû, òî ξ

(γ)
λ,ν +

ξ
(γ)
λ,µ = ξ

(γ)
λ,ν+µ; ðàâåíñòâî îçíà÷àåò çäåñü ñîâïàäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ñôîðìóëèðîâàííîå ñâîéñòâî òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì ïîíÿòèåì.
Îïðåäåëåíèå 1.7. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ íàçûâàåòñÿ áåçãðàíè÷íî

äåëèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ζ = ζ
(n)
1 +

. . . + ζ
(n)
n , ãäå ζ

(n)
j , j = 1, . . . , n � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû.
Èíäóêöèåé ïî n íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ 1.18 ñëåäóåò áåçãðàíè÷-

íàÿ äåëèìîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (1.118): çäåñü ñëåäóåò âçÿòü ζ
(n)
j = ξ

(γ)
λ,ν/n. Ñâîé-

ñòâî áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè îáóñëàâëèâàåò äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ è ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 1.18 ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ
(γ)
λ,ν â âèäå ñóììû

ξ
(γ)
λ,ν = ξ

(γ)
λ,ν1

+ ξ
(γ)
λ,ν2

, (1.122)

ãäå ν1 = [ν] � öåëàÿ ÷àñòü, à ν2 = {ν} � äðîáíàÿ ÷àñòü ïàðàìåòðà ν.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñóììû (1.122) ìîæíî åùå ðàç èñïîëüçîâàòü

ñâîéñòâî áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðåäñòàâèòü ξ
(γ)
λ,ν1

â âèäå ñóì-
ìû èç ν1 ñëàãàåìûõ:

ξγλ,ν1 =
(
ξ

(γ)
λ,1

)(ν1)

1
+ . . .+

(
ξ

(γ)
λ,1

)(ν1)

ν1
.

Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.4 è ñîîòíîøåíèÿì (1.53) è (1.119), äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî

çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(γ)
λ,ν1

ìîæíî ïðåäëîæèòü ôîðìóëó

ξ
(γ)
λ,ν1

=

(
− lnα1

λ

)
+ . . .+

(
− lnαν1

λ

)
= − ln (α1 × . . .× αν1)

λ
. (1.123)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äàåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ
(γ)
λ,n ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà (1.120) (ñëåäóåò ëèøü çàìåíèòü ν1 íà n â ôîðìóëå (1.123)). Â äàëü-
íåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ÷åò-
íûì ÷èñëîì l = 2k ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñì. ôîðìóëó (1.121)), êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî
ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.123):

χ2
2k = ξ

(γ)
1/2,k = −2 ln (α1 × . . .× αk). (1.124)

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ξ
(γ)
λ,ν2

ñóììû (1.122)
ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 1.24).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(u) = uν2−1 e−λu, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîòíîñòè (1.118),
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(u) ≤ g1(u) =

{
uν2−1 ïðè 0 < u < 1,
e−λu ïðè u ≥ 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.
Àëãîðèòì 1.35. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 = ψ1(α1) ñîãëàñíî ïëîò-

íîñòè f1(u) = C g1(u) (íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà ðàâíà
C = λ/(λ ν−1

2 + e−λ)); çäåñü

ψ1(α1) =

{ (
α1(λν2e

−λ)/λ
)1/ν2 ïðè α1 ≤ λ/(λ+ ν2e

−λ),
−(1/λ) ln((1− α1)(e

−λ + λν−1
2 )) èíà÷å
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(âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîäðîáíî îïèñàí â ïðèìåðå 1.8). Ðåàëèçóåì òàêæå çíà÷åíèå
η = α2g1(ξ1).

2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå η < g(ξ1), òî ïîëàãàåì ξ
(γ)
λ,ν2

= ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1
è ò.ä.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.92), òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.35 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s =

∫ +∞
0

g1(w) dw∫ +∞
0

g(w) dw
=
λ ν−1

2 + e−1

λΓ(ν2)
.

Íàïðèìåð, äëÿ ν2 = 1/2 èìååì s = (2λ + e−1)/(λ
√
π). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè λ = 1

âåëè÷èíà s ìîíîòîííî ðàñòåò îò s = 1 (ïðè ν2 ↓ 0) äî s = 1 + e−1 ≈ 1.36 ïðè ν2 = 1. Â
÷àñòíîñòè, ïðè ν2 = 1/2 èìååì s ≈ 1.33.

1.9.2. Ìîäåëèðîâàíèå îäíîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé.Äëÿ äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 1.19.Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, A),
0 < A ≤ +∞ ñ ïëîòíîñòüþ f̃(u) òàêîé, ÷òî f̃(A) = 0, è äëÿ íåêîòîðîãî a > −1 ôóíê-
öèÿ f̃(u)u−a àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u > 0. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f1(u) = (a+ 1)ua ïðè
0 < u < 1, à ξ2 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ

f2(u) =
−ua+1(f̃(u)u−a)′

a+ 1
ïðè 0 < u < A.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ζ = ξ1 ξ2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f2(u) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíîñòüþ, ò.ê. îíà ïîëîæèòåëüíà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f̃(u)u−a, à èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò∫ A

0

−wa+1(f̃(w)w−a)′ dw

a+ 1
= −w f̃(w)

a+ 1

∣∣∣A
0
+

∫ A

0

f̃(w)w−a dwa+1

a+ 1
=

∫ A

0

f̃(w) dw = 1.

Äëÿ u òàêîãî, ÷òî 0 < u < A, èìååì

P(ξ1 ξ2 < u|ξ1 = v) = P(ξ2 < u/v) = F2(u/v),

ãäå F2(x) =
∫ x

0
f2(w) dw � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2. Ïî ôîðìóëå

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

P(ξ1 ξ2 < u) = Fξ1 ξ2(u) =

∫ 1

0

F2(u/v) (a+ 1) va dv.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî u è ïðîèçâåäÿ çàìåíó y = u/v, èìååì

fξ1 ξ2(u) =

∫ 1

0

f2(u/v) (a+1) va−1 dv =

∫ ∞

u

f2(y) (a+1)
ua

ya+1
dy = ua

∫ A

u

(f̃(y) y−a)′ dy = f̃(u).

Óòâåðæäåíèå 1.19 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êàê ÷èñëåííóþ ïðîöåäóðó ðåàëèçàöèè âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå (ñì. ïîäðàçä. 1.9.3),
òàê è àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 1.17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f̃(u) = −C ub lnu; 0 < u < 1, b > −1,
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ò.å. çäåñü A = 1. Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ f̃(u) îò íóëÿ äî åäèíèöû ïî ÷àñòÿì, íåñëîæíî
ïîëó÷èòü, ÷òî C = (b+ 1)2.

Àëãîðèòì 1.36. 1. Ïîëàãàåì a = b è ìîäåëèðóåì çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f1(u) = (b+ 1)ub : ξ1 = α

1/(b+1)
1 .

2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2, êîòîðàÿ ïðè 0 < u < 1 èìååò ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f2(u) =
−ua+1(f̃ u−a)′

a+ 1
=
ub+1 (C u−1)

b+ 1
= (b+ 1)ub,

ïî ôîðìóëå ξ2 = α
1/(b+1)
2 .

3. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ζ = ξ1 ξ2 = (α1 α2)
1/(b+1).

Ïðèìåð 1.18. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f̃(u) = C arccos u, 0 < u < 1,

ò.å. çäåñü ñíîâà A = 1. Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ f̃(u) îò íóëÿ äî åäèíèöû ïî ÷àñòÿì,
ïîëó÷àåì C = 1.

Àëãîðèòì 1.37. 1. Ïîëàãàåì a = 0 (ò.å. f1(u) = 1 ïðè 0 < u < 1) è ìîäåëèðóåì
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 = α1.

2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ2, êîòîðàÿ ïðè 0 < u < 1 èìååò ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f2(u) = −u f̃ ′(u) =
u√

1− u2
.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåì ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷àåì ìîäåëèðó-
þùóþ ôîðìóëó: ξ2 =

√
1− α2

2.

3. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ζ = ξ1 ξ2 = α1

√
1− α2

2.
1.9.3. Ìîäåëèðîâàíèå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.8. Cëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ

(β)
ν,µ èìååò áåòà-ðàñïðåäåëåíèå, åñëè åå

ïëîòíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå

f (β)
ν,µ (u) =

uν−1 (1− u)µ−1

B(ν, µ)
, 0 < u < 1; ν > 0, µ > 0; (1.125)

çäåñü B(ν, µ) =
∫ 1

0
wν−1(1− w)µ−1 dw � áåòà-ôóíêöèÿ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå

B(ν, µ) =
Γ(ν) Γ(µ)

Γ(ν + µ)
= B(µ, ν). (1.126)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.16 è ôîðìóëå (1.116) (ñì. ïîäðàçä. 1.8.4), äëÿ öåëûõ ν è µ
ïëîòíîñòü (1.125) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ν-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ
(ν + µ− 1) íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α, ÷òî è îïðåäåëÿåò

ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå: ξ
(β)
ν,µ = α

(ν+µ−1)
ν (ñì. àëãîðèòì

1.34).
Òåïåðü ïîñòðîèì àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äðóãèõ ñî÷åòà-

íèé ïàðàìåòðîâ ν è µ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà µ � öåëîå, à ν � íåöåëîå (âñå
äàëüíåéøåå ïîäõîäèò è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ν � íåöåëîå, à µ � öåëîå, äîñòàòî÷íî ëèøü
ïðîèçâåñòè â (1.125) çàìåíó ïåðåìåííûõ v = 1− u).
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Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 1.19 äëÿ f̃(u) = f
(β)
µ,ν (u), A = 1 è a = ν−1. Òîãäà ξ

(β)
ν,µ = ξ1 ξ̂2,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f1(u) = ν uν−1, 0 < u < 1, à ξ̂2
ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ

f̂2(u) =
−ua+1(f̃(u)u−a)′

a+ 1
=

uν (1− u)µ−2

B(ν + 1, µ− 1)
.

Âíîâü ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå 1.19 äëÿ f̃(u) = f̂2(u), A = 1 è a = ν. Òîãäà ξ̂2 = ξ2 ξ̂3,
ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f2(u) = (ν + 1)uν , 0 < u < 1, à
ξ̂3 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f̂3(u) =

(
uν+1 (1− u)µ−3

)
/B(ν + 2, µ− 3).

Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð ïîêà èíäåêñ j ïëîòíîñòè f̂j íå ñòàíåò ðàâíûì
µ; ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè (1− u) áóäåò ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

ξ
(β)
ν,µ = ξ1×. . .×ξµ, ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi ðàñïðåäåëåíû ñî ñòåïåííûìè ïëîòíîñòÿìè
fi(u) = (ν+i−1)uν+i−2, 0 < u < 1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.55) èç ïðèìåðà 1.5, äëÿ ξi èìååì

ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû ξi = α
1/(ν+i−1)
i ; i = 1, . . . , µ. Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ íàòóðàëüíîãî µ

èìååì ñëåäóþùèé
Àëãîðèòì 1.38. Ðåàëèçóåì µ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë α1, . . . , αµ è âû÷èñëÿ-

åì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(β)
ν,µ ïî ôîðìóëå

ξ(β)
ν,µ =

µ∏
i=1

α
1/(ν+i−1)
i . (1.127)

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà è ν è µ íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Ïóñòü m = [µ]+1−
µ, ãäå [µ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà µ. Ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü f

(β)
ν,µ (u) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

f (β)
ν,µ (u) =

uν−1 (1− u)[µ] (1− u)−m

B(ν, µ)

è ðàçëîæèì (1− u)−m ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà:

(1− u)−m =
∞∑
i=0

Ci u
i

i!
; C0 = 1, Ci = m (m+ 1)× . . .× (m+ i− 1) =

Γ(m+ i)

Γ(m)
,

çäåñü i = 1, 2, . . .. Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè

Γ(ν) = (ν − 1) Γ(ν − 1). (1.128)

Ñëåäîâàòåëüíî,

f (β)
ν,µ (u) =

∞∑
i=0

(
B(i+ ν, [µ] + 1) Γ(m+ i)

B(ν, µ) i! Γ(m)
× ui+ν−1 (1− u)[µ]

B(i+ ν, [µ] + 1)

)
=

∞∑
i=0

pi f
(β)
i+ν,[µ]+1(u),

(1.129)
ãäå âåëè÷èíû {pi} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòè è èìåþò âèä

p0 =
[µ]!

B(ν, µ)ν(ν + 1)× . . .× (ν + [µ])
; pi =

Γ(i+ ν) Γ([µ] + 1) Γ(m+ i)

Γ(i+ ν + [µ] + 1)B(ν, µ) i! Γ(m)
=

=
[µ]!m (m+ 1)× . . .× (m+ i− 1)

B(ν, µ) i! (i+ ν)(i+ ν + 1)× . . .× (i+ ν + [µ])
; i = 1, 2, . . . ;

çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè (1.128) è ñâîéñòâî áåòà-ôóíêöèè (1.126).
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Èç ôîðìóëû (1.129) ñëåäóåò àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì 1.20) äëÿ

ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ξ
(β)
ν,µ ïðè íåöåëûõ ïàðàìåòðàõ.

Àëãîðèòì 1.39. 1. Ðåàëèçîâàâ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1.4 èëè åãî ìîäèôèêàöèè,

âûáèðàåì íîìåð k ïëîòíîñòè f
(β)
k+ν,[µ]+1(u).

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ
(β)
ν,µ ñîãëàñíî âûáðàííîé ïëîòíîñòè ïî àëãîðèò-

ìó 1.38 (ñì. ôîðìóëó (1.127)):

ξ(β)
ν,µ =

[µ]+1∏
i=1

α
1/(k+ν+i−1)
i .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.29) èç ïîäðàçä. 1.2.3, òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà
1.4 âûáîðà çíà÷åíèÿ k öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì
{pi} (ñì. ï. 1 àëãîðèòìà 1.39) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå Eη. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
Eη = +∞ ïðè [µ] = 0. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ν > 1, 0 < µ < 1 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
çàìåíîé ïåðåìåííûõ v = 1 − u, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè ïàðàìåòðû ν è µ, à â ñëó÷àå
0 < ν < 1, 0 < µ < 1 ìîæíî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ðàíäîìèçàöèþ è ðåàëèçîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

f (β)
ν,µ (u) = u f (β)

ν,µ (u) + (1− u) f (β)
ν,µ (u) =

ν

ν + µ
f

(β)
ν+1,µ(u) +

µ

ν + µ
f

(β)
ν,µ+1(u);

çäåñü èñïîëüçîâàí âèä ïëîòíîñòè f
(β)
ν,µ (u) (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.125)) è ñâîéñòâà (1.126) è

(1.128).
1.9.4. Ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Îïè-

ñàííûå â ïîäðàçä. 1.9.3 àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáóþò âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòîãî îáðàùåíèÿ ê ãåíåðàòîðó ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÷òî ðåçêî ñíè-
æàåò èõ ýôôåêòèâíîñòü (ñì. çàìå÷àíèå 1.2). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü àëü-
òåðíàòèâíûå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëèðóþùèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
(1.125). Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû èçó÷èì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà
èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 1.24).

Ïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (1.125) ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè

g(u) = uν−1 (1− u)µ−1, 0 < u < 1. (1.130)

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíò äëÿ ôóíêöèè (1.130) âåñüìà ðàçíîîáðàçíû, ïðè÷åì ýòè
ïîñòðîåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ν è µ. Òàê, äëÿ îïèñàííîãî âûøå "ñëîæíî-
ãî"ñëó÷àÿ 0 < ν < 1, 0 < µ < 1 ìîæíî ïîñòðîèòü ìàæîðàíòó

g(u) ≤ g
(1)
1 (u) = uν−1 + (1− u)µ−1. (1.131)

Äåéñòâèòåëüíî,

uν−1 (1−u)µ−1 = (u+(1−u))uν−1 (1−u)µ−1 = uν(1−u)µ−1+uν−1(1−u)µ ≤ (1−u)µ−1+uν−1.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè 0 < u < 1 è t > 0 âûïîëíåíî

ut < 1, (1− u)t < 1. (1.132)

Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ 0 < ν < 1, 0 < µ < 1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà
èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 1.24).
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Àëãîðèòì 1.40. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u) =

C g
(1)
1 (u) (íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî C = ν µ/(ν + µ)) ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè: åñëè

α1 < µ/(ν + µ), òî ξ1 = α
1/ν
2 , èíà÷å ξ1 = 1− α

1/µ
2 .

2. Ðåàëèçóåì âåëè÷èíó η = α3 g
(1)
1 (ξ1).

3. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ïï. 1 è 2 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.40 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s(1) =

∫ 1

0
g

(1)
1 (w) dw∫ 1

0
g(w) dw

=
ν + µ

ν µB(ν, µ)
. (1.133)

Íàïðèìåð, äëÿ ν = µ = 1/2 èìååì s(1) = 4/π ≈ 1.27.
Äëÿ ñëó÷àÿ 0 < ν < 1 è µ > 1 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1.132) â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû

ôóíêöèè (1.130) ìîæíî âçÿòü

g(u) ≤ g
(2)
1 (u) = uν−1, 0 < u < 1. (1.134)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ν è µ âûïîëíåíî g
(2)
1 (u) <

g
(1)
1 (u) ïðè 0 < u < 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 1.41. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u) =

C g
(2)
1 (u) = ν uν−1 (ýòî ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåïåííîé ïëîòíîñòè � ñì. ïðèìåð 1.5

è ôîðìóëó (1.55)): ξ1 = α
1/ν
1 . Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g

(2)
1 (ξ1).

2. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.41 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s(2) =

∫ 1

0
g

(2)
1 (w) dw∫ 1

0
g(w) dw

=
1

ν B(ν, µ)
. (1.135)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ ν > 1 è 0 < µ < 1 ìîæíî âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøå-
íèåì (1.132) è â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (1.130) ìîæíî âçÿòü

g(u) ≤ g
(3)
1 (u) = (1− u)µ−1, 0 < u < 1, (1.136)

è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Àëãîðèòì 1.42. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(u) =

C g
(3)
1 (u) = µ (1− u)µ−1 : ξ1 = 1− α

1/µ
1 . Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g

(3)
1 (ξ1).

2. Åñëè η < g(ξ1), òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 1.42 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s(3) = 1/(µB(ν, µ)).

Çàìåòèì, ÷òî ìàæîðàíòó g
(2)
1 (u) èç (1.134) è àëãîðèòì 1.41 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-

âàòü è â ñëó÷àå ν ≥ µ ≥ 1. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå:∫ 1

0

uν−1 du =
1

ν − 1
≤ 1

µ− 1
=

∫ 1

0

(1− u)µ−1 du. (1.137)

Àíàëîãè÷íî ïðè µ ≥ ν ≥ 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàæîðàíòó g
(3)
1 (u) èç (1.136) è àë-

ãîðèòì 1.42 (çäåñü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (1.137)). Ñëåäóåò, îä-
íàêî, îòìåòèòü, ÷òî òðóäîåìêîñòü s(2) èç (1.135) (è åå àíàëîã s(3)) äîñòàòî÷íî áûñò-
ðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðîâ ν è µ. Íàïðèìåð, ïðè ν = 3 è µ = 2 èìååì
s(2) = Γ(5)/(3Γ(2)Γ(3)) = 4.
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Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ñîîáðàæåíèåì äëÿ áîëüøèõ ν è µ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
ìàæîðàíòó

g(u) ≤ g
(4)
1 (u) = Ku[ν]−1(1− u)[µ]−1, K =

{ν}{ν}{µ}{µ}

({ν}+ {µ}){ν}+{µ}
;

çäåñü [A] è {A} � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà A. Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøå-
íèè èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèÿ g(u)/(u[ν]−1(1−u)[µ]−1) = u{ν}(1−u){µ}
èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ðàâíûé K, â òî÷êå umax = {ν}/({ν}+ {µ}).
Êàê óêàçàíî âûøå, ïëîòíîñòü f

(4)
1 (u) = f

(β)
[ν],[µ](u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

[ν]-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ ([ν] + [µ] − 1) íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíîãî
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α. Îòñþäà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ.

Àëãîðèòì 1.43. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ1 ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.34: ξ1 =
α

([ν]+[µ]−1)
[ν] . Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η = α2 g

(4)
1 (ξ1).

2. Åñëè
η < g(ξ1), òî åñòü Kα2 < ξ

{ν}
1 (1− ξ1)

{µ},

òî ξ
(β)
ν,µ = ξ1, èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s(4) = KB([ν], [µ])/B(ν, µ).

Ýòà âåëè÷èíà íåâåëèêà. Íàïðèìåð, äëÿ ν = µ = 2.5 èìååì

s(4) =
(1/2)1/2(1/2)1/2

(1/2 + 1/2)1/2+1/2
× Γ(2)Γ(2)

Γ(4)
× Γ(5)

Γ(2.5)Γ(2.5)
=

(1/2)× 4!

3!(3/2)2(1/2)2π
=

32

9π
≈ 1.13;

çäåñü èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ (1.126), (1.128) è Γ(1/2) =
√
π. Îäíàêî ñëåäóåò ó÷è-

òûâàòü, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè âåëè÷èíû ξ1 = α
([ν]+[µ]−1)
[ν] â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà 1.43

òðåáóåòñÿ ([ν] + [µ]− 1) îáðàùåíèé ê äàò÷èêó ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. çàìå÷àíèå 1.2).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé ν è µ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé g(ξ1) â àë-

ãîðèòìàõ 1.40�1.43 ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäîåìêèì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äâóñòîðîííèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 1.26) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè èëè êóñî÷íî-
ëèíåéíûìè ìàæîðàíòîé è ìèíîðàíòîé.

1.10. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß.
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

1.10.1. Ðåàëèçàöèÿ ïàðû âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìå-
þùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì
âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, èìåþùåé ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

fη(u) =
1

σ
√

2π
e−(u−m)2/(2σ2) −∞ < u < +∞

ñ ïàðàìåòðàìè (m,σ2) : m = Eη, σ2 = Dη. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé η
äîñòàòî÷íî ìîäåëèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ
ïàðàìåòðàìè (0, 1) è ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
1√
2π

e−u
2/2, −∞ < u < +∞, (1.138)

à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå η = m+ σ ξ.
Óòâåðæäåíèå 1.20. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1 =
√
−2 lnα1 sin 2πα2, ξ2 =

√
−2 lnα1 cos 2πα2, (1.139)
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ãäå (α1, α2) � ïàðà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ðàñïðå-
äåëåííûìè ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (1.138).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð (ξ1, ξ2), ðàññìàòðèâàåìûé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (u, v),
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, t), ãäå

u = r sin t, v = r cos t, (1.140)

èìååò âèä (ρ, ϕ), ïðè÷åì ρ =
√
−2 lnα1 è ϕ = 2πα2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ρ ðàâíà

Fρ(r) = P
(√

−2 lnα1 < r
)

= P(α1 > e−r
2/2) = 1− e−r

2/2; (1.141)

çäåñü r > 0. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ ïî r, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ fρ(r) = re−r

2/2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ϕ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â
èíòåðâàëå (0, 2π) ñ ïëîòíîñòüþ fϕ(t) ≡ 1/(2π). Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (ρ, ϕ) èìååò âèä

fρ,ϕ(r, t) =
re−r

2/2

2π
.

Çàìåòèì, ÷òî r =
√
u2 + v2. Ñîãëàñíî òåîðåìå î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (óòâåð-

æäåíèå 1.9), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÿêîáèàí J(r, t) ïåðåõîäà îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (r, t) ê
äåêàðòîâûì ðàâåí 1/r, ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2) èìååò âèä

f(ξ1,ξ2)(u, v) = f(ρ,θ)(r(u, v), t(u, v)) J(r(u, v), t(u, v)) =

=

√
u2 + v2 × e−(u2+v2)/2

2π
√
u2 + v2

=
e−u

2/2

√
2π

× e−v
2/2

√
2π

.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è
èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (1.138).

Â ëèòåðàòóðå ïî ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî òàêæå óïîìèíàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà
ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

ξ = ξ(n) =

√
12

n

n∑
i=1

(αi − 1/2). (1.142)

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, âåëè÷èíà ξ(n) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà,
êðîìå òîãî, Eξ(n) = 0, Dξ(n) = 1. Ôîðìóëà (1.142) îñîáåííî óäîáíà äëÿ n = 12:

ξ(12) =
12∑
i=1

αi − 6.

Ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1.142), â ÷àñòíîñòè, "îáðóáàþò õâîñòû"ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé
íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (íàïðèìåð, |ξ(12)| ≤ 6), è ïîýòîìó òàêèå ôîðìóëû
îáû÷íî èñïîëüçóþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà áîëüøèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû |ξ| íå èãðàþò ñóùå-
ñòâåííîé ðîëè. Íåäîñòàòêîì ôîðìóëû (1.142) ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìîñòü ðåàëèçà-
öèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë αi (ñì. çàìå÷àíèå
1.2).

1.10.2. Òåîðåìû îá èçîòðîïíîì âåêòîðå. Óòâåðæäåíèå 1.20 äîïóñêàåò îáîáùå-
íèå íà l-ìåðíûé ñëó÷àé, ãäå l ≥ 2.
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Îïðåäåëåíèå 1.9. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ζ = (ζ1, . . . , ζl) íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì,
åñëè òî÷êà ζ/|ζ| ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è íå çàâèñèò îò |ζ|.

Óòâåðæäåíèå 1.21. Åñëè ξ � èçîòðîïíûé âåêòîð, êâàäðàò äëèíû êîòîðîãî èìååò
χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ l ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî åãî êîìïîíåíòû ξ1, . . . , ξl íåçàâèñèìû è
íîðìàëüíû ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò
êîìïîíåíòû (χ̂l, ω1, . . . , ωl−1), ãäå (ω1, . . . , ωl−1) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ñôå-
ðû, à χ̂l =

√
χ2
l . Çäåñü χ

2
l � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ χ

2-ðàñïðåäåëåíèå ñ l ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (ñì.ôîðìóëó (1.121)). Ïî àíàëîãèè ñ (1.141) ïîëó÷èì ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ̂l:

Fχ̂l
(r) = P(χ̂l < r) = P(χ2

l < r2) =

∫ r2

0

tl/2−1 e−t/2

2l/2 Γ(l/2)
dt =

=
1

2l/2 Γ(l/2)

∫ r2

0

tl/2−1 e−t/2 dt, r ≥ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ïî r, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü

fχ̂l
(r) =

1

2l/2 Γ(l/2)

(
r2
)l/2−1

e−r
2/2 (2 r) =

1

2l/2−1 Γ(l/2)
rl−1 e−r

2/2.

Â ñèëó èçîòðîïíîñòè âåêòîðà ξ, ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí χ̂l è (ω1, . . . , ωl−1) èìååò âèä

f1(r, w1, . . . , wl−1) =
1

2l/2−1 Γ(l/2)
rl−1 e−r

2/2 × 1

Ŝl
=

1

(2π)l/2
rl−1 e−r

2/2,

ãäå Ŝl =
(
2πl/2

)/
Γ(l/2) � "ïëîùàäü"ïîâåðõíîñòè l-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû (íà ñàìîì

äåëå ýòî îáúåì ðàçìåðíîñòè (l − 1)).
ßêîáèàí ïåðåõîäà îò ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (r, w1, . . . , wl−1) ê äåêàðòîâûì êîîðäè-

íàòàì (x1, . . . , xl) ðàâåí∣∣∣∣∂(r, w1, . . . , wl−1)

∂(x1, . . . , xl)

∣∣∣∣ =
1

rl−1
=

1

(x2
1 + · · ·+ x2

l )
(l−1)/2

,

òàê êàê "äåêàðòîâûé n-ìåðíûé îáúåì"dV âûðàæàåòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: dV = rl−1 dr dw1 . . . dwl−1. Äàëåå èç óòâåðæäåíèÿ 1.9 ïîëó÷àåì ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x = (x1, . . . , xl):

f(x) = f1(r(x), w1(x), . . . , wl−1(x))

∣∣∣∣∂(r, w1, . . . , wl−1)

∂(x1, . . . , xl)

∣∣∣∣ =

=
1

(2π)l/2
(x2

1 + · · ·+ x2
l )

(l−1)/2 e−(x2
1+...+x2

l )/2 × 1

(x2
1 + . . .+ x2

l )
(l−1)/2

=
l∏

i=1

(
1√
2π

e−x
2
i /2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ξ1, . . . , ξl íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíî-
ñòüþ (1.138).

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëåíèå χ2
l = ξ2

1+. . .+ξ2
l , íåñëîæ-

íî äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 1.22. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξl íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû
íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1), òî âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξl) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì.

Óòâåðæäåíèå 1.21 äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ âû-
áîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, . . . , ξl ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Çäåñü äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (1.124) ðàçóìíî ïîëîæèòü l = 2k.

Àëãîðèòì 1.44. 1). Ðåàëèçóåì l-ìåðíûé èçîòðîïíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (ω1, . . . , ωl)
åäèíè÷íîé äëèíû.

2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ξi =
√
−2 ln (α1 × . . .× αk)ωi, i = 1, . . . , 2k, ãäå α1, . . . , αk

� íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà.
Ôîðìóëû (1.139) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãîðèòìà 1.44 äëÿ l = 2 è k = 1, òàê

êàê äâóìåðíûé âåêòîð
(ω1, ω2) = (sin 2πα, cos 2πα) (1.143)

ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èçîòðîïíûì. Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 1.44 ýôôåêòè-
âåí òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ l = 2 è k = 1 èç-çà îòñóòñòâèÿ ýêîíîìè÷íûõ ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî
ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî åäèíè÷íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà (ω1, . . . , ωl) (ñì. ñëåäóþùèé
ïîäðàçä. 1.10.3).

1.10.3. Ìîäåëèðîâàíèå åäèíè÷íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà. Îñîáî âàæíûìè
äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ åäèíè÷íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà
â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (1.143).

Òåïåðü ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì â òàêîì ïðîñòðàíñòâå
íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ îñü, íàïðèìåð, îñü OX. Åäèíè÷íûé âåêòîð, èñõîäÿùèé èç
íà÷àëà êîîðäèíàò, áóäåì îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè: µ � êîñèíóñ óãëà
ìåæäó âåêòîðîì è îñüþ OX, ϕ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ "âåêòîð � îñü OX"è íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü OX. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èçîòðîïíîãî
âåêòîðà óãîë ϕ ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (0, 2π), à ðàñïðåäåëåíèå µ ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè µ = 0. Äàëåå äëÿ x ≥ 0 èìååì

P(x ≤ µ ≤ x+ dx) = c dx,

ãäå c = const, òàê êàê ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî ïîÿñà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî âûñîòå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåëè÷èíà µ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (−1, 1).

Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íûé èçîòðîïíûé âåêòîð (ω1, ω2, ω3) ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïî
ôîðìóëàì

ω1 = 1− 2α′, ω2 =
√

1− ω2
1 cos 2πα′′, ω2 =

√
1− ω2

1 sin 2πα′′.

Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî l-ìåðíîãî èçîòðîïíîãî
âåêòîðà ìîæåò òàêæå îñíîâàíî íà òîì î÷åâèäíîì ñîîáðàæåíèè, ÷òî âåêòîð ω = ζ/|ζ|
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì èçîòðîïíûì â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ζ ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà â l-ìåðíîì øàðå ðàäèóñà R.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.
Àëãîðèòì 1.45. Ðåàëèçóåì l íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â

èíòåðâàëå (−R,R):
ζ1 = R (2α1 − 1), . . . , ζl = R (2αl − 1). (1.144)

Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî ζ2
1 +. . .+ζ2

l < R2. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
1.1, ζ = (ζ1, . . . , ζl) � èñêîìàÿ òî÷êà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â l-ìåðíîì øàðå, èíà÷å
âíîâü ðåàëèçóåì âåêòîð (1.144) è ò.ä..
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Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1 è ôîðìóëû (1.86), òðóäîåìêîñòü s̃ àëãîðèòìà 1.45 ïðîïîð-
öèîíàëüíà îòíîøåíèþ îáúåìîâ l-ìåðíîãî êóáà (ñ ðåáðîì 2R) è l-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà
R:

s̃ ∼ s =
(2R)l

πl/2Rl/Γ(l/2 + 1)
= (4/π)l/2 × Γ(l/2 + 1).

Íàïðèìåð, äëÿ l = 2k èìååì s = (4/π)k × k!. Ýòà âåëè÷èíà î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò.
Ïî ñóòè àëãîðèòì 1.45 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå l = 2 (çäåñü s ≈ 1.27, à äëÿ l = 3
óæå s ≈ 1.91) è òîãäà, êîãäà ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëå (1.143),
âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî.

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ åäèíè÷íîãî èçîòðîï-
íîãî âåêòîðà ω ïðè l > 3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ 1.22 è ôîðìóëû (1.139).

Àëãîðèòì 1.46. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû l = 2k. Ïðèìåíÿÿ k ðàç ôîðìóëó (1.139),

ôîðìèðóåì âåêòîð ζ = (ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 , . . . , ξ

(k)
1 , ξ

(k)
2 ) è ïîëàãàåì ω = ζ/|ζ|.

1.10.4. Ìîäåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè
êîìïîíåíòàìè. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η = (η1, . . . , ηl),
èìåþùåãî ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé m = (m1, . . . ,ml) è êîððåëÿöèîííîé ìàò-
ðèöåé

R =


R11 R12 . . . R1l

R21 R22 . . . R2l

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rl1 Rl2 . . . Rll


ãäå Rij = E

(
(ηi −mi) (ηj −mj)

)
.

Àëãîðèòì 1.47. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.139), ðåàëèçóåì âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξl), ñî-
ñòîÿùèé èç íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí ξi. Ïîëàãàåì η = A ξ+m,
ãäå A � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà

A =


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
al1 al2 . . . all


Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöûA îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ïðî-

öåäóðû. Ïîñêîëüêó η1 = a11 ξ1 +m1, òî

a11 =
√
R11 =

√
D η1. (1.145)

Äàëåå èìååì η2 = a21 ξ1 + a22 ξ2 +m2 è

E
(
a11 ξ1 (a21 ξ1 + a22 ξ2)

)
= R12 , E

(
a21 ξ1 + a22 ξ2

)2
= R22.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a21 =
R12

a11

=
R12√
R11

, a22 =

√
R22 −

R2
12

R11

. (1.146)

Îáùàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

aij =
Rij −

∑j−1
k=1 aik ajk√

Rjj −
∑j−1

k=1 a
2
jk

, (1.147)
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ïðè÷åì
∑0

k=1 aik ajk = 0, 1 ≤ j ≤ i ≤ l. Ôîðìóëà (1.147) ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàññìîòðå-
íèÿ âåëè÷èíû E((ηi −mi)(ηj −mj)) ñíà÷àëà äëÿ i = j, à çàòåì äëÿ j < i.

Ïîä çíàêîì ðàäèêàëà â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (1.147) ñòîèò ãëàâíûé ìèíîð ïî-
ðÿäêà j êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû R. Åñëè ýòà ìàòðèöà îöåíèâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè, òî
âîçìîæíû îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ ìèíîðîâ. Â ýòî ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî íàé-
òè òàêóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q, ÷òî R = Q diag(r1, r2, . . . , rl)Q

T (çäåñü T � çíàê
òðàíñïîíèðîâàíèÿ), à äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü óòî÷íåííóþ êîððåëÿöèîííóþ
ìàòðèöó

R̃ = Qdiag(|r1|, |r2|, . . . , |rl|)QT .

Åñëè ri = 0, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ri → ε > 0.
Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R = AAT , êîòîðîå ïðèíÿòî

íàçûâàòü ðàçëîæåíèåì Õîëåññêîãî.
Ïðèìåð 1.19. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ òðåõìåðíî-

ãî íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η = (η1, η2, η3) ñ ïàðàìåòðàìè

m =

 3
2
4

 , R =

 9 0 0
0 4 2
0 2 3

 .

Òîãäà äëÿ ìàòðèöû A ïðåîáðàçîâàíèÿ η = A ξ + m, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.145) (ïðè-
ìåíåííûì äëÿ a11 è a22) è (1.146) (äëÿ a32 è a33), èìååì

a12 = a13 = a21 = a31 = a23 = 0, a11 =
√
R11 = 3, a22 =

√
R22 = 2,

a32 =
R23√
R22

= 1, a33 =

√
R33 −

R2
23

R22

=
√

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì 1.47 èìååò âèä

η1 = 3 ξ1 + 3, η2 = 2 ξ2 + 2, η3 = ξ2 +
√

2ξ3 + 4,

ãäå íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ξ3 ðåàëèçóþòñÿ
ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.139).

ÃËÀÂÀ 2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
È ÏÎËÅÉ

2.1. ÎÁÙÈÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉ

2.1.1. Âûáîðî÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Òðóä-
íîñòè ïîñòðîåíèÿ, îïèñàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òðà-
åêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé ñâÿçàíû ïðåæäå âñåãî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî ñàìî ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãîì áîëåå ñëîæíûì äëÿ èçó÷åíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, ÷åì ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Òðàäèöèîííûå (íå ñïåöè-
àëèçèðîâàííûå) êóðñû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîñâÿùåíû, êàê ïðàâèëî, èçó÷åíèþ òîëüêî
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàì íåîáõîäèìî ââåñòè íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé [1�4].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ(t) = ξ(t, ω), çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω ñ σ-àëãåáðîé
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�A è ìåðîé P(A), A ∈ �A, è çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà T . Åñëè T åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî â R, òî ξ(t) � ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ïðèìåðàìè òàêèõ ïðîöåññîâ ñëóæàò ñëó÷àé-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, öåïè Ìàðêîâà, ìàðòèíãàëû è äð.), à åñëè T = (a, b) ⊆
R, òî ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Åñëè T ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì Rl, òî ξ(t) íàçûâàþò ñëó÷àéíûì ïîëåì ðàçìåðíîñòè l.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â êà÷å-
ñòâå T áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé â Rl (äëÿ ïðî-
öåññîâ ýòî ïðîñòî îòðåçîê [a, b]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ ξ(t) ïðèíàäëåæàò
Rs ïðè s > 1, òî êî âñåì ââåäåííûì ïîíÿòèÿì äîáàâëÿåòñÿ ïðèëàãàòåëüíîå "âåêòîð-
íûé"(âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âåêòîðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå è ò.ï.) è èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå ξ(t).

Åñëè çàôèêñèðîâàòü ω0 ∈ Ω, òî ìû ïîëó÷àåì íåñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ξ(t, ω0) =
ξ0(t), t ∈ T .

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ ξ0(t) íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé, èëè âûáîðî÷íîé
ôóíêöèåé, èëè ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ðîëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûñòóïàþò ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòðàíñòâî Z(T ) ôóíêöèé z(t), t ∈ T , â êîòîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ëåæàò òðàåê-
òîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç �AZ σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ èç Z(T ),
ïîðîæäåííóþ (ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ) òàê íà-
çûâàåìûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè âèäà

A = {z ∈ Z : z(t1) ∈ Y1, . . . , z(tn) ∈ Yn}

äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé n è t1, . . . , tn èç T è áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Y1, . . . , Yn èç
R. Åñëè ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ξ(t, ω) çàäàíà, òî îíà îïðåäåëÿåò èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå
ïðîñòðàíñòâà Ω ñ σ-àëãåáðîé �A â ïðîñòðàíñòâî Z(T ) ñ σ-àëãåáðîé �AZ , òàê êàê, î÷å-
âèäíî, ξ−1(A) = {ω : ξ(t, ω) ∈ A} ∈ �A äëÿ ëþáîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà A, è
ïîýòîìó ξ−1(B) ∈ �A äëÿ ëþáîãî B ∈ �AZ . Ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Pξ(B) íà Z(T ), îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè Pξ(B) = P(ξ−1(B)) äëÿ
âñåâîçìîæíûõ B ∈ �AZ .

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïðîñòðàíñòâî Z(T ) ñ σ-àëãåáðîé �AZ è ìåðîé Pξ(B) íàçûâàåòñÿ
âûáîðî÷íûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýëåìåíòàðíûé èñõîä "ω̃"äëÿ âûáîðî÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òðàåêòîðèåé ïðîöåññà.

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â êà÷åñòâå Z(T ) ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü â îñíîâíîì äâà ïðîñòðàíñòâà: C(T ) èD(T ). Ìíîæåñòâî C(T ) � ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ íà T ôóíêöèé, ïðè÷åì σ-àëãåáðà �AC ñîâïàäàåò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
ñ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâàìè, îòêðûòûìè îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ìåò-
ðèêè

ρC(z1, z2) = sup
t∈T

|z1(t)− z2(t)|, z1(t), z2(t) ∈ C(T ).

Ïðîñòðàíñòâî D(T ) îïðåäåëèì ñíà÷àëà äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðè T = [a, b] ⊂ R:
ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé z(t), çàäàííûõ íà îòðåçêå [a, b], áåç ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà,
ò.å. â êàæäîé òî÷êå t ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû z(t+ 0) è z(t− 0), ïðè÷åì
çíà÷åíèå z(t) ñîâïàäàåò ëèáî ñ z(t+ 0), ëèáî ñ z(t− 0). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèíèìàåì
z(t) = z(t + 0) è z(b) = z(b − 0). Çäåñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà, ïîðîæäàþùàÿ �AD,
íîñèò íàçâàíèå ìåòðèêè Ñêîðîõîäà è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρD(z1, z2) = inf
θ(t)∈Θ

{ρC(z1(t), z2(θ(t))) + sup
a≤t≤b

|t− θ(t)|},
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ãäå z1(t), z2(t) ∈ D([a, b]), à Θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùèõ íà [a, b] ôóíêöèé θ(t), äëÿ êîòîðûõ θ(a) = a, θ(b) = b.

Ñïåöèôèêîé ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ T ⊂ Rl ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èìååò-
ñÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
D(T ). Çäåñü ìû ðåàëèçóåì ïîäõîä Í.Í.×åíöîâà [5], ñîñòîÿùèé â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü T = [a1, b1] × . . . × [al, bl]. Äëÿ êàæäîãî i (i = 1, . . . , l) áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèþ z(t) = z(t1, . . . , ti−1, ti, ti+1, . . . , tl), çàäàííóþ íà T , êàê ôóíêöèþ ãëàâíîãî àð-

ãóìåíòà ti, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ti = t
(0)
i ∈ [ai, bi] ýëåìåíò

g(s) = z(t1, . . . , ti−1, t
(0)
i , ti+1, . . . , tl), s = (t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tl),

íîðìèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Gi ñ íîðìîé

‖g‖Gi
= sup

s∈T(i)

|g(s)|,

ãäå T(i) = [a1, b1]× . . .× [ai−1, bi−1]× [ai+1, bi+1]× . . .× [al, bl]. Òîãäà îòñóòñòâèå ti-ðàçðûâîâ

âòîðîãî ðîäà ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì: â êàæäîé òî÷êå t
(0)
i ∈ [ai, bi)

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî t
(0)
i + δ ≤ bi è äëÿ âñåõ t

(1)
i ∈ (t

(0)
i , t

(0)
i + δ)

âûïîëíåíî

‖z(t1, . . . , ti−1, t
(1)
i , ti+1, . . . , tl)− z(t1, . . . , ti−1, t

(0)
i , ti+1, . . . , tl)‖Gi

< ε.

Ïîëó÷àåì D(T ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé áåç ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà ïî êàæäîé êî-
îðäèíàòå ñ îáîáùåííîé ìåòðèêîé Ñêîðîõîäà:

ρ̄D(z1, z2) = max
i=1,...,l

inf
θ(i)∈Θ(i)

{
sup

ai≤t
(0)
i ≤bi

‖z1(t1, . . . , ti−1, t
(0)
i , ti+1, . . . , tl)−

−z2(t1, . . . , ti−1, θ
(i)(t

(0)
i ), ti+1, . . . , tl)‖Gi

+ sup
ai≤t

(0)
i ≤bi

|t(0)
i − θ(i)(t

(0)
i )|

}
.

2.1.2. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå
ïîëå. Ïðè îïðåäåëåíèè è ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå ïîíÿòèå. Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t) çàôèêñèðîâàòü çíà-
÷åíèÿ t(1), . . . , t(K) èç T , òî ìû ïîëó÷èì ìíîãîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (ñëó÷àéíûé
âåêòîð) (ξ(t(1)), . . . , ξ(t(K))).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí (ξ(t(1)), . . . , ξ(t(K))) äëÿ ðàçëè÷íûõ K è
ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ t(1), . . . , t(K) íàçûâàþò êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè.

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, êàê ïðàâèëî, çàäàåòñÿ ñâîèìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëå-
íèÿìè. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè.
Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî åñëè íå äàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîé-
ñòâàõ òðàåêòîðèé ôóíêöèè, òî äàííûé íàáîð êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïðåäåëÿåò
öåëûé êëàññ ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî, åñëè ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàëè ïðîñòðàíñòâàì C(T ) èëè
D(T ), òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþò ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ m(t) = Eξ(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

R(t(1), t(2)) = E(ξ(t(1))−m(t(1))) (ξ(t(2))−m(t(2))) � (2.1)
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êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ξ(t) ýòà ôóíêöèÿ
èìååò âèä

R(t(1), t(2)) = E(ξ(t(1))−m(t(1))) (ξ(t(2))−m(t(2)))∗, (2.2)

ãäå çíàê ”∗” îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ôóíêöèÿ D(t) = R(t, t) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ôóíêöèÿ âèäà (2.1) (èëè (2.2)) íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèåé, êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé, àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé.

Ôóíêöèè m(t) è R(t(1), t(2)) ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îäíîìåðíûõ
è äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëíîñòüþ íå îïðåäåëÿþò ñëó÷àéíóþ
ôóíêöèþ. Èìååòñÿ îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè m(t) è R(t(1), t(2))
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñëó÷àéíîå ïîëå ξ(t) (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t)).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Äåéñòâèòåëüíîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ïðîöåññ) íàçûâàåòñÿ ãàóñ-
ñîâñêèì, åñëè âñå åãî ñîãëàñîâàííûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâ-
ñêèìè. Êîìïëåêñíîçíà÷íîå ñëó÷àéíîå ïîëå ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t), t ∈ Rl íàçûâàåòñÿ
ãàóññîâñêèì, åñëè ïàðà (ξ1(t), ξ2(t)) îáðàçóåò äåéñòâèòåëüíîå äâóìåðíîå ãàóññîâñêîå
ïîëå.

Íà ïðàêòèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î ôóíêöèè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ÷àñòî äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ãàóññîâîñòè ýòîãî ïîëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â
ëèòåðàòóðå ïî ÷èñëåííîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé èìåííî ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [6�10]. Âàæíûì àðãóìåí-
òîì â ïîëüçó èñïîëüçîâàíèÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé êîíñòðóèðóåìûõ ìîäåëåé (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.3.1).

2.1.3. Îñíîâû êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé.
Ïðåäñòàâèì åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), t ∈ R íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì (â
óçêîì ñìûñëå), åñëè ïðè ëþáûõ K è t(1), . . . , t(K) èç T ðàñïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ(t(1) + u), . . . , ξ(t(K) + u)) íå çàâèñèò îò u. Ïðè ýòîì m(t) =
const, à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ R(t(1), t(2)) ≡ R(u) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè u =
t(1)− t(2). Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ïðè÷åì äëÿ ïîëåé âìåñòî òåðìèíà "ñòàöèîíàðíîñòü â
øèðîêîì ñìûñëå"èñïîëüçóþò òåðìèí "îäíîðîäíîñòü".

Áîëüøóþ ðîëü (ñðàâíèìóþ ñ òåîðèåé ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ â 'îáû÷íîì' � íå
ñòîõàñòè÷åñêîì � ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå) èãðàåò òàê íàçûâàåìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
òåîðèÿ ñòàöèîíàðíûõ (â øèðîêîì ñìûñëå) ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [4]. Îñíîâû ýòîé òåî-
ðèè ìû èçëîæèì äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (â ýòîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ áîëåå êîìïàêòíû è íàãëÿäíû).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ R(u) áûëà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîçíà÷íîãî
îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà) ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà äîïóñêàëà ïðåäñòàâëåíèå
âèäà

R(u) =

∫
Λ

ei(u,λ) F (dλ), (2.3)

ãäå (u,λ) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è λ èç Rl: (u,λ) = u1λ1 + . . .+
ulλl, à F (λ) � íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ìåðó íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ñïåêòðàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà Λ ⊆ Rl.
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Îïðåäåëåíèå 2.8. Ñîîòíîøåíèå (2.3) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè R(u). Ìåðà F (λ) èç (2.3) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé.
Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà F (A) =

∫
A
f(λ) dλ, òî f(λ) íàçûâàþò

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Áîõíåðà�Õèí÷èíà (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 2.1), äëÿ êîìïëåêñíî-

çíà÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûìè òðàåê-
òîðèÿìè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ξ(t) = m+

∫
Λ

ei (λ,t) dΦ(λ), (2.4)

ãäå m ≡ E ξ(t), Φ(λ) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè è
íóëåâûì ñðåäíèì, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A1 è A2 èç Λ âûïîëíåíî

E

∫
A1

dΦ(λ)
(∫

A2

dΦ(λ)
)∗

= F (A1 ∩ A2).

Èíòåãðàë â (2.4) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñîîòâåòñòâóþùèõ èí-
òåãðàëüíûõ ñóìì (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 2.1 è ïîäðàçä. 2.3.1).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ñîîòíîøåíèå (2.4) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξ(t) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f(λ)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ôóíêöèåé:

f(λ) = f(λ1, . . . , λi−1, λi, λi+1, . . . , λl) = f(λ1, . . . , λi−1,−λi, λi+1, . . . , λl).

Êðîìå òîãî, ìíèìàÿ ÷àñòü Φ(λ) � íå÷åòíàÿ, à äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü � ÷åòíàÿ ôóíê-
öèÿ îò λ, ò.å. äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îáëàñòåé A1 è A2

(λ ∈ A1 ⇐⇒ −λ ∈ A2) âûïîëíåíî
∫
A1
dΦ(λ) =

(∫
A2
dΦ(λ)

)∗
, ïðè÷åì äëÿ ñîõðàíåíèÿ

íåêîððåëèðîâàííîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû Φ1 = Re
∫
A1
dΦ(λ) è Φ2 = Im

∫
A1
dΦ(λ) áûëè

íåçàâèñèìû è

EΦ1 = EΦ2 = 0, DΦ1 = DΦ2 =
1

2

∫
A1

f(λ) dλ.

Òîãäà âûðàæåíèÿ (2.3) è (2.4) èìåþò âèä

R(u) =

∫
Λ

cos(u,λ) f(λ) dλ = 2

∫
Λ+

cos(u,λ) f(λ) dλ,

ξ(t) = m+

∫
Λ+

cos(t,λ) dΦ1(λ) +

∫
Λ+

sin(t,λ) dΦ2(λ),

ãäå Λ+ = {λ = (λ1, . . . , λl) : λi ≥ 0}, à Φ1(λ) è Φ2(λ) � âåùåñòâåííûå ñëó÷àéíûå ôóíê-
öèè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè è ñîâïàäàþùèìè äèñïåðñèÿìè ïðèðàùåíèé,
ïðè÷åì

Φ(λ) =
Φ1(λ)− Φ2(λ)

2
ïðè λ ∈ Λ+.

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â âåùåñòâåííîçíà÷íîì ñëó÷àå ôîðìóëû äëÿ
ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè, ÷åì â êîìïëåêñ-
íîçíà÷íîì ñëó÷àå.
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Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4) äîêàçûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà (êîòîðûé ñîîòâåòñòâó-
åò ñòîõàñòè÷åñêîé èíòåãðàëüíîé ñóììå), ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Áîõíåðà�Õèí÷èíà.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè Λ1, . . . ,Λn � ðàçáèåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Λ
íà ïðîñòûå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîñâÿçíûå îáëàñòè òàêèå, ÷òî Λi ∩ Λj = ∅ ïðè i 6=
j; Λn = {|λ| ≥ tn}, à Λ1, . . . ,Λn−1 ðàçáèâàþò îáëàñòü {|λ| < tn} òàê, ÷òî ïðè n → ∞
îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî

tn → +∞ è max
1≤k≤n−1

diam Λk → 0, (2.5)

òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∫
Λ

ei (t,λ) dΦ(λ) = l.i.m.n→∞

n∑
k=1

(
ei (t,λk)

∫
Λk

dΦ(λ)
)
, (2.6)

ãäå λk ∈ Λk, à l.i.m. � ïðåäåë â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì:

l.i.m.n→∞ξn(t) = ξ(t), åñëè lim
n→∞

E|ξ(t)− ξn(t)|2 = 0. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèÿ 2.15, â êîòîðîì ïîëó÷åíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (2.6) (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.6.3).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.6) ñëóæèò îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìî-
äåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.6.2).

2.1.4. Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Óæå
ïðè èññëåäîâàíèè àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìû âèäåëè,
÷òî òîò èëè èíîé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè.
Äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ áîëåå ñëîæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, ïî-
ñòðîåíèå ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåïðîñòîé
çàäà÷åé. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçðàáîòàíû ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî óçêîãî êëàññà
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [6�10].

Åñëè ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ξ(t) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì çàäàíà ñâîèìè (ñîãëàñîâàí-
íûìè) êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òî ðàçëàãàÿ ñîâìåñòíûå ïëîòíîñòè ýòèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) â ïðîèçâåäåíèå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé, ìîæíî ïîñëå-
äîâàòåëüíî ìîäåëèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåì êîíå÷íîì
íàáîðå òî÷åê t(1), . . . , t(n) ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ñì. àëãîðèòì 1.16 èç ðàçä. 1.5), à çàòåì âîñïîëíÿòü òðàåêòîðèè
ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì ξ̃(t(1)), . . . , ξ̃(t(n)) (ñì. äàëåå àëãîðèòì 2.4). Â ðÿäå èçäàíèé
òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Îäíàêî
ïðè áîëüøèõ n ýòîò àëãîðèòì (äàæå åñëè îí îñóùåñòâèì) îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
òðóäîåìêèì. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ
î êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ èçâåñòíà êðàéíå ðåäêî.

Íà ïðàêòèêå îòíîñèòåëüíî ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè äåëàåòñÿ ðÿä ïðåäïî-
ëîæåíèé, ÷àñòî íåäîñòàòî÷íî ïîëíûé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ áûëà îïðå-
äåëåíà îäíîçíà÷íî. Îñîáåííî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè íåãàóññîâñêèõ ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ ñïåêòð ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåäîñòàòî÷íî øèðîê, è
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé âûïîëíÿþòñÿ ëèøü âåñüìà îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ (ñòà-
öèîíàðíîñòü, íåãàóññîâîñòü ðåàëèçàöèé, âîñïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
ñîõðàíåíèå ïåðâûõ ìîìåíòîâ), à îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèíèìàþòñÿ òàêèìè, êà-
êèìè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.
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Ðÿä ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(t), äëÿ
êîòîðîé òðåáóåìûå ñâîéñòâà ìîäåëèðóåìûõ òðàåêòîðèé ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïðè n→∞.
Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé òðåáóåòñÿ èçó÷àòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn(t) â ðàçëè÷-
íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñìûñëàõ (ñì. äàëåå ðàçä. 2.3).

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûì íàó÷íûì íàïðàâëåíèåì ñ íå âïîëíå óñòîÿâøåéñÿ
òåðìèíîëîãèåé. Êðîìå òîãî, êîíêðåòíûå ïðèëîæåíèÿ òðåáóþò, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçî-
âàíèÿ ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé è ïðèåìîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
è ïîëåé, ïðè ýòîì èìåþùàÿñÿ îáùíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé íå î÷åâèäíà â
ñèëó íàëè÷èÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñïåöèàëüíûõ íåñòàíäàðòíûõ òåðìèíîâ.

2.2. ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÜ ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
È ÏÎËÅÉ

2.2.1. Âîñïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê óêàçàíî â ðàçä. 2.1, â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ
ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ òî÷íûì âîñïðîèçâåäåíèåì âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ëèáî êðàéíå òðóäîåìêî, ëèáî íåâîçìîæíî. Êàê ïðàâèëî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðåàëè-
çàöèè òðåáóåìîãî îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûõ óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê
ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (â ïåðâóþ î÷åðåäü, êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè).

Óêàæåì ïðåæäå âñåãî ñëåäóþùóþ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè çàäàííîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè Fξ(x) îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(t).

Àëãîðèòì 2.1. Ðåàëèçóåì ýêîíîìè÷íóþ ìîäåëü η̃(t) ñëó÷àéíîé ôóíêöèè η(t) ñ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé Fη(y) îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ξ(t) ìî-
äåëèðóåì ñîãëàñíî ôîðìóëå

ξ̃(t) = F−1
ξ (Fη(η̃(t))) . (2.8)

Àëãîðèòì 2.1 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëó÷àéíàÿ
ôóíêöèÿ ξ̃(t) èìååò ôóíêöèþ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî
ïðîñòîãî ôàêòà, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî α è Fη(η) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû
(çäåñü Fη(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η) � ñì. ïîä-
ðàçä. 1.4.1.

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 2.1, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöè-
îíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì â êà÷åñòâå η̃(t) èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü γ̃(t) îäíî-
ðîäíîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ γ(t) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eγ(t) ≡ 0,
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ρ(u) è äèñïåðñèåé Dγ(t) = ρ(0) = 1. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå
(2.8) ïðèîáðåòàåò âèä

ξ̃(t) = F−1
ξ (Φ(γ̃(t))), (2.9)

ãäå Φ(y) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìåííî â ýòîé ôîðìå ìå-
òîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëåí â ëèòåðàòóðå
ïî ìîäåëèðîâàíèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé (ñì., íàïðèìåð, [8]).

Îïðåäåëåííîå çàòðóäíåíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (2.9) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ(y) íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ; åå ïðèõîäèòñÿ òàáóëèðîâàòü.
Íå âñåãäà òàêæå óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü ôóíêöèþ F−1

ξ (z). Ïîýòîìó çäåñü ïî-

ñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåñòî ôóíêöèè F−1
ξ (Φ(y)) â ôîðìóëó (2.9) ïîäñòàâëÿþò

ëåãêî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ψ(y):

ξ̃ψ(t) = ψ(γ̃(t)), (2.10)
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è èçó÷àþò âîçìîæíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ψ(γ), ãäå γ �
ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ψ(y) � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé
(1.65) èç ïîäðàçä. 1.4.4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä ïëîòíîñòè îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè (2.10):

fξ(x) = fγ(q(x))q
′(x), (2.11)

ãäå q(x) = ψ−1(x).
Ïðèìåð 2.1. Åñëè ψ(y) = ey, òî ñîãëàñíî (2.11) èìååì

fξ(x) =
1√
2πx

exp

(
− ln2 x

2

)
, x > 0.

Ïîñëåäíåå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíûì. Ó÷èòûâàÿ ñòàöèî-
íàðíîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà γ(t) (à çíà÷èò, è ξ(t)), ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä R(u) = (exp(ρ(u))− 1)/(e− 1), ãäå ρ(u) � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ïðîöåññà γ(t) (ñì. äàëåå îáùóþ ôîðìóëó (2.12)); çäåñü l = 1.

2.2.2. Âîñïðîèçâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Â ïðåäûäóùåì ïîäðàç-
äåëå 2.2.1 ïîêàçàíî, ÷òî óæå íà óðîâíå âîñïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. ×òî êàñàåòñÿ äâóìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé (à òåì áîëåå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå), òî
çäåñü íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äàæå óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè, â ÷àñòíîñòè, êîð-
ðåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (2.1).

Äëÿ ðÿäà êîíñòðóêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ÷àñòíîãî âèäà �
ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè (ñì. äàëåå
ðàçä. 2.4, 2.5, 2.7) è äð. Èíîãäà òðåáóåìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ äëÿ
ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ξn(t) ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t) àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n→∞. Èìå-
åòñÿ ðÿä ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ òî÷íîå ÷èñëåííîå âîñïðîèçâåäåíèå êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Îäèí èç òàêèõ ïðèåìîâ ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì
ðàíäîìèçèðîâàííîé ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè, îïèñàííîé äàëåå â ðàçä. 2.6.

Èìåþòñÿ òàêæå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîñòüþ òî÷íîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
(ñì. àëãîðèòì 2.1) [10]. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó-
÷àÿ � äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ξ̃(t) èç (2.9):

R̃ρ(t
(2) − t(1)) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

F−1
ξ(t(1))

(Φ(v1))F
−1
ξ(t(2))

(Φ(v2)) dv1 dv2

2π
√

1− ρ2 exp ((v2
1 + v2

2 − 2ρv1v2)/(2(1− ρ2)))
, (2.12)

ãäå ρ = ρ(t(2) − t(1)) � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàíäàðòíîãî ñòàöè-
îíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà γ(t). Åñëè òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñòàöèîíàðíûé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé r(u), òî âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ àëãîðèòìà 2.1.

Àëãîðèòì 2.2. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ ρ(u) ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ R̃ρ(u) = r(u),
ïîñòðîèì îäíîðîäíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ γ̃(t) ñ ýòîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé è ïðè-
ìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (2.9).

Ôóíêöèÿ R̃ρ(u) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: |Rρ(u)| ≤ |ρ(u)|; ïðè ρ(u) ≥ 0
ôóíêöèÿ R̃ρ(u) âûïóêëà âíèç; R̃ρ(u) ≡ 1 ïðè ρ(u) ≡ 1 è R̃ρ(u) ≡ A ≥ −1 ïðè ρ(u) ≡ −1
(ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ îäíîìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèåé Fξ(x)). Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè
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ðàñïðåäåëåíèÿ � àëãîðèòì 2.2 � ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé r(u),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó r(u) ≥ A.

2.2.3. Âîñïðîèçâåäåíèå ìíîãîìåðíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ìî-
äåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Òî÷íîå ìîäåëèðî-
âàíèå âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé óäàåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ïðèâåäåì äâå ìîäåëè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ìàðêîâñêèì íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 è ôèêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(t0) = x′ ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ(t), t > t0 íå çàâèñÿò îò âåëè÷èí ξ(t), t < t0.

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé (èëè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà)
P (t′, x′, t, A), ãäå t′, t ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ïàðàìåòðîâ T ⊆ R è t′ ≤ t, x′ ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé èç Rs ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ �A, A ∈ �A. Ïðè
s > 1 ïîëó÷àåì âåêòîðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t).

Ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t′, x′ è t îíà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà σ-àëãåáðå �A;
2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t′, t è A îíà �A-èçìåðèìà ïî x′;
3) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t′ è t ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îíà ñîâïàäàåò ñ óñëîâíîé

âåðîÿòíîñòüþ P (t′, x′, t, A) = P(ξ(t) ∈ A|ξ(t′) = x′);
4) âûïîëíåíî óðàâíåíèå ×åïìåíà�Êîëìîãîðîâà

P (t1, x1, t3, A) =

∫
Rs

P (t2, x2, t3, A)P (t1, x1, t2, dx2),

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïðîöåññ, âûõîäÿùèé èç òî÷êè x1 â ìîìåíò âðåìåíè t1 è
ïîïàâøèé â A â ìîìåíò âðåìåíè t3, äîëæåí ïðîéòè ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå x2 â
ìîìåíò âðåìåíè t2 : t1 ≤ t2 ≤ t3.

Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå (áûòü ìîæåò, îáîáùåííîé)
ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè, ò.å. íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè p(t′, x′, t, x) òàêîé, ÷òî

P(ξ(t) ∈ A|ξ(t′) = x′) = P (t′, x′, t, A) =

∫
A

p(t′, x′, t, x) dx.

Øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ðîäà, ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ÷àñòèö èçëó÷åíèÿ èëè âåùåñòâà,
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì èëè öåïåé Ìàðêîâà.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ öåïè Ìàðêîâà (èëè ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà îäèí øàã) íàçûâàþò ôóíêöèþ p(ti, x

′, ti+1, x), ãäå ti è
ti+1 � äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ äèñêðåòíûõ ìîìåíòà âðåìåíè èç T . Ìàðêîâñêóþ öåïü
íàçûâàþò îäíîðîäíîé, åñëè ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü íå çàâèñèò îò ti, ti+1 äëÿ ëþáîãî
i: p(ti, x

′, ti+1, x) = p(x′ → x) = p(x′, x).
Â ðåàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ ìíîæåñòâî T èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò t0,

è òîãäà îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(x′, x). Ïîñëå òîãî êàê ýòè
ïëîòíîñòè îïðåäåëåíû, àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ öåïè Ìàðêîâà ñòðîèòñÿ âåñüìà ïðî-
ñòî ñ ó÷åòîì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x′ ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü
p(x′, x) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó èëè ñëó÷àéíûé âåêòîð. Èñïîëüçóÿ âåñü àðñåíàë ìåòîäîâ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàññìîòðåííûõ íàìè â ãëàâå 1,
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ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì íóæíóþ íàì òðàåêòîðèþ (ñì. òàêæå àëãîðèòì 1.17 èç ïîäðàçä.
1.5.3).

Âòîðîé ïðèìåð ÷èñëåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñâÿçàí
ñ ìîäåëèðîâàíèåì íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ìàðêîâñêîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) =
(ξ1(t), . . . , ξm(t)) íà ïîëóèíòåðâàëå (t0,∞). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü K-ìåðíîå âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå (ξ(t1), . . . , ξ(tK)) ýòîãî ïðîöåññà; çäåñü t1 < . . . < tK .

Âåêòîðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì íà-
÷àëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(t0) è óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P(ξ(t) ∈ A|ξ(s) = x) äëÿ
âñåõ t > s. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ξ(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå ãàóññîâñêèì (ñì. îïðåäåëåíèå
2.6), òî îí ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñâîåé âåêòîðíîé ôóíêöèåé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
a(t) = (a1(t), . . . , am(t)) è ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

R(t(1), t(2)) = {Rij(t
(1), t(2)) = E(ξi(t

(1))− a(t(1)))(ξj(t
(2))− a(t(2)))}; i, j = 1, . . . ,m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè a(t) è R(t(1), t(2)) çàäàíû. Äëÿ t(2) > t(1) ≥ t0 ñïðàâåäëèâû
ôîðìóëû

a(t(2)|ξ(t(1))) = E(ξ(t(2))|ξ(t(1)) = z1) = a(t(2)) + R(t(1), t(2))R−1(t(1), t(1))(z1 − a(t(1))),
(2.13)

R(t(2), t(2)|ξ(t(1)) = z1) = R(t(2), t(2)) + R(t(1), t(2))R−1(t(1), t(1))R(t(2), t(1)). (2.14)

Àëãîðèòì 2.3. Ðåàëèçóåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ξ(t0) = z0 ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.47
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ñî ñðåäíèì a(t0) è êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöåé R(t0, t0) (ñì. ïîäðàçä. 1.10.4). Äàëüíåéøèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëå

ξ(ti) = zi = a(ti|ξ(ti−1) = zi−1) + Aw, i = 1, 2, . . . , K.

Çäåñü w = (w1, . . . , wm) � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ñ íåçàâèñèìû-
ìè êîìïîíåíòàìè (Ewk = 0, Dwk = 1; k = 1, . . . ,m), à A � íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî AAT = R(ti, ti|ξ(ti−1) = zi−1). Â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèè
a(ti|ξ(ti−1) = zi−1) è R(ti, ti|ξ(ti−1) = zi−1) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.13) è (2.14) ñî-
îòâåòñòâåííî.

Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû R â âèäå R = AAT (çäåñü T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ) íà-
çûâàþò åå ðàçëîæåíèåì Õîëåññêîãî (èëè ôàêòîðèçàöèåé; ñì. òàêæå ïîäðàçä. 1.10.4).
Êðîìå ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ξ(t1), . . . , ξ(tK)) àëãîðèòì 2.3
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 2.4 (ñì. äàëåå ðàçäåë 2.4), ñâÿçàííî-
ãî ñ äèñêðåòèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ ïîñëåäóþùèì
âîñïîëíåíèåì. Òàêàÿ òðàêòîâêà àëãîðèòìà 2.3 èñïîëüçîâàíà äàëåå â ðàçäåëå 2.5 ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà 2.11.

2.3. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
È ÏÎËÅÉ

2.3.1. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì.
Ìíîãèå ìîäåëè ñëó÷àéíûé ôóíêöèé ξ(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé {ξn(t)}, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå,
äëÿ êîòîðûõ òðåáóåìûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n→∞. Ñóùåñòâó-
þò ðàçíûå âèäû âåðîÿòíîñòíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé
[1, 2].
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Îïðåäåëåíèå 2.11. Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {ξn(t)} ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè ξ(t), åñëè äëÿ ëþáîãî K è ëþáîãî íàáîðà òî÷åê {t(1), . . . , t(K)} ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

F
(K)
ξn

(x) = F
(K)
ξn

(x1, . . . , xK) = P(ξn(t
(1)) < x1, . . . , ξn(t

(K)) < xK)

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè F
(K)
ξ (x) â êàæäîé òî÷êå x, ãäå ôóíêöèÿ F

(K)
ξ (x) íåïðåðûâíà.

Ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè K ïåðåìåííûõ f(x) âûïîëíåíî

Ef(ξn(t
(1)), . . . , ξn(t

(K))) → Ef(ξ(t(1)), . . . , ξ(t(K))) ïðè n→∞;

ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(t)} ñõîäèòñÿ (ïîòî-
÷å÷íî) ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t) â ñðåäíåì ñòåïåíè p, 0 < p < ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî
t ∈ T âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

E|ξn(t)− ξ(t)|p → 0 ïðè n→∞. (2.15)

Â êëàññè÷åñêîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ýòîò âèä ñõîäèìîñòè íàçûâàþò ñõîäèìî-
ñòüþ â Lp(T ). Ïðè p = 2 ýòó ñõîäèìîñòü íàçûâàþò òàêæå ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîì è ïèøóò ξ(t) = l.i.m. ξn(t) (çäåñü l.i.m. � ñîêðàùåíèå îò limit in mean �
"ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì") � ñì., íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (2.7). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïðå-
äåëåíèå 2.12 èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ p ≥ 1 â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
ôóíêöèîíàëüíîå (âåðîÿòíîñòíîå) ïðîñòðàíñòâî Lp(T ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.å. âñÿêàÿ ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

2.3.2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ (ñëàáàÿ) ñõîäèìîñòü â Z(T ). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â C(T ) è D(T ) â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé. Â ïðèëî-
æåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ξ(t), êàê ïðàâèëî, âõîäèò â îïèñàíèå
ìîäåëèðóåìîãî ðåàëüíîãî ïðîöåññà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåòñÿ èñ-
ñëåäîâàòü âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {F (ξ(t))} äëÿ íåêîòîðîãî
íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ {F}. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî ôóíêöèè ξ(t) åå ÷èñëåííîé ìî-
äåëè ξn(t) âàæíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(t)} ïðè n→∞,
ò.å. ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {F (ξn(t))} ê {F (ξ(t))}.

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ è êðèòåðèè [1, 11, 12]. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé {ξn(t)}, ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè êîòîðûõ ëåæàò â ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Z(T ) ñ ìåòðèêîé ρZ (îáîçíà÷åíèå ξn ∈ Z(T )). Âåçäå äàëåå
ïîëàãàåì, ÷òî t ∈ T , ãäå T � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé â Rl.

Ïóñòü íà Z(T ) îïðåäåëåí êëàññ íåïðåðûâíûõ â ìåòðèêå ρZ ôóíêöèîíàëîâ

F ⊂ {F : Z(T ) → R, F èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî �AZ}.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé {ξn(t)}
ñëàáî ñõîäèòñÿ â Z(T ) ê ξ(t), åñëè äëÿ âñåõ F èç F è x èç R âûïîëíåíî

Pξn(z ∈ Z(T ) : F (z) < x) → Pξ(z ∈ Z(T ) : F (z) < x) ïðè n→∞.

Çäåñü Pξ(B) � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t) íà Z(T ) � ñì. îïðåäåëåíèå 2.3.
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Â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ ñëàáîé è ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â Z(T ) áóäåì ñ÷èòàòü
ýêâèâàëåíòíûìè. Â îáùåé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ îáùèé
êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè, âêëþ÷àþùèé àáñòðàêòíûå (òðóäíî ïðîâåðÿåìûå) óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè íà àëãåáðå è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè [11, 12]. Â ñëó÷àå Z(T ) = C(T )∨D(T ),
èñïîëüçóÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîëíû-
ìè è ñåïàðàáåëüíûìè, óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Â
÷àñòíîñòè, óñëîâèå ñõîäèìîñòè íà àëãåáðå äëÿ ïðîñòðàíñòâ C(T ) è D(T ) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(t) ñõîäÿòñÿ
ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ôóíêöèè ξ(t) ïðè n→∞.

(2.16)

Â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõìîäóëÿ íåïðå-
ðûâíîñòè. Ýòî óñëîâèå ÷àñòî ñëîæíî ïðîâåðèòü, è äëÿ ïðèëîæåíèé óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûå, íî ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ [1, 5].

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: ∆hξ(t) = ∆h1
1 (∆h2

2 (. . . (∆hl
l ξ(t1, . . . , tl)) . . .)) � ñìå-

øàííàÿ ðàçíîñòü ïî âñåì êîîðäèíàòàì, çäåñü

∆hi
i ξ(t1, . . . , tl) = ξ(t1, . . . , ti−1, ti + hi, ti+1, . . . , tl)− ξ(t1, . . . , tl), (2.17)

t = (t1, . . . , tl), h = (h1, . . . , hl), t + h ∈ T .
Óòâåðæäåíèå 2.2 (óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(T ) â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé).

Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(t)} âûïîëíåíî óñëîâèå (2.16) è, êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p, r è H òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t è h, ãäå t, t + h ∈ T ,
è n = 1, 2, . . . âûïîëíåíî

E|∆hξn(t)|p ≤ H
∣∣∣ l∏
j=1

hj

∣∣∣1+r, (2.18)

òî ξn ∈ C(T ), n = 0, 1, 2, . . . (òî åñòü ôóíêöèè ξn âûáîðî÷íî íåïðåðûâíû) è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ξn(t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t).

Â ñëó÷àå hj = 0 ðàçíîñòü (2.17) ïî j-é êîîðäèíàòå â ∆hξn(t) íå áåðåòñÿ è íóëåâîå
hj îòñóòñòâóåò â ïðàâîé ÷àñòè (2.18). Â ÷àñòíîñòè, ïðè h1 = . . . = hl = 0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî E|ξn(t)|p < H äëÿ âñåõ t ∈ T .

Óòâåðæäåíèå 2.3 (óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â D(T ) â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé).
Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(t)} âûïîëíåíî óñëîâèå (2.16) è, êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà r, H è ÷èñëà p, q (p ≥ 0, q ≥ 0, p + q > 0) òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ i, i = 1, . . . , l; t
(1)
i , t

(2)
i , t

(3)
i ∈ [ai, bi] (ïî-ïðåæíåìó T = [a1, b1] × . . . × [al, bl])

òàêèõ, ÷òî t
(1)
i < t

(2)
i < t

(3)
i ; è n = 1, 2, . . . âûïîëíåíî

E
(
|∆h−

(i)ξn(t1, . . . , ti−1, t
(1)
i , ti+1, . . . , tl)|p |∆h+

(i)ξn(t1, . . . , ti−1, t
(2)
i ,

ti+1, . . . , tl)|q
)
≤ H

∣∣∣( l∏
j=1

(i)hj

)
(t

(3)
i − t

(1)
i )
∣∣∣1+r, (2.19)

òî ξn ∈ D(T ), n = 0, 1, 2, . . . è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t). Çäåñü

h−(i) = (h1, . . . , hi−1, t
(2)
i − t

(1)
i , hi+1, . . . , hl), h+

(i) = (h1, . . . , hi−1, t
(3)
i − t

(2)
i , hi+1, . . . , hl),

l∏
j=1

(i)hj = h1 · . . . · hi−1 · hi+1 · . . . · hl; tj + hj ∈ [aj, bj].
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Óòâåðæäåíèå 2.3 èñïîëüçîâàíî äàëåå â ðàçä. 2.7 äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé
ñõîäèìîñòè ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé íà ïîòîêàõ Ïàëüìà.

2.3.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â C(T ).
Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óñëîâèé ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â C(T ) ñâÿçàíî ñ ïåðåõîäîì îò
óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé (2.24) ê òàê íàçûâàåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì è ìî-
ìåíòíûì óñëîâèÿì. Çäåñü äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé íóæíî ñòðîèòü "ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1", èñïîëüçóÿ "ìîäóëü"E|ξ|p â îáëàñòè çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè âìåñòî îáû÷íîãî ìîäóëÿ äëÿ íåñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé � 'ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì' � äëÿ p = 2.
Ïðèìåðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåðîÿòíîñòíîãî àíàëîãà ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ñëóæèò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t1, . . . , tl) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t1, . . . , tl) ïî i�é êîîðäèíàòå â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1
è îáîçíà÷àåòñÿ

ϕ(t1, . . . , tl) =
∂ξ(t1, . . . , tl)

∂ti
, åñëè E|∆hi

i ξ(t1, . . . , tl)/hi−ϕ(t1, . . . , tl)|p → 0 ïðè hi → 0.

Ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1,
îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî:

∂lξ(t1, . . . , tl)

∂t1 . . . ∂tl
=

∂

∂t1

( ∂

∂t2
. . .
( ∂

∂tl
ξ(t1, . . . , tl)

)
. . .
))
.

Óòâåðæäåíèå 2.4 (äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(T )). Ïóñòü
ïðè p > 1 ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ξn(t), n = 1, 2, . . . íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå T â ñðåäíåì
ñòåïåíè p è äëÿ ëþáîãî k : 1 ≤ k ≤ l ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

Dm1...ml
ξn(t) =

∂kξn(t1, . . . , tl)

∂tm1
1 . . . ∂tml

l

, mi = 0 èëè mi = 1, m1 + . . .+ml = k

(ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, ïî êàæäîé êîîðäèíàòå íå áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà)
â ñðåäíåì ñòåïåíè p, îãðàíè÷åííûå íà T êîíñòàíòîé H, íå çàâèñÿùåé îò n. Òîãäà,
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.16), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2.4 èñïîëüçóþòñÿ: âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã ôîðìóëû
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðåìà Ôóáèíè, à òàêæå ñîîáðàæåíèÿ èç
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè. Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
èç [10].

Óòâåðæäåíèå 2.5. Åñëè äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(t), n = 1, 2, . . ., âûïîëíåíî
óñëîâèå (2.16) è ñóùåñòâóþò âñåâîçìîæíûå îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîä-
íûå Dm1...ml

ξn(t), mi ≥ 0, äî ïîðÿäêà k = m1+. . .+ml = [l/2]+1 (çäåñü [A] �öåëàÿ ÷àñòü
÷èñëà A) âêëþ÷èòåëüíî â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p ≥ 2, äëÿ t ∈ T , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ξn(t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t).

Óòâåðæäåíèÿ 2.4 è 2.5, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìû, òàê êàê èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ íå áîëåå ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, äî ïîðÿäêà
l âêëþ÷èòåëüíî, íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ âñåâîçìîæíûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî-
ðÿäêà ([l/2] + 1).

2.3.4. Ìîìåíòíûå óñëîâèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â C(T ). Äëÿ ñëó÷àÿ
p ≥ 2 ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ñòàöèîíàð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (ñì. ïîäðàçä. 2.1.3 è [4]).
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Óòâåðæäåíèå 2.6. Åñëè ξ(t) � îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèåé R(u) è f(λ) � åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
ïðîèçâîäíàÿ

∂kξ(t1, . . . , tl)

∂tm1
1 . . . ∂tml

l

, k = m1 + . . .+ml

â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì (òî åñòü â ñðåäíåì ñòåïåíè p = 2),
íåïðåðûâíàÿ â ýòîì æå ñìûñëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé:

1) ñóùåñòâóåò ∂2kR(u1,...,ul)

∂u
2 m1
1 ...∂u

2 ml
l

, è ýòà ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà;

2) îãðàíè÷åí ñìåøàííûé ñïåêòðàëüíûé ìîìåíò∫
Λ

|λ1|2m1 . . . |λl|2ml f(λ) dλ, λ = (λ1, . . . , λl), Λ ⊆ Rl.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.6 äëÿ m1 = . . . = ml = 1, óòâåðæäåíèÿ 2.4 äëÿ p = 2 è î÷åâèäíîãî
íåðàâåíñòâà |λ1|2m1 . . . |λl|2ml ≤ |λ|2 k ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2.7 (ìîìåíòíûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(T )). Åñëè äëÿ îä-
íîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ξn(t), n = 1, 2, . . . ñî ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè fn(λ)
âûïîëíåíî óñëîâèå (2.16) è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H òàêàÿ, ÷òî
âûïîëíåíî

sup
n

∫
Λ

|λ|β fn(λ) dλ < H (2.20)

äëÿ β = 2 l, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(t)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t).
Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî èç óòâåðæäåíèé 2.5, 2.6 ìîæíî ïîëó÷èòü ìåíåå îãðàíè-

÷èòåëüíîå ìîìåíòíîå óñëîâèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè (2.20) ñ β = 2 ([l/2] + 1).
2.3.5. Íåïðåðûâíîñòü âàæíåéøèõ ôóíêöèîíàëîâ â C(T ) è D(T ). Â ðÿäå

ïðèëîæåíèé (â òîì ÷èñëå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíîðîäíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé è ïðè îáîñíîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî) âàæíà
ñõîäèìîñòü (à çíà÷èò, è íåïðåðûâíîñòü) ôóíêöèîíàëîâ

F̃C(z) = sup
t∈T

z(t), z ∈ C(T ) è F̃D(z) = sup
t∈[a,b]

z(t), z ∈ D([a, b]).

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 2.8. Ôóíêöèîíàë F̃C íåïðåðûâåí â ìåòðèêå ρC. Ôóíêöèîíàë F̃D

íåïðåðûâåí â ìåòðèêå ρD.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü â C(T ) ôóíêöèîíàëà F̂ (z) =

∫
T
z(t) dt, z ∈

C(T ), êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

|F̂ (z1)− F̂ (z2)| ≤
∫
T

|z1(t)− z2(t)| dt ≤ mesT ρC(z1, z2).

2.4. ÌÎÄÅËÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌ
ÂÐÅÌÅÍÅÌ

2.4.1. Äèñêðåòèçàöèÿ è âîñïîëíåíèå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì. Ìåòîä óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ ôóíê-
öèÿ ξ(t) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì çàäàíà ñâîèìè (ñîãëàñîâàííûìè) êîíå÷íîìåðíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè è òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü òðàåêòîðèè ξ(t) íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå
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T . Êàê îòìå÷åíî â ïîäðàçä. 2.1.5 è 2.2.3, òî÷íîå âîñïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé âîçìîæíî òîëüêî â ðåäêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé

Àëãîðèòì 2.4. Ñòðîèì ñåòêó {t(0), t(1), . . . , t(M)} íà T . Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå (M + 1)-ìåðíîãî âåêòîðà

ξ̃ = (ξ̃(t(0)), ξ̃(t(1)), . . . , ξ̃(t(M))) = (ξ̃0, ξ̃1, . . . , ξ̃M) (2.21)

ñîãëàñíî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f
(M)
ξ (x), ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F
(M)
ξ (x) (ñì. îïðåäåëåíèå 2.11); çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 1.16 èç

ðàçä. 1.5 èëè åãî ìîäèôèêàöèè. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
ξ(t) âîçüìåì ïðèáëèæåíèå

ξ̃(M)(t) = LM ξ̃(t) =
M∑
i=0

wm(ξ̃)χm(t), (2.22)

ãäå {χm(t)} � çàäàííûå "áàçèñíûå"ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå ñ óçëîâûìè òî÷êàìè
{t(0), t(1), . . . , t(M)}, à {wm} � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèé {ξ̃i}.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîäåëüíûå òðàåêòîðèè (2.22), êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ âèäà EF (ξ(t)) äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ
F (z), ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì 3.3 (ñì. äàëåå ðàçäåë 3.4) àëãîðèòì 2.4 íàçûâàþò ìå-
òîäîì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Åñëè ðàññìîòðåòü (2.22) êàê ñëó÷àéíóþ
ôóíêöèþ, òî ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîé ôóíêöèè ξ(t) âîñïðîèç-
âîäÿòñÿ â ëó÷øåì ñëó÷àå ïðè h ↓ 0, ãäå h � øàã ñåòêè {t(0), t(1), . . . , t(M)}; ñîîòâåòñòâó-
þùèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ðàçä. 2.3.
Âåñüìà èíòåðåñíûì è ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òîãî, äëÿ êàêèõ âîñïîëíåíèé LM ξ̃(t)
ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ñâîéñòâî ñòàöèîíàðíîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè, êàêèå êîððåëÿöèîí-
íûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèé âèäà (2.22) è äð. Ïåðå÷èñëåííûå ïðîáëåìû
âåñüìà àêòóàëüíû, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ãèäðîìåòåîðîëîãèè, â êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ
î ñëó÷àéíûõ ïîëÿõ òåìïåðàòóð, îñàäêîâ, âåòðà è äð. èìååòñÿ òîëüêî â çàäàííûõ òî÷êàõ
� íà ìåòåîñòàíöèÿõ � è òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïîëÿ ïî ýòîé èíôîðìàöèè [8].

2.4.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû àëãîðèòì 2.4 äàâàë õîðîøåå ïðèáëèæåíèå òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t),
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü (M +1) âåêòîðà ξ̃ èç (2.21) áûëà äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ïðè
ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì 1.16 îêàçûâàåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî íà ïðàêòèêå èíôîðìàöèÿ î êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
(M+1) èçâåñòíà îòíîñèòåëüíî ðåäêî. Çäåñü ìû âûäåëèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà
ðåàëèçàöèÿ âåêòîðà ξ̃ îòíîñèòåëüíî ïðîñòà.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïðîöåññ ξ(t), t ∈ [a, b] ⊂ R íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâè-
ñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè äëÿ ëþáûõ n è t0 < t1 < . . . < tn èç [a, b] ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû

ξ0, ξ1 − ξ0, . . . , ξn − ξn−1, ãäå ξi = ξ(ti),

íåçàâèñèìû.
Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ξ(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿìè âåëè÷èí ξ(t) è ξ(t2) − ξ(t1); çäåñü t, t1, t2 ∈ [a, b] è t2 > t1. Ïîëàãàåì, ÷òî
a = t(0) < t(1) < . . . < t(M) = b è t(i+1) − t(i) = (b − a)/M = h. Ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ̃ = (ξ̃0, ξ̃1, . . . , ξ̃M) äëÿ òàêîãî ïðîöåññà äàåò ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì 2.5. Ðåàëèçóåì ξ̃0 ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(t(0)).
Äàëåå ïîëàãàåì ξ̃i+1 = ξ̃i + δ̃i, ãäå δ̃i � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû δi = ξ(t(i) + h)−
ξ(t(i)) = ξ(t(i+1))− ξ(t(i)); çäåñü i = 0, 1, . . . ,M − 1.
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Ïðèìåð 2.2. Ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ξ(t), t ≥ 0, íàçûâàåòñÿ îäíî-
ðîäíûì ïðîöåññîì Ïóàññîíà, åñëè ξ(t) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà è äëÿ âñåõ h > 0
è íàòóðàëüíûõ k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P{ξ(h) = k} = P{ξ(t+ h)− ξ(t) = k} =
(λh)k e−λh

k!
(2.23)

äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0.
Îïèøåì îáùóþ (äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííóþ â ïðèëîæåíèÿõ) ñèòóàöèþ, îïèñû-

âàåìóþ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà Ïóàññîíà. Ïóñòü â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ
ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðûõ ñîáûòèé. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

1) ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ïðîèçîøëè íà ïðîìåæóòêå [t, t + h], íå çàâèñèò îò
òîãî, ñêîëüêî è êîãäà ïðîèçîøëî ñîáûòèé â ïðîìåæóòêå [0, t];

2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [t, t+h] ïðîèçîéäåò îäíî ñîáûòèå, ðàâíà
λh+ o(h);

3) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [t, t+ h] ïðîèçîéäåò áîëåå îäíîãî ñîáû-
òèÿ, ðàâíà o(h).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåëè÷èíà ξ(t), ðàâíàÿ ÷èñëó ñîáûòèé, êîòîðûå ïðî-
èçîøëè íà ïðîìåæóòêå [0, t], êàê ôóíêöèÿ t áóäåò ïðîöåññîì Ïóàññîíà. Â àëãîðèòìå 2.5
ìîæíî âçÿòü t(0) = 0, ξ̃0 = 0 è ξ̃i+1 = ξ̃i + k̃i, ãäå k̃i ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ
Ïóàññîíà (2.23) (ñì. àëãîðèòìû 1.4, 1.12, 1.13).

Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ìîìåíòû âðåìåíè t̂0 = 0 < t̂1 < t̂2 < . . ., â êîòî-
ðûå ïðîèñõîäÿò îïèñàííûå âûøå ñîáûòèÿ, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé ïóàññîíîâñêèé
ïîòîê òî÷åê, ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θi = t̂i − t̂i−1 íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû
ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè fθ(u) = λe−λu, u > 0. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ξ(t) = max{k′ :
∑k′

i=1 θi ≤ t}, êîòîðîå äàåò åùå îäèí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-
öåññà Ïóàññîíà. Ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè òî÷åê èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, â
÷àñòíîñòè, â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ [6]. Â ýòîé ãëàâå ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìîäåëåé íåãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé
(ñì. äàëåå ðàçä. 2.7).

Ïðèìåð 2.3. Ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ξ(t), t ≥ 0, íàçûâàåòñÿ âèíå-
ðîâñêèì ïðîöåññîì, åñëè ξ(t) èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ft(x) =

e−x
2/2t
/√

2πt. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷òî ïðèðàùåíèÿ ξ(t2) − ξ(t1) ýòîãî ïðîöåññà

èìåþò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé D(ξ(t2) − ξ(t1)) =
t2 − t1, t2 > t1. Â àëãîðèòìå 2.5 ìîæíî âçÿòü t(0) = 0, ξ̃0 = 0 è ξ̃i+1 = ξ̃i +

√
hγi, ãäå γi �

ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. ôîðìóëó (1.139) èç ðàçä.
1.10). Òàêàÿ ïðîöåäóðà, âêëþ÷åííàÿ â àëãîðèòì 2.4 ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì âîñïîëíåíèåì
LM ξ̃(t) èç (2.22), èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè âèíåðîâñêèõ èíòåãðàëîâ
(ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.4.3).

2.4.3. Ìîäåëèðîâàíèå è èñïîëüçîâàíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t), t ∈ [0, T ]. Ïîëàãàåì, ÷òî
0 = t(0) < t(1) < . . . < t(M) = T è t(i+1) − t(i) = T/M = h.

Àëãîðèòì 2.6. Ðåàëèçóåì ξ̃0 ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(t(0)).
Äàëåå âû÷èñëÿåì

ξ̃i+1 = ξ̃i + a(t(i), ξ̃i)h+ σ(t(i), ξ̃i)w̃i, (2.24)

ãäå w̃i =
√
hγi � ðåàëèçàöèÿ ïðèðàùåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà wi = w(t(i) +h)−w(t(i));

çäåñü i = 0, 1, . . . ,M − 1.
Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì âîñïðîèçâîäèò ìîäåëü îäíîìåðíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

ξ(t). Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.24) îïèñûâàåò (ñ òî÷íîñòüþ
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äî o(h)) ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå äèôôóíäèðóþùåé ÷àñòèöû çà âðåìÿ îò t(i) äî
t(i) + h. Ñëàãàåìîå a(t(i), ξ̃i)h îòðàæàåò íåñëó÷àéíîå ñìåùåíèå, ñâÿçàííîå ñ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèì äâèæåíèåì ñðåäû (ôóíêöèÿ a(t, x) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà), à ñëà-
ãàåìîå σ(t(i), ξ̃i)w̃i îïèñûâàåò õàîòè÷åñêîå òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèöû (ôóíêöèþ σ(t, x)
íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè).

Ïðè ïåðåõîäå â ñîîòíîøåíèè (2.24) ê äèôôåðåíöèàëàì (ò.å. ïðè h → 0) ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÑÄÓ)

dξ(t) = a(t, ξ(t)) dt+ σ(t, ξ(t)) dw(t). (2.25)

×òîáû ïðèäàòü ñìûñë ýòîìó óðàâíåíèþ, åãî çàïèñûâàþò â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

a(s, ξ(s)) ds+

∫ t

0

σ(s, ξ(s)) dw(s).

Èìåþòñÿ íåêîòîðûå òðóäíîñòè â îïðåäåëåíèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî âèíåðîâ-
ñêîé ìåðå

∫ t
0
σ(s, ξ(s)) dw(s), òàê êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò

íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå, è ïîýòîìó ýòîò èíòåãðàë íåëüçÿ ïî-
íèìàòü â ñìûñëå Ñòèëòüåñà. Çäåñü òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èíòåãðàëüíûõ ñóìì, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èí-
òåãðàëó â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåííàÿ îöåíêà (2.24) ñõîäèòñÿ
ïðè h→ 0 ñ ïîðÿäêîì O(h), åñëè êîýôôèöèåíòû ÑÄÓ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíû.

Àëãîðèòì 2.6, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëåííóþ ñõåìó ðåøåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.25), êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ìåòîä
Ýéëåðà äëÿ ðåøåíèÿ ÑÄÓ.

Âòîðîå âàæíîå ïðèëîæåíèå àëãîðèòìà 2.6 ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïåðå-
õîäíàÿ ïëîòíîñòü p(s, x, t, y) ìàðêîâñêîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ξ(t) (ñì. îïðåäåëå-
íèå 2.10) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà (èëè ïðÿìîìó óðàâíåíèþ Êîëìî-
ãîðîâà)

∂p(s, x, t, y)

∂t
=

1

2

∂2(σ2(t, y) p(s, x, t, y))

∂2y
− ∂(a(t, y) p(s, x, t, y))

∂y
, 0 ≤ s < t. (2.26)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà âèäà (2.24) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ñì. äàëåå ãëàâó 7).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåñëîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã àëãîðèòìà 2.6 äëÿ âåêòîðíîãî äèô-
ôóçèîííîãî ïðîöåññà ξ(t). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ
óðàâíåíèÿ (2.26).

2.4.4. Èñïîëüçîâàíèå öåïåé Ìàðêîâà. Áëóæäàíèå ïî ðåøåòêå. Âåòâÿùè-
åñÿ ïðîöåññû. Òåïåðü ïðèâåäåì ðÿä ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ
ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îòðåçêà òðàåêòîðèè äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà (ñëó÷àéíîãî âåêòîðà) ξ̃ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.21). Â ïåðâóþ î÷åðåäü óïîìÿíåì
ïðèìåíåíèå öåïåé Ìàðêîâà, îáðûâàþùèõñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ïðè ýòîì ðàçìåð-
íîñòü (M + 1) ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé), äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëîâ áîëüøîé è áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè (ñì. àëãîðèòì 1.17 èç ðàçä. 1.5). Íàèáîëåå
âàæíûì ïðèëîæåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (ñì. äàëåå ãëàâó 4).

Ïðè ðàíäîìèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ àëãî-
ðèòì áëóæäàíèÿ ïî ðåøåòêå. Îïèøåì ýòîò àëãîðèòì â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü â R2
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ââåäåíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà (ih, jh), ãäå i, j � öåëûå ÷èñëà, à ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h �
øàã ñåòêè. Îïðåäåëÿåì íà÷àëüíóþ òî÷êó (i0h, j0h) è ìíîæåñòâî "ïîãëîùàþùèõ"óçëîâ
(ïîïàäàíèå â òàêîé óçåë îçíà÷àåò îáðûâ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè).

Àëãîðèòì 2.7. Äëÿ k = 0, 1, 2, . . . îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä èç òî÷êè (ikh, jkh) â îäíó
èç ñîñåäíèõ òî÷åê ((ik − 1)h, jkh), ((ik + 1)h, jkh), (ikh, (jk − 1)h), (ikh, (jk + 1)h) ñîãëàñ-

íî âåðîÿòíîñòÿì p
(k)
1 , p

(k)
2 , p

(k)
3 , p

(k)
4 ñîîòâåòñòâåííî (÷àùå âñåãî p

(k)
i = 1/4). Ïðîöåññ

ïðåêðàùàåòñÿ ïîñëå ïîïàäàíèÿ òî÷êè â îäíî èç "ïîãëîùàþùèõ"ñîñòîÿíèé.
Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −g(x, y); u|Γ = ψ(x, y) (2.27)

â åäèíè÷íîì êâàäðàòå ñ ãðàíèöåé Γ. Çàìåíÿÿ ïðèáëèæåííî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â
óðàâíåíèè (2.27) âòîðûìè ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó (L− 1)2 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

ui,j =
1

4
(ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 + h2gi,j), 1 ≤ i, j ≤ L− 1. (2.28)

Çäåñü ui,j åñòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå u(ih, jh) äëÿ âíóòðåííåãî óçëà (ih, jh); åñëè æå
òî÷êà (ih, jh) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå Γ, òî çíà÷åíèå ui,j ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì è ðàâíûì
ψ(ih, jh). Çíà÷åíèÿ gi,j ðàâíû g(ih, jh). Ñîîòíîøåíèå (2.28) èìååò âèä ïîëíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (åñëè ïîëîæèòü gi,j = 0). Èìåííî òàêîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò
ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi,j, ðåàëèçàöèè êîòîðîé ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àëãîðèòìà 2.7 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) íà÷àëüíóþ òî÷êó ïîìåùàåì â óçåë (ih, jh), ïîëîæèâ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñ÷åò-
÷èêà ðàâíûì h2gi,j/4; "ïîãëîùàþùèìè"îáúÿâëÿåì òî÷êè ãðàíèöû Γ;

2) ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/4 ïåðåìåùàåì òî÷êó â îäèí èç ñîñåäíèõ óçëîâ,
ïðèáàâèâ ê ñ÷åò÷èêó ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå h2g/4;

3) ñíîâà âûïîëíÿåì ï. 2 è ò.ä., ïîêà òî÷êà íå âûéäåò íà ãðàíèöó;
4) ïîñëå âûõîäà íà ãðàíèöó ê ñ÷åò÷èêó ïðèáàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ψ

è òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ; ðåçóëüòàòèâíîå çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà äàåò âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi,j.

×èñëåííûå ïðîöåäóðû òàêîãî òèïà èññëåäóþòñÿ äàëåå â ãëàâå 7.
Ñëåäóþùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü è ÷èñëåííî ìîäåëèðî-

âàòü ìíîãèå ðåàëüíûå ÿâëåíèÿ â ôèçèêå, òåõíèêå, áèîëîãèè, äåìîãðàôèè è äð.
Îïðåäåëåíèå 2.16. Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ξi, i = 0, 1, 2, . . . ñ íåîòðèöàòåëü-

íûìè öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè íàçûâàåòñÿ âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì ñ îäíèì
òèïîì ÷àñòèö èëè ïðîöåññîì Ãàìèëüòîíà�Âàòñîíà, åñëè åå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíî-
ñòè pmn(i) = P(ξi = n|ξ0 = m) çà i øàãîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

pmn(i) = δ0n ïðè m = 0, (2.29)

ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, è

pmn(i) =
∑

n1+...+nm=n

p1n1(i)× p1n2(i)× . . .× p1nm(i). (2.30)

Ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ìîäåëü, îïèñûâàåìóþ âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì,
÷àñòî íàçûâàþò ïîïóëÿöèåé. Çíà÷åíèå âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ξi â ìîìåíò i íàçûâàþò
÷èñëîì ÷àñòèö èëè èíäèâèäóóìîâ â ïîïóëÿöèè â ïîêîëåíèè ñ íîìåðîì i. Ãîâîðÿò òàêæå,
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÷òî ξi åñòü îáùåå ÷èñëî ïîòîìêîâ ξ0 ÷àñòèö íóëåâîãî ïîêîëåíèÿ â ïîêîëåíèè ñ íîìå-
ðîì i. Ðàâåíñòâî (2.29) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñàìîâîçðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ïîñëå òîãî, êàê
âñå ÷àñòèöû èñ÷åçëè, ëèáî îòñóòñòâèå èììèãðàöèè (ïðèòîêà ÷àñòèö èçâíå). Ðàâåíñòâî
(2.30), îçíà÷àþùåå, ÷òî pmn(i) ïðè i ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ m-êðàòíîé ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèÿ
p1n(i), n = 0, 1, 2, . . . ñ ñîáîé, ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî êàæäàÿ èç m ïåðâîíà-
÷àëüíûõ ÷àñòèö ýâîëþöèîíèðóåò (ãèáíåò, ïðåâðàùàåòñÿ â íîâûå ÷àñòèöû òîãî æå òèïà)
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò òàêæå óñëîâèåì âåòâëåíèÿ.

Óêàæåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ξi. Ââå-
äåì ζst, s, t = 1, 2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ÷èñëî ïîòîìêîâ, äàâàåìûõ ëþáîé èç t ÷àñòèö â ìîìåíò ïðå-
âðàùåíèÿ â i-îì ïîêîëåíèè, ò.å. P(ζst = n) = p1n, n = 0, 1, 2, . . .. Ïóñòü çàäàíî öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ξ0 = q.

Àëãîðèòì 2.8. Åñëè q = 1, òî ïîëàãàåì ζ0t = δ0t. Åñëè q > 1, òî ïîëàãàåì ζ0t = 1
ïðè t = 1, . . . , q. Äëÿ ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ξi ñîãëàñíî ðåêóððåíò-
íîé ôîðìóëå ξi+1 =

∑ξi
t=0 ζit äëÿ i = 0, 1, 2, . . ..

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.8 ìîæíî ñòðîèòü ÷èñëåííûå
ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. äàëåå ãëàâó 4).

2.4.5. Ïðîöåññ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Ïóñòü {ζk} � ñòàíäàðòíàÿ íåêîððåëèðî-
âàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. íàáîð íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé; çäåñü k ∈ Z, ò.å. k =
0,±1,±2, . . .. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

ξi = a0ζi + a1ζi−1 + . . .+ aNζi−N , (2.31)

ãäå {a0, a1, . . . , aN} � ôèêñèðîâàííûé íàáîð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(2.31) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïîðÿäêà N . ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξi äîñòàòî÷íî ïðîñòà.

Àëãîðèòì 2.9. 1). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ðåàëèçóåì N+1 çíà-
÷åíèé {ζ−N , ζ−N+1, . . . , ζ1, ζ0} ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è âû÷èñëÿåì òðåáóåìîå çíà÷åíèå ïî ôîðìóëå (2.31) äëÿ i = 0.

2). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ξ1 ðåàëèçóåì äîïîëíèòåëüíî îäíî çíà÷åíèå ζ1 ñî-
ãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (2.31) è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàæäîãî èç ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ξi, i ≥ 1 òðå-
áóåòñÿ îäíî äîïîëíèòåëüíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî ζ. Ïðîöåññ (2.31) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì
â øèðîêîì ñìûñëå. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

R(n) =

∫ π

−π
eiλnf(λ) dλ, (2.32)

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà

f(λ) =
1

2π

∣∣a0 + a1e
−iλ + . . .+ aNe

−iNλ∣∣2 . (2.33)

Íàïðèìåð, äëÿ an ≡ A/(N + 1), n = 0, 1, . . . , N èìååì

f(λ) =
A2

2π(N + 1)2
× sin2((N + 1)λ/2)

sin2(λ/2)
.

Îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà (2.31) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó ðàñïðåäåëå-
íèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {anζi−n}. ×àùå âñåãî ìîäåëü (2.31) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ,
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êîãäà ζ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ξi áóäóò ãàóññîâñêèìè (âåäü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå).

Â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èçâåñòíà òîëüêî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ R(n), è òðåáó-
åòñÿ ïîñòðîèòü ìîäåëü âèäà (2.31). Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
f(λ) (êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò R(n)), çàòåì ôóíêöèÿ

√
f(λ) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ {an} èç ôîðìóëû (2.31).
2.4.6. Ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè. Ïóñòü {ζk} � ñòàíäàðòíàÿ íåêîððåëèðîâàííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà {ξi}:

ξi + b1ξi−1 + . . .+ bMξi−M = ζi. (2.34)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò êàê ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå
ïðîöåññ, íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì àâòîðåãðåññèè ïîðÿäêà M . Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.34) ñóùåñòâóåò, åñëè íóëè ïîëèíîìà Q(z) = 1 + b1z + . . . + bMz

M ëåæàò âíå
åäèíè÷íîãî êðóãà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ôîðìóëà (2.34) ïîðîæäàåò ïðîñòîé àëãî-
ðèòì ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ξi.

Àëãîðèòì 2.10. 1). Âûáåðåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ {ξ−M , ξ−M+1, . . . , ξ−2, ξ−1}. Ðå-
àëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ζ0 ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è âû÷èñëÿåì
ξ0 = ζ0 − b1ξ−1 − . . .− bMξ−M .

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ζ1 ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è âû-
÷èñëÿåì ξ1 = ζ1 − b1ξ0 − b2ξ−1 − . . .− bMξ−M+1 è ò.ä.

Îïðåäåëåííóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîð çíà÷åíèé {ξ−M , ξ−M+1, . . . , ξ−2, ξ−1}
â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà 2.10. "Íåóäà÷íûé"âûáîð ýòèõ çíà÷åíèé ìîæåò ïðèâåñòè,
íàïðèìåð, ê òîìó, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà ξi âîçíèêàåò òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ i. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ÷àùå âñåãî ðåàëèçóþò çíà÷åíèÿ
{ξ−M , ξ−M+1, . . . , ξ−2, ξ−1} è {ζk} êàê ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ïî ôîðìóëå (1.139) (ñì.
ðàçä. 1.10).

Ñòàöèîíàðíàÿ âåðñèÿ ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (2.32)
ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

f(λ) =
1

2π |1 + b1e−iλ + . . .+ bMe−iMλ|2
. (2.35)

2.4.7. Ñìåøàííàÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Êîìáè-
íèðîâàíèå ïðîöåññîâ àâòîðåãðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

ξi + b1ξi−1 + . . .+ bMξi−M = a0ζi + a1ζi−1 + . . .+ aNζi−N (2.36)

è ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå
Àëãîðèòì 2.11. 1). Âûáåðåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ {ξ−M , . . . , ξ−1}. Ðåàëèçóåì âûáî-

ðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ζ−N , . . . , ζ0} ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è âû÷èñëÿåì

ξ0 = ζ0 + a1ζ−1 + . . .+ aNζ−N − b1ξ−1 − . . .− bMξ−M .

2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ζ1 ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) è âû-
÷èñëÿåì

ξ1 = ζ1 + a1ζ0 + . . .+ aNζ−N+1 − b1ξ0 − b2ξ−1 − . . .− bMξ−M+1

è ò.ä.
Åñëè íóëè ïîëèíîìà Q(z) = 1 + b1z + . . . + bMz

M ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî
óðàâíåíèå (2.36) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå {ξi}, íàçûâàåìîå ñìåøàííûì ïðîöåññîì
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àâòîðåãðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïîðÿäêà (M,N). Ýòîò ïðîöåññ èìååò êîððåëÿöè-
îííóþ ôóíêöèþ (2.32) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

f(λ) =

∣∣∣∣a0 + a1e
−iλ + . . .+ aNe

−iNλ

1 + b1e−iλ + . . .+ bMe−iMλ

∣∣∣∣2 . (2.37)

Ôîðìóëà (2.37), ÿâëÿþùàÿñÿ êîìáèíàöèåé ñîîòíîøåíèé (2.33) è (2.35), ïîäòâåðæäàåò
èçâåñòíûé òåçèñ î òîì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ïëîòíî-
ñòÿìè ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîöåññîâ ñêîëüçÿùåãî ñóììèðîâàíèÿ. Ïðèìå÷àòåëåí è òîò
ôàêò, ÷òî àäåêâàòíîå îïèñàíèå íàáëþäàåìûõ íà ïðàêòèêå ÿâëåíèé, ìîäåëèðóåìûõ ñòà-
öèîíàðíûìè ïðîöåññàìè, äîñòèãàåòñÿ (ñìåøàííûìè) ìîäåëÿìè àâòîðåãðåññèè è ñêîëü-
çÿùåãî ñðåäíåãî, ïîðÿäîê êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 2.

2.5. ÌÎÄÅËÈ ÃÀÓÑÑÎÂÑÊÈÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
Ñ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ

2.5.1. Ìîäåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíàëîã àëãîðèòìà 2.11 äëÿ ñëó÷àÿ
íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà t ãàóññîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t), t ≥ 0.
Ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýòîãî ïðîöåññà ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíà-
ëîã ñîîòíîøåíèÿ (2.37):

f(λ) =
1

2π

∣∣∣∣a0 + a1(iλ) + . . .+ aN(iλ)N

1 + b1(iλ) + . . .+ bM(iλ)M

∣∣∣∣2 . (2.38)

Êîýôôèöèåíòû {an, bm} � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; M > N è íóëè ïîëèíîìà Q(z) =
1 + b1z + . . . + bMz

M ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Àíàëîãîì
ôîðìóëû (2.36) äëÿ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà t ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ξ(t) = a0ϕ
(N−1)(t) + . . .+ aNϕ(t), (2.39)

ãäå ϕ(t) � ðåøåíèå ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ϕ(M)(t) + b1ϕ
(M−1)(t) + . . .+ bMϕ(t) = σε(t), σ = const, (2.40)

à ε(t) åñòü ïðîöåññ áåëîãî øóìà (ïðîèçâîäíàÿ îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà) � ñòàöèîíàðíûé
â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ, ëþáûå äâà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿ êîòîðîãî
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t1 è t2 íåêîððåëèðîâàíû (òî÷íåå, E(ε(t1)ε(t2)) =
δ(t2 − t1), ãäå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà � ñì. ïîäðàçä. 1.4.2).

Åñëè ââåñòè âåêòîð ϕ(t) = (ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(M−1)(t))T , òî óðàâíåíèå (2.40) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

dϕ

dt
= Bϕ(t) + ϕ0(t), (2.41)

ãäå ϕ0(t) = (0, 0, . . . , 0, σε(t))T è

B =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
−bM −bM−1 −bM−2 . . . −b1
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Îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ϕ(t) óðàâíåíèå (2.41) èìååò ìàðêîâñêèé âèä, ïîýòîìó äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà, ÿâëÿþùåãîñÿ åãî ðåøåíèåì, ìîæíî ïðèìåíèòü àëãî-
ðèòì 2.3. Çàìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.41) èìååò êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ

R1(t1, t2) = E(ϕ(t1), (ϕ(t2))
∗) =

1

2π

∫ +∞

−∞
eiλ(t1−t2)f1(λ) dλ

ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, àíàëîãè÷íîé (2.35): f1(λ) = 1/(2π|Q(iλ)|2). Ìàòðèöà êîð-
ðåëÿöèé R(t1, t2) âåêòîðà ϕ(t) èìååò êîìïîíåíòû

Rij = E(ϕ(i)(t1)(ϕ
(j)(t2))

∗) =
∂i+jR1(t1, t2)

∂ti1 ∂t
j
2

.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìîäåëè-
ðîâàíèÿ K-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ(t(1)), . . . , ξ(t(K))), ãäå 0 < t(1) < . . . < t(K).

Àëãîðèòì 2.12. 1). Çàäàåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ϕ(0). Âû÷èñëÿåì ξ(0) ïî ôîðìóëå
(2.39): ξ(0) = a0ϕ

(N−1)(0) + . . .+ aNϕ(0).
2). Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ϕ(t(1)) ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.3 äëÿ ti−1 = t(0) = 0 è âû÷èñ-

ëÿåì ξ(t(1)) = a0ϕ
(N−1)(t(1)) + . . .+ aNϕ(t(1)).

3). Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ϕ(t(2)) ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.3 äëÿ ti−1 = t(1) è âû÷èñëÿåì
ξ(t(2)) = a0ϕ

(N−1)(t(2)) + . . .+ aNϕ(t(2)) è ò.ä.
Çäåñü, êàê è â "äèñêðåòíîì"âàðèàíòå ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè (ñì. àëãîðèòì 2.10

èç ðàçä. 2.4), îïðåäåëåííóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
âåêòîðà ϕ(0) = (ϕ(0), ϕ′(0), . . . , ϕ(M−1)(0))T . Ïðè ïðîèçâîëüíîì çàäàíèè ýòîãî âåêòîðà
ìîæåò íàðóøèòüñÿ ñâîéñòâî ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ξ(t), ïîýòîìó åãî çíà÷åíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ëèøü ïîñëå òîãî, êàê ïðîéäåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
è ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ ñòàíåò ñòàöèîíàðíûì.

Âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ϕ(0) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîãëàñ-
íî àëãîðèòìó 1.47 èç ðàçä. 1.10 ïî ôîðìóëå ϕ(0) = Cw, ãäå w � âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè
ñòàíäàðòíûìè ãàóññîâñêèìè êîìïîíåíòàìè, à ìàòðèöà C òàêîâà, ÷òî CCT = R(0, 0) =

E(ϕ(0), (ϕT (0))∗). Â ñâîþ î÷åðåäü, êîìïîíåíòû R
(0)
ij ìàòðèöû R(0, 0) ðàâíû íóëþ, åñëè

(i+j) íå÷åòíî è âåëè÷èíå (−1)(j−i)/2k(i+j)/2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×èñëà ks îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé

(−1)l
∑

l/2<q<(M+l)/2

(−1)qbM−2q+lkq =

{
0 ïðè l = 0, 1, . . . ,M − 2,

1/2 ïðè l = M − 1.

2.5.2. Àëãîðèòì Ôðàíêëèíà. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.41), åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå
âåêòîðíîãî ïðîöåññà ϕ(t), òî çíà÷åíèå ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ϕ(t+ ∆t) = e∆tBϕ(t) + r(t), ãäå r(t) � ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé âåêòîð

âèäà r(t) =
∫ ∆t

0
e(∆t−s)Bϕ0(t+s) ds. Ýòîò âåêòîð íåêîððåëèðîâàí ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì

ϕ(t) =
∫ t
−∞ e(t−u)Bϕ0(u) du.

Àëãîðèòì 2.13. 1). Çàäàåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ϕ(t(0)) = ϕ(0) è âû÷èñëÿåì ξ(t(0)) =
a0ϕ

(N−1)(t(0)) + . . .+ aNϕ(t(0)).
2). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ãàóññîâñêîãî âåêòîðà r(t(0)). Âû÷èñëÿåì çíà÷å-

íèå ϕ(t(1)) ïî ôîðìóëå ϕ(t(1)) = e(t
(1)−t(0))Bϕ(t(0)) + r(t(0)) è çàòåì ïîëàãàåì ξ(t(1)) =

a0ϕ
(N−1)(t(1)) + . . .+ aNϕ(t(1)).

3). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà r(t(1)). Âû÷èñëÿåì ϕ(t(2)) = e(t
(2)−t(1))Bϕ(t(1))+

r(t(1)) è çàòåì ïîëàãàåì ξ(t(2)) = a0ϕ
(N−1)(t(2)) + . . .+ aNϕ(t(2)) è ò.ä.
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Ìîäåëèðîâàíèå âåêòîðîâ r(t) äëÿ t = t(0), t(1), . . . ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî àëãîðèòìó
1.47 èç ðàçä. 1.10 ïî ôîðìóëå r(t) = Gw, ãäå w � âåêòîð ñ íåçàâèñèìûìè ñòàíäàðòíûìè
ãàóññîâñêèìè êîìïîíåíòàìè, à ìàòðèöà G òàêîâà, ÷òî

GGT = Rr = E(r, rT ) = E

∫ ∆t

0

∫ ∆t

0

e(∆t−s1)Bϕ0(t+ s1)×

×ϕT
0 (t+ s2)

(
e(∆t−s2)B

)T
ds1 ds2 =

∫ ∆t

0

esB H
(
esB
)T

ds;

çäåñü H � ìàòðèöà ðàçìåðà M × M , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé, êðîìå HMM = 1, ðàâíû
íóëþ. Ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó Rr íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ

e∆tBH
(
e∆tB

)T −H = BRr + RrB
T .

2.5.3. Ìîäåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ èñïîëüçîâàíèåì
êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå

ξ(t) =
+∞∑
i=−∞

wi χi(t), (2.42)

ãäå {wi} � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå âåëè÷èíû, à {χi(t)} � íåñëó÷àéíûå
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (2.42).

Ðàçëîæåíèå (2.42) â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íûé ðÿä. Íà ïðàê-
òèêå îí çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé. Åñëè óäàåòñÿ íàéòè êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè χi(t)
äëÿ i = −n,−n + 1, . . . , n − 1, n, òî, ïîëó÷èâ îäèí ðàç 2n + 1 ñòàíäàðòíûõ íîðìàëü-
íûõ ÷èñåë (çäåñü öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1.139) èç ðàçä. 1.10), ìîæíî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïðîöåññà ξ(t) â ïðîèçâîëüíîì íàáîðå òî÷åê. Îäíàêî çàäà÷à íàõîæ-
äåíèÿ ôóíêöèé {χi(t)} äîñòàòî÷íî òðóäíà, è äàííûé ìåòîä ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî
â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèé ñ ðàçíûìè
âðåìåííûìè øàãàìè íà îäíîì è òîì æå ó÷àñòêå è â äðóãèõ ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λi è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψi(t) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðîì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ R(t, s) ïðîöåññà ξ(t). Ïðè ýòîì íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü óðàâíåíèå ∫ +∞

−∞
R(t, s)ψ(s) ds = λψ(t). (2.43)

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ðàçëîæåíèÿ (2.42) ñëåäóåò âûáèðàòü χi(t) =
√
λiψi(t).

Îïèñàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ñðàâíèòåëüíî
ðåäêî â ñâÿçè ñ òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2.43). Ýòè
òðóäíîñòè îñîáåííî âåëèêè ïðè ÷èñëåííîì åãî ðåøåíèè. Åñëè æå ôóíêöèÿ R(t, s) òà-
êîâà, ÷òî ëåãêî óêàçàòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.43), òî îïèñàííûé çäåñü
ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü î÷åíü óäîáíûì.

2.6. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÅÌÎÄÅËÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ
ÃÀÓÑÑÎÂÑÊÈÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎËÅÉ

2.6.1. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà. Â ðàçäåëå 2.5 ïðåä-
ñòàâëåíû àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè (2.38), â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò
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ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áåëîãî øóìà ñ ïîäõîäÿùèìè ñïåêòðàëüíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè, à òàêæå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè (2.42). Êàæäûé èç ýòèõ
ïîäõîäîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê òðóäîåìêèì àëãîðèòìàì. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ðåøàòü
ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.40) (èëè ñèñòåìó (2.41)), à âî âòîðîì
� çàäà÷ó ïîèñêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (2.43). Ïåðå÷èñëåííûå
òðóäíîñòè óñóãóáëÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ (ò.å. ê ìîäåëèðîâàíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé). Ñëåäóþùèé ïðèåì äàåò íå âïîëíå àäåêâàòíûé
(â ñìûñëå âîñïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé), íî âåñüìà ïðîñòîé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ.
Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî ïðîñòîòà è íåïëîõèå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðåä-
ñòàâëÿåìîé ìîäåëè îáóñëàâëèâàåò åå ñàìîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ
(ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.6.7).

Ïóñòü ξ(t) (t ∈ T ⊂ Rl) � l-ìåðíîå îäíîðîäíîå ãàóññîâñêîå âåùåñòâåííîå ñëó÷àéíîå
ïîëå ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

R(u) =

∫
Λ

cos(u,λ)f(λ) dλ, (2.44)

ãäå f(λ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå 2.8 èç ïîäðàçä.
2.1.3). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî m = Eξ(t) ≡ 0 è Dξ(t) = R(0) ≡ 1.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ïðîñòåéøóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà
(2.44) (ñì. äàëåå ðàçä. 3.10). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Λ íà ïðîñòûå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Λ1, . . . ,Λn è ïðèáëèæåíèå

R(u) ≈ Rn(u) =
n∑
k=1

pk cos(λk,u), (2.45)

ãäå λk ∈ Λk è pk =
∫

Λk
f(λ) dλ. Õîðîøî èçâåñòåí ôàêò, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå

ξn(t) =
n∑
k=1

p
1/2
k

(
γ

(1)
k sin(λk, t) + γ

(2)
k sin(λk, t)

)
, (2.46)

ãäå {γ(1)
k , γ

(2)
k } � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû, èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Rn(u) èç (2.45).
Ñîîòíîøåíèå (2.46) îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíóþ ìîäåëü (ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà) îä-

íîðîäíîãî ãàóññîâñêîãî âåùåñòâåííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.139)
èç ðàçäåëà 1.10, âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ìîæíî ïîëó÷àòü ïî ôîðìóëàì

γ
(1)
k = (−2 lnα′k)

1/2 sin 2πα′′k, γ
(2)
k = (−2 lnα′k)

1/2 cos 2πα′′k.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó "êîñèíóñ ðàçíîñòè", ïîëó÷àåì áîëåå
óäîáíîå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè (2.46):

ξn(t) =
n∑
k=1

(−2pk lnα′k)
1/2 cos ((λk, t)− 2πα′′k) . (2.47)

Ìîäåëü (2.46) âîñïðîèçâîäèò îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå: ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn(t0) èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (âåäü âûðàæåíèå (2.46) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî Eξn(t0) = 0 è Dξn(t0) = 1.
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Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ξn(t) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè, îäíàêî ýòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ íå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïîëÿ
ξ(t). Îäíàêî ïðè n → ∞ è pk → 0 âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëè (2.46)
ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì ïîëÿ ξ(t) (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.6.4).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íåñîâïàäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëåé ξn(t) è
ξ(t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.45), ïîêàçûâàþùåå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè äâó-
ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ïîëåé � êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Rn(u) è R(u) � âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ðàâíû. Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ êîð-
ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé Rn(u) è R(u). Äëÿ åãî îïèñàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.9. Ïóñòü îäíîðîäíîå ïîëå ξ(t) ñòîõàñòè÷åñêè ñâÿçàíî ñî ñëó÷àé-
íûì âåêòîðîì χ, èìåþùèì ðàñïðåäåëåíèå Pχ(dv). Òîãäà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
R(u) ïîëÿ ξ(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R(u) =

∫
R(u,v)Pχ(dv) = ER(u,χ), (2.48)

ãäå R(u,v) � óñëîâíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿ ξ(t) ïðè óñëîâèè χ = v.
Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýëåìåíòàðíîé ôîð-

ìóëû ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîèòü ïîëå ñ êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèåé (2.48) ìîæíî â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà âûáðàòü çíà÷åíèå âåêòîðà χ,
à çàòåì ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîëÿ ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöè-
åé R(u,χ). Íà òàêîì ïîäõîäå îñíîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè
(2.46).

Àëãîðèòì 2.14. 1). Â êàæäîì ýëåìåíòå Λk ðàçáèåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå λk ñëó÷àéíîé òî÷êè λ̃k, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî
óñå÷åííîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

λk ∼ fk(λ) =
f(λ)

pk
, pk =

∫
Λk

f(λ) dλ. (2.49)

2). Äëÿ ïîëó÷åííîãî íàáîðà {λ1, . . . ,λn} ðåàëèçóåì òðàåêòîðèþ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
ξn(t) ïî ôîðìóëå (2.47).

Ìîäåëü (2.47) ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì òî÷åê {λ1, . . . ,λn} íàçûâàåòñÿ ðàíäîìèçèðî-
âàííîé ìîäåëüþ ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ òàêîé ìî-
äåëè

Rn(u) = E
n∑
k=1

pk cos(λk,u) = R(u);

ýòî ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 2.9 (ñì. òàêæå äàëåå ñîîòíîøåíèå (2.52)).
Óñëîâíîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.46) ïðè ôèêñè-

ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ {λ1, . . . ,λn} ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì; ñëåäîâàòåëüíî,
îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîëÿ ξn(t) òîæå ñòàíäàðòíî. Àíàëî-
ãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàí-
íîé ìîäåëè (2.46) íå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè. Ïîëå ξn(t) îäíîðîäíî, íî íå ýðãîäè÷íî.
Ýòè íåäîñòàòêè îñëàáåâàþò ïðè n→∞ è ïðè ðàâíîìåðíîì èçìåëü÷åíèè ñïåêòðàëüíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Λ (òî÷íåå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òèïà (2.5)) � ñì. äàëåå ïîäðàçä.
2.6.3�2.6.5.

2.6.2. Îáîáùåíèå ìîäåëè ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà. Íåãàóññîâñêèå ñïåêòðàëü-
íûå ìîäåëè. Îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè ñëåäóþùåé îáùåé êîíñòðóêöèè.
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Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîçíà÷íîå îäíîðîäíîå (âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåãàóññîâñêîå) ñëó÷àéíîå ïîëå ξ(t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.
Ïðèâåäåííàÿ â ðàçäåëå 2.1 òåîðåìà Áîõíåðà-Õèí÷èíà (ñì. óòâåðæäåíèå 2.1) ãëàñèò î
òîì, ÷òî ïîëå äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.4) (ñì. îïðåäåëåíèå 2.9). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ξ(t) =

∫
Λ

ei (t,λ) dΦ(λ) = l.i.m.n→∞ξn(t), (2.50)

ãäå

ξn(t) =
n∑
k=1

γke
i (t,λk), γk =

∫
Λk

dΦ(λ). (2.51)

Èíòåãðàëüíóþ ñóììó ξn(t) èç (2.51) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìîäåëè ñëó÷àéíîãî
ïîëÿ ξ(t). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå (2.46) ñîâïàäàåò ñ (2.51) äëÿ ñëó÷àÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî ãàóññîâñêîãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ (ñì. ïîäðàçä. 2.1.3).

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè â âèäå (2.51) âìåñòî (2.46) ïîç-
âîëÿåò óïðîñòèòü ìíîãèå âûêëàäêè. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå òåçèñà î òîì, ÷òî ðàí-
äîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü èç àëãîðèòìà 2.14 âîñïðîèçâîäèò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
ìîäåëèðóåìîãî ïîëÿ. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.49) è ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìåðû Φ(λ),
îïèñàííûå â ïîäðàçä. 2.1.3, ïîëó÷àåì

Rξn(t1, t2) = E

(
n∑

k,j=1

ei(λk,t1)−i(λj ,t2)

∫
Λk

dΦ(λ)
(∫

Λj

dΦ(λ)
)∗)

=

= E

(
n∑
i=1

e(λk,t1−t2)
∣∣∣∫

Λk

dΦ(λ)
∣∣∣2) =

n∑
k=1

(
E
∣∣∣∫

Λk

dΦ(λ)
∣∣∣2 × ∫

Λk

ei(λ,t1−t2) f(λ)

pk
dλ

)
=

=
n∑
k=1

∫
Λk

ei(λ,t1−t2) f(λ) dλ =

∫
Λ

ei(λ,t1−t2) f(λ) dλ = R(t1 − t2). (2.52)

Îáû÷íî ìîäåëü (2.51) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òîëüêî ãàóññîâñêèõ ñëó÷àé-
íûõ ïîëåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû γk èç (2.51) ðåàëèçóþòñÿ íà ÝÂÌ
êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à â ýòîì ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.5)
êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëè (2.51) ñõîäÿòñÿ ê ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì
ïðè n→∞ (ýòî ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû � ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå
2.11 èç ïîäðàçä. 2.6.4).

Äëÿ ðåàëèçàöèè íåãàóññîâñêèõ ïîëåé ξ(t) ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë (2.50), (2.51)
ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü çàâèñèìûå âåëè÷èíû {γk}, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðîñòî. Êðîìå
òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïðåäåëüíîãî ïîëÿ
òðåáóåòñÿ äîêàçûâàòü áîëåå òîíêèå (ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàëüíîé) ïðåäåëüíûå òåîðåìû,
êîòîðûå áóäóò ê òîìó æå îáëàäàòü ìàëîé ñòåïåíüþ îáùíîñòè. Çäåñü äîñòàòî÷íî ïåð-
ñïåêòèâíûì âèäèòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé âèäà (2.10),
ðàññìîòðåííûõ â ïîäðàçä. 2.2.1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî îäíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ � àëãîðèòì
2.1 � â ôîðìå (2.9).

2.6.3. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Ïðèâåäåì åùå îäèí
ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìïàêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.51) ñïåêòðàëüíîé
ìîäåëè âìåñòî (2.46). Ðå÷ü ïîéäåò î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ξn(t) ê ξ(t) ïðè n → ∞ â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå (ñàì ôàêò òàêîé ñõîäèìîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
òåîðåìû Áîõíåðà-Õèí÷èíà � ñì. óòâåðæäåíèå 2.1).
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Óòâåðæäåíèå 2.10. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå∫
Λ

|λ|β f(λ) dλ < H1 (2.53)

è, êðîìå òîãî,
dk = diam Λk < H2 an n

−1/l, k = 1, . . . , n− 1 (2.54)

(òàêîå ðàçáèåíèå îáëàñòè {|λ| < an} ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ðàâ-
íîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó ñ øàãîì ïî êàæäîé îñè ïîðÿäêà n−1/l), òî ïðè
an = H3 n

2/(l(2+β)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n èìååò ìåñòî îöåíêà

E|ξn(t)− ξ(t)|2 < H4 n
−2β/(l(2+β)),

ãäå êîíñòàíòà H4 íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà t, ïðèíàäëåæàùåãî îãðàíè÷åííîìó ìíî-
æåñòâó T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè (2.52) èìååì

E|ξn(t)− ξ(t)|2 = E
n∑

k,j=1

(∫
Λk

(
ei(λk,t) − ei(λ,t)

)
dΦ(λ)×

×

(∫
Λj

(
ei(λj ,t) − ei(λ,t)

)
dΦ(λ)

)∗)
=

n∑
k=1

∫
Λk

∣∣∣ei(λk,t) − ei(λ,t)
∣∣∣2 f(λ) dλ.

Íåñëîæíî âû÷èñëèòü (ó÷èòûâàÿ, ÷òî eiu = cosu+ i sinu), ÷òî∣∣∣ei(λk,t) − ei(λ,t)
∣∣∣2 = 2− 2 cos((λk, t)− (λ, t)).

Çàìåòèì, ÷òî |λk − λ| < dk ïðè λk,λ ∈ Λk è k = 1, . . . , n − 1, è â ñèëó íåðàâåíñòâà
Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ((λk, t) − (λ, t))2 ≤ |t|2 |λk − λ|2. Èç îãðàíè÷åííîñòè T ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà H5 > 0 òàêàÿ, ÷òî |t|2 < H5. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
âåëè÷èíû dk ðàâíîìåðíî ìàëû è ðàçëîæåíèå cos((λk, t) − (λ, t)) ïî ìàëîìó àðãóìåíòó
((λk, t)− (λ, t)) äàåò îöåíêó∣∣∣ei(λk,t) − ei(λ,t)

∣∣∣2 < H6 d
2
k < H7 a

2
n n

−2/l, k = 1, . . . , n− 1;

çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî (2.54). Ñëåäîâàòåëüíî,

E|ξn(t)− ξ(t)|2 ≤ H7 a
2
n n

−2/l

∫
|λ|<an

f(λ) dλ +H8

∫
|λ|≥an

f(λ) dλ. (2.55)

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫
|λ|≥an

f(λ) dλ ≤ a−βn

∫
|λ|≥an

|λ|β f(λ) dλ è an = H3 n
2/(l(2+β)),

ïîëó÷àåì

E|ξn(t)− ξ(t)|2 ≤ H9 n
4/(l(2+β)) n−2/l +H10 n

−2β/(l(2+β)) = H4 n
−2β/(l(2+β)).
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà (2.55) îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó, åñëè an îïðåäåëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì a2

n n
−2/l =

∫
|λ|≥an

f(λ) dλ. Ïðè ýòîì, åñëè f(λ) äîñòàòî÷íî áûñòðî (íà-

ïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàåò ïðè |λ| → +∞, òî E|ξn(t) − ξ(t)|2 íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû H n−2/l L(n), ãäå L(n) � ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ξn(t) è åå ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîðîñòü ðàâíîìåðíîé (â ñðåäíåì)
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(t)} ê ξ(t), èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) (ò.å. äëÿ l = 1), èñïîëüçóÿ âëîæåíèå ñîáîëåâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà W 1

2 [a, b] â C[a, b], èìååì îöåíêó

E sup
t∈[a,b]

|ξn(t)− ξ(t)| ≤ H11n
−β0/(2+β0)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.53) ïðè β = 2 + β0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî β0.
2.6.4. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 2.11 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé)[1].

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé

ψn(t) =
Mn∑
k=1

ζnk(t), t ∈ T, n,Mn ∈ N,

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζn1

(
t(1)
)
, . . . , ζnMn

(
t(Mn)

)
âçàèìíî íåçà-

âèñèìû ïðè ëþáûõ t(1), . . . , t(Mn), îáëàäàþò ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì Eζnk(t) =
0, Eζ2

nk(t) = b2nk(t) è maxk b
2
nk(t) → 0 ïðè n→∞;

2) ïðè n→∞ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ R̂n(t
(1), t(2)) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäå-

ëó:
lim
n→∞

R̂n(t
(1), t(2)) = R̂(t(1), t(2));

3) ñóììû ψn(t) ïðè êàæäîì t óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà: ïðè ëþáîì τ > 0
âûïîëíåíî

1

B2
n(t)

Mn∑
k=1

∫
|w|2>τ2B2

n(t)

w2 dFnk(t, w) → 0 ïðè n→∞,

ãäå B2
n(t) =

∑Mn

k=1 b
2
nk(t), à Fnk(t, w) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ζnk(t). Òîãäà êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ψn(t) ñõîäÿòñÿ ê êî-
íå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ψ(t) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì Eψ(t) ≡ 0 è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R̂(t(1), t(2)).

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.51) ñ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {γk}. Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (2.51) è ñâîéñòâ ñëó÷àéíîé
ìåðû Φ(λ) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí γk ïðåäñòàâèìà â âèäå γk =√
pk θk, ïðè÷åì âåëè÷èíû {θk} íåçàâèñèìû è äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n âûïîëíåíî Eθk = 0 è

Dθk = 1.
Óòâåðæäåíèå 2.12. Åñëè

max
k=1,...,n

E |θk|2+σ < H1 (2.56)

äëÿ íåêîòîðûõ σ > 0 è H1 > 0 (σ è H1 íå çàâèñÿò îò n) è

max
k=1,...,n

pk → 0 ïðè n→∞, (2.57)
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òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξn(t) ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.11. Â íàøåì ñëó÷àå Mn =

n, ζnk(t) = ei (λk,t)
√
pk θk. Ïåðâîå óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 2.11 âûïîëíåíî â ñèëó ñîîòíî-

øåíèé (2.56), (2.57). Âòîðîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâî âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (2.52). Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü óñëîâèå Ëèíäåáåðãà, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: äëÿ ëþáîãî τ > 0

n∑
k=1

E(ζ2
nk(t); |ζnk(t)| > τ) → 0 ïðè n→∞.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2.56) èìååì

n∑
k=1

E(ζ2
nk; |ζnk| > τ) ≤

n∑
k=1

E
( |ζnk|2+σ

τσ
; |ζnk| > τ

)
≤ 1

τσ

n∑
k=1

E|ζnk|2+σ =

=
1

τσ

n∑
k=1

E(|ei (λk,t)|√pk |θk|)2+σ ≤ H1

τσ

n∑
k=1

p
1+σ/2
k ≤ H1

τσ

(
max
k=1,...,n

pk

)σ/2 n∑
k=1

pk,

è òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (2.57) è
∑n

k=1 pk = 1 ñëåäóåò óñëîâèå 3 óòâåðæäåíèÿ 2.11.
Äëÿ ãàóññîâñêîé ìîäåëè (2.46) âåëè÷èíû θk ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè, è óñëîâèå (2.56),

áåçóñëîâíî, âûïîëíåíî. ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (2.57), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îãðàíè÷è-
òåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì (2.5). Ñîîòíîøåíèå (2.57), â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî
äëÿ ïðàêòè÷åñêè óäîáíîãî ðàçáèåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà "êîëüöà"

Λk = {λ : ak−1 ≤ |λ| < ak}, k = 1, . . . , n− 1; Λn = {λ : |λ| ≥ an};

çäåñü 0 = a0 < a1 < . . . < an è maxk=1,...,n(ak − ak−1) → 0 (äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ óñëîâèå
(2.5) íå âûïîëíåíî).

2.6.5. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü: ìîìåíòíûå óñëîâèÿ. Ñïåêòðàëüíóþ ìî-
äåëü ξn(t) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùóþñÿ
(â ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñìûñëàõ) ê ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè ξ(t). Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ξn(t) ∈ C(T ), ò.å. òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξn(t) íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì
âîïðîñ î ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ãàóññîâñêîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè èç àëãî-
ðèòìà 2.14 ê ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t) â C(T ).

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè, ðàññìîòðåííîé íàìè â ðàçä. 2.3, ïîìè-
ìî óñëîâèé ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (2.57) èëè (2.5) òðåáóåòñÿ íàëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â òåðìèíàõ ñìåøàííûõ ðàçíîñòåé
(óòâåðæäåíèå 2.2), èëè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñòåïåíè p (óòâåðæäåíèÿ 2.4
è 2.5), èëè ñïåêòðàëüíûõ ìîìåíòîâ (óòâåðæäåíèå 2.7). Ìû ðàññìîòðèì ñàìûå íàãëÿä-
íûå ìîìåíòíûå óñëîâèÿ (2.20) äëÿ ãàóññîâñêîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.46). Äëÿ
ýòîé ìîäåëè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Rn(u) è R(u) ñîâïàäàþò, à çíà÷èò, ñîâïàäàþò
è ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè: fn(λ) = f(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî óñëîâèÿ (2.20) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèå (2.53) äëÿ íåêîòîðîãî β.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.7 èìååì β = 2l. Èç óòâåðæäåíèé 2.5, 2.6 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíó
β ìîæíî óìåíüøèòü äî 2([l/2] + 1). Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíîé
ìîäåëè (2.46) è ãàóññîâîñòü ïðåäåëüíîãî ïîëÿ ξ(t), óäàåòñÿ îñëàáèòü ìîìåíòíîå óñëîâèå
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn(t).

Óòâåðæäåíèå 2.13 [10]. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìîäåëè (2.46) ê îäíîðîäíîìó ãàóññîâ-
ñêîìó ïîëþ ξ(t) ñëåäóåò èç óñëîâèé (2.5) è (2.53) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β > 0.
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2.6.6. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà. Ïðè ðåàëèçàöèè
ðàíäîìèçèðîâàííîé ãàóññîâñêîé ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.14 îïðåäå-
ëåííûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì ðàçáèåíèÿ {Λ1, . . . ,Λn} ñïåêòðàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Λ è ìîäåëèðîâàíèå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ λk ñîãëàñíî óñå÷åííûì
ïëîòíîñòÿì fk(λ) = f(λ)/pk. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áîëåå ïðîñòîé (è ýêîíîìè÷íîé) îêàçû-
âàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü âèäà

ξn(t) =
1√
n

n∑
k=1

(
γ

(1)
k sin(λk, t) + γ

(1)
k sin(λk, t)

)
=

1√
n

n∑
k=1

(−2 lnα′k)
1/2 cos ((λk, t)− 2πα′′k) ,

(2.58)

ãäå {γ(1)
k , γ

(2)
k } ïî-ïðåæíåìó íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, à ñëó÷àéíûå âåêòîðû {λk} íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû âî âñåì ñïåê-
òðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Λ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(λ). Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü (2.58)
âîñïðîèçâîäèò ãàóññîâñêèå îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:
Rξn(u) = R(u). Èç óòâåðæäåíèÿ 2.11 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.58) ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì ïîëÿ ξ(t). Ôóíêöè-
îíàëüíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.58) îáåñïå÷èâàåò ìîìåíòíîå óñëîâèå (2.53)
ñ β = 2.

2.6.7. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé.
Ñïåêòðàëüíûå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè îáëà÷íîé ñòðóêòó-
ðû (â ÷àñòíîñòè, êó÷åâîé îáëà÷íîñòè), ïîâåðõíîñòè ìîðñêîãî âåòðîâîãî âîëíåíèÿ, ïîëÿ
ôóíêöèè òîêà ïðè ãèïîòåçå î õàîòè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ è äð.
Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå âåêòîðíûå ñïåêòðàëüíûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû òóð-
áóëåíòíîñòè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òðàåêòîðèè ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòìîâ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.7. ÌÎÄÅËÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉ, ÑÂßÇÀÍÍÛÕ
Ñ ÒÎ×Å×ÍÛÌÈ ÏÎÒÎÊÀÌÈ ÏÀËÜÌÀ

2.7.1. Ïðîñòåéøàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñòàöèîíàð-
íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t;R), t ∈ [0, A], ñ çàäàííîé îäíîìåðíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (x) è íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R(u), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì

R′′(u) ≥ 0, u ≥ 0; |R′(0)| < +∞, R(0) = 1, R(+∞) = 0. (2.59)

Òàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

R(u) = e−u, u ≥ 0; çäåñü R′′(u) = |R′(u)| = e−u. (2.60)

Àëãîðèòì 2.15. 1. Ìîäåëèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

τk =
k∑
i=1

ηi, τ0 = 0, k = min{k′ : τk′ ≥ A}; (2.61)

çäåñü ηi � íåçàâèñèìûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, η1 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîò-
íîñòüþ q1(u) = −R′(u), u ≥ 0 (èç (2.59) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî R′(u) ≤ 0), à
ηi, i = 2, 3, . . . ñ ïëîòíîñòüþ q(u) = −R′′(u)/R′(0), u ≥ 0.

2. Ïðè t ∈ [τi−1, τi), i = 1, . . . , k ïîëàãàåì ξ̃(t;R) ≡ ξi, ãäå ξi � íåçàâèñèìûå ðåàëè-
çàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
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Îïðåäåëåíèå 2.14. Ñòàöèîíàðíûå ïîòîêè (2.61) íàçûâàþòñÿ ïîòîêàìè Ïàëü-
ìà.

Ïîòîêè Ïàëüìà ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàçðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ

R(η1) = α1, R′(ηi) = αiR
′(0), i = 2, 3, . . . ,

îòíîñèòåëüíî {ηi}. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (2.60) èìååì q1(u) =
q(u) = e−u, u ≥ 0 è ηi = − lnαi; ïðè ýòîì τk èç (2.61) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì
òî÷åê (ñì. ïðèìåð 2.2 èç ïîäðàçä. 2.4.2).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.59) çíà÷åíèå R(u) ðàâíî âåðîÿòíîñòè

R(u) = P(k = 0; u) = P(η1 > u),

è ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ ïîòîêîâ Ïàëüìà, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

E(ξ̃(t′;R) ξ̃(t′ + t;R)) = E(ξ̃(0;R) ξ̃(t;R)), E(ξ̃(t′;R) ξ̃(t′ + t;R)) =

= R(t)Eξ2 +(1−R(t)) (Eξ)2 è E((ξ̃(t′;R)−Eξ) (ξ̃(t′+ t;R)−Eξ)) = R(t) (Eξ2− (Eξ)2),

òî åñòü R(t) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïîñòðî-
åííîé ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.15 ìîäåëè ξ̃(t;R) ïðîöåññà ξ(t;R).

2.7.2. Ìîäèôèêàöèè ïðîñòåéøåé ìîäåëè. Ñòóïåí÷àòûé âèä òðàåêòîðèé ìî-
äåëüíîãî ïðîöåññà ξ̃(t;R) ÿâëÿåòñÿ íååñòåñòâåííûì äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé, ãäå ïîìèìî
âîñïðîèçâåäåíèÿ îñíîâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê æåëàòåëüíî èìåòü íåïðåðûâ-
íûå (èëè áëèçêèå ê íåïðåðûâíûì) òðàåêòîðèè ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â ñëó÷àå,
êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ξ áåçãðàíè÷íî äåëèìî (ñì. îïðåäåëåíèå 1.7 èç ðàçä. 1.9), òî åñòü

äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ξ = ξ
(n)
1 + . . . + ξ

(n)
n , ãäå ξ

(n)
j � íåçàâèñèìûå

è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F1/n(x),
âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 2.15.

Àëãîðèòì 2.16. Ðåàëèçóåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζn(t;R) =
∑n

j=1 ξ̃
(n)
j (t;R), ãäå ξ̃

(n)
j (t;R)

� íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R(u) è
ôóíêöèåé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F1/n(x) (ýòè ðåàëèçàöèè ñòðîèì ñîãëàñíî àëãî-
ðèòìó 2.15).

Ïðîöåññ ζn(t;R) èìååò îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå F (x) è êîððåëÿöèîííóþ ôóíê-
öèþ R(u). Ðåàëèçàöèè ζn(t;R) óëó÷øåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ξ̃(t;R) â ñìûñëå áëèçîñòè ê
íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì, òàê êàê ζn(t;R) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â ìåíüøèõ
îáëàñòÿõ, è ýòè çíà÷åíèÿ çàâèñèìû. Íà ïðàêòèêå àëãîðèòì 2.16 äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà F (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (ñì. ðàçä. 1.9),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.16 ìîæíî ñòðîèòü è
ãàóññîâñêèå ïðîöåññû (ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå áåçãðàíè÷íî äåëèìî), îäíàêî
çäåñü öåëåñîîáðàçíåå èñïîëüçîâàòü ìîäåëè èç ðàçä. 2.5 è 2.6.

Êëàññ ìîäåëèðóåìûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàñøèðèòü ñ ïîìîùüþ çàìå-
íû u íà (λu) è ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè ïî λ. Íàïðèìåð, åñëè "èñõîä-
íàÿ"êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä (2.60), òî "ðàíäîìèçèðîâàííàÿ"

Rrand(u) =

∫ +∞

0

e−λu µ(dλ),

ãäå µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà (0,+∞) òàêàÿ, ÷òî P(λ = 0) = 0 è
∫ +∞

0
λµ(dλ) < +∞. Â

ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Áåðíøòåéíà, èìåííî â òàêîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáóþ
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àáñîëþòíî ìîíîòîííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî ìîíîòîííà, åñëè (−1)k f (k)(u) ≥ 0; k = 0, 1, 2, . . .).
Äëÿ ôóíêöèè Rrand(u) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.59) è ïëîòíîñòè q1(u) è q(u) èìåþò âèä

q1(u) =

∫ +∞

0

λ e−λu µ(dλ), q(u) =

∫ +∞
0

λ2 e−λu µ(dλ)∫ +∞
0

λµ(dλ)
.

Åñëè ìåðû µ è λµ óäîáíî ìîäåëèðóþòñÿ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèé âåëè÷èí ηi; i =
1, 2, . . . öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè (ñì. ïîäðàçä.
1.6.1).

2.7.3. Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Èçëîæåííîå âûøå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(t;R); t ∈ T = [0, A1]× . . .× [0, Al] ñ áåç-
ãðàíè÷íî äåëèìûì îäíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

Àëãîðèòì 2.17. Äëÿ êàæäîãî j, j = 1, 2, . . . , n :
1) íà i�é êîîðäèíàòíîé îñè ñòðîèì ïîòîê Ïàëüìà {τ (i,j)

ki
} äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèè R(i)(ui), i = 1, . . . , l (ôóíêöèè R(i)(ui) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.59));

2) ïðè t = (t1, . . . , tl) ∈ [τ
(1,j)
k1−1, τ

(1,j)
k1

)× . . .× [τ
(l,j)
kl−1, τ

(l,j)
kl

) ïîëàãàåì

ξ̃
(n)
j (t; R̃) ≡ ξk1...kl

, R̃ = (R(1), . . . , R(l)),

ãäå ξk1...kl
� íåçàâèñèìûå äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ {ki} ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F1/n(x). Òîãäà îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå

βn(t; R1) =
n∑
j=1

ξ̃
(n)
j (t; R̃) (2.62)

èìååò îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå F (x) è íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ R1(u) =∏l
i=1R

(i)(ui).
Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ìîäåëü.
Àëãîðèòì 2.18. Ñòðîèì

γn(t; R2) =
l∑

i=1

ζ̃(i)
n (ti; R

(i)), ζ̃(i)
n (ti; R

(i)) =
n∑
j=1

ξ̃
(n,i)
j (ti; R

(i)), (2.63)

ãäå ξ̃
(n,i)
j (ti; R

(i)) � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèåé R(i)(ui) è ôóíêöèåé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F1/(nl)(x); ýòè ðåàëèçàöèè ìîäåëè-
ðóþòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.15. Ïîëå (2.63) èìååò îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå F (x) è
íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ R2(u) = (1/l)×

∑l
i=1R

(i)(ui).
Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî îñíîâíîå âðåìÿ ÝÂÌ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëåé (2.62) è (2.63)

èäåò íà ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F1/n(x) è F1/(nl)(x),
ìîäåëü (2.63) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íîé, òàê êàê äëÿ åå ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ ìîäå-
ëèðîâàòü â ñðåäíåì (ν l n) çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à äëÿ ìîäåëè (2.62) � (νl n)
çíà÷åíèé; çäåñü ν � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîòîêà Ïàëüìà íà êàæäîé êîîðäèíàòíîé
îñè.

Ìîäåëè (2.62) è (2.63) ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè õîòÿ áû â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè âîñïðî-
èçâîäÿò îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè R1(u) è R2(u). Êàê è â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êëàññ ìîäåëèðóåìûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàñøèðèòü,
çàìåíÿÿ ui â âûðàæåíèÿõ äëÿ R1(u) è R2(u) íà (λi ui) è ðåàëèçóÿ äîïîëíèòåëüíóþ
ðàíäîìèçàöèþ ïî ïàðàìåòðó λ = (λ1, . . . , λl). Íàïðèìåð, åñëè âñå "èñõîäíûå"R(i)(ui)
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ýêñïîíåíöèàëüíûå: R(i)(ui) = exp(−ui), ui ≥ 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå "ðàíäîìèçèðîâàí-
íûå"êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

R1,rand(u) =

∫
Λ

exp(−λ1 u1 − . . .− λl ul)µ(dλ), Λ = [0,+∞)l,

ãäå µ(λ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Λ, è

R2,rand(u) =
1

l

l∑
i=1

∫ +∞

0

exp(−λi ui)µi(dλi),

ãäå µi(λ) � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà [0,+∞).
2.7.4. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü: îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Çàìåòèì, ÷òî òðà-

åêòîðèè ïîñòðîåííûõ â àëãîðèòìàõ 2.16�2.18 ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé áåç ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà ïî êàæäîé êîîðäèíà-
òå D(T ) (ñì. ïîäðàçä. 2.1.1). Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôàêòà ñëàáîé ñõîäèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.3.
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê îäíîìåðíîé ìîäåëè ζn(t;R) èç àëãîðèòìà 2.16.

Ïðåäåëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζn(t;R) ïîëó÷àþòñÿ
èç ñëåäóþùèõ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé. Çàìåòèì ñíà÷àëà,
÷òî åñëè ϕ(w) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà ζn(t;R), òî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå ôóíêöèè ñëàãàåìûõ ξ̃
(n)
j (t;R) îäèíàêîâû è ðàâíû ϕn(w) = ϕ1/n(w) (òàê êàê õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ). Àíàëîãè÷íî, åñëè ϕmn(Tm;w1, . . . , wm), ãäå
Tm = (t1, . . . , tm), t1 ≤ . . . ≤ tm, � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ m�ìåðíîãî ÷àñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ ξ̃
(n)
j (t;R), òî ϕnmn(Tm;w1, . . . , wm) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû ζn(t;R). Êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîòîêà òî÷åê äëÿ ξ̃
(n)
j (t;R)

ðàçáèâàåò ôèêñèðîâàííûé íàáîð òî÷åê Tm (â ñìûñëå ïîïàäàíèÿ â îäèí è òîò æå ïîëó-

èíòåðâàë [τ
(j)
i−1, τ

(j)
i )) íà ïîäìíîæåñòâà ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê k

(s)
1 , . . . , k

(s)
ns , ãäå s � íîìåð

âàðèàíòà ðàçáèåíèÿ. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ âàðèàíòîâ ðàâíî 2m−1 (ýòîò ôàêò äîêà-
çûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè: î÷åðåäíàÿ òî÷êà ti, i = 1, . . . ,m ìîæåò ïîïàñòü ëèáî â îäèí ïî-
ëóèíòåðâàë ñ ti−1 äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàçáèåíèé (i− 1) òî÷åê, ëèáî â ñëåäóþùèé
ïîëóèíòåðâàë äëÿ òåõ æå âàðèàíòîâ, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ óäâîåíèå ÷èñëà âàðèàíòîâ).
Âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ î÷åðåäíîãî s-ãî âàðèàíòà îáîçíà÷èì ÷åðåç ps.

Óòâåðæäåíèå 2.14. Ïðåäåëüíûå m-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n → ∞ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ζn(t;R) èìåþò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

limn→∞ ϕnmn(Tm;w1, . . . , wm) =
∏2m−1

s=1

(∏ns

j=1 ϕ(wq(s,j) + . . .+ wq(s,j+1)−1)
)ps

=

= ψm(Tm;w1, . . . , wm), q(s, j) =
j−1∑
i=1

k
(s)
i + 1, q(s, 1) = 1,

(2.64)

ïðè÷åì ôóíêöèè ψm óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì åãî ïîäðîáíî äëÿ ñëó÷àÿm = 2. Îáîçíà÷èì ξ̃

(n)
j (ti;R) =

ξi, i = 1, 2 è t2 − t1 = ∆t. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R(u) = P(k = 0; u), èìååì

ϕ2n(T2;w1, w2) = E exp(i(ξ1w1 + ξ2w2)) = R(∆t)ϕ1/n(w1 + w2) + (1−R(∆t))ϕ1/n(w1)×

×ϕ1/n(w2) = R(∆t) exp((1/n) lnϕ(w1 + w2)) + (1−R(∆t)) exp((1/n) ln(ϕ(w1)ϕ(w2))).

Ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

ϕ2n(T2;w1, w2) = 1 + n−1
(
R(∆t) lnϕ(w1 + w2) + (1−R(∆t)) ln(ϕ(w1)ϕ(w2)

)
+ o(n−1).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî limn→∞(1 + A/n)n = eA, ïîëó÷àåì

ϕn2n(T2;w1, w2) → (ϕ(w1 + w2))
R(∆t) (ϕ(w1)ϕ(w2))

1−R(∆t) = ψ2(T2; w1, w2).

Ôóíêöèÿ ψ2(T2; w1, w2) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è, êðî-
ìå òîãî, ψ2(T2;w, 0) = ψ2(T2; 0, w) = ϕ(w), òî åñòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ m = 2
âûïîëíåíû. Äëÿm > 2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî (íî ôîðìóëû áîëåå ãðîìîçäêèå).

Ïðîäîëæàåì ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.3. Íåðàâåíñòâî (2.19) äëÿ l = 1 âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(|ζn(t3;R)− ζn(t2;R)|p |ζn(t2;R)− ζn(t1;R)|q) ≤ H1 (t3 − t1)
1+r (2.65)

ïðè t1 ≤ t2 ≤ t3, 0 ≤ p ≤ 2, 0 ≤ q ≤ 2, p+ q > 0, r > 0, H1 > 0.
Óòâåðæäåíèå 2.15. Åñëè |R′′(u)| < H2 íà [0, A] è ξ ≥ 0, ãäå ξ îáîçíà÷àåò ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî âûïîëíåíî (2.65) äëÿ p = q = r = 1,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü ζn(t;R) ñëàáî ñõîäèòñÿ â D([0, A]) ê ïðîöåññó, îïðåäåëÿåìîìó
ïðåäåëüíûìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (2.64), ñ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèåé R(u) è ôóíêöèåé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζn(t;R) (ñì.
àëãîðèòì 2.16) ñëåäóåò, ÷òî

|ζn(t′′;R)− ζn(t
′;R)| ≤

ν(t′′−t′)∑
i=1

(
ξ̂

(1)
i,n + ξ̂

(2)
i,n

)
,

ãäå t′ ≤ t′′, ν(t′′ − t′) � ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ {ξ̃(n)
j (t;R)} ðåàëèçàöèé ïî-

òîêà, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó òî÷êó â (t′, t′′); âåëè÷èíû ξ̂
(1)
i,n è ξ̂

(2)
i,n � ñîîòâåòñòâóþùèå

âêëàäû, òî åñòü íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñîãëàñíî
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F1/n(x) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (äàëåå äëÿ òàêèì îáðàçîì ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ξ̂i,n áåç âåðõíåãî èíäåêñà).
Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Âàëüäà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

E(|ζn(t3;R)− ζn(t2;R)| |ζn(t2;R)− ζn(t1;R)|) ≤ 4E(ν(t3 − t2) ν(t2 − t1)) (Eξ̂i,n)
2+

+nP
(
(ξ̃

(n)
j (t3;R)− ξ̃

(n)
j (t2;R)) (ξ̃

(n)
j (t2;R)− ξ̃

(n)
j (t1;R)) > 0

)
E(ξ̂i,n)

2.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

P
(
(ξ̃

(n)
j (t3;R)− ξ̃

(n)
j (t2;R)) (ξ̃

(n)
j (t2;R)− ξ̃

(n)
j (t1;R)) > 0

)
≤ H3 (t3 − t2)(t2 − t1),

E(ν(t3 − t2) ν(t2 − t1)) ≤ H4 n
2 (t3 − t2)(t2 − t1), Eξ̃

(n)
j =

Eξ

n
, Dξ̃

(n)
j =

Dξ

n
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E(|ζn(t3;R)− ζn(t2;R)| |ζn(t2;R)− ζn(t1;R)|) ≤ H5 (t3 − t2)(t2 − t1) ≤ H5 (t3 − t1)
2.

2.7.5. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü: ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Àíàëîãè÷íûå ðå-
çóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ìîäåëåé (2.62), (2.63).

Óòâåðæäåíèå 2.16. Åñëè |(R(i))′′(ui)| < H(i) íà [0, Ai], i = 1, . . . , l è ξ ≥ 0, òî
ìîäåëü βn(t; R1) ñëàáî ñõîäèòñÿ â D(T ) ê ïîëþ, îïðåäåëÿåìîìó ïðåäåëüíûìè êîíå÷íî-
ìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R1(u) è ôóíêöèåé îäíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.3. Ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàí-
íûõ ïðåäåëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîäåëè βn(t; R1) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé òî÷íî òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. óòâåð-
æäåíèå 2.14).

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü â ñîîòíîøåíèè (2.19) äëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî èç
(2.62) îòëè÷íà îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïàðàëëåëåïèïåäå

åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà îáúåìíîãî ïîòîêà {τ (i)
ki
}, i = 1, . . . , l. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ

îäíîìåðíûì ñëó÷àåì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.15) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

E
(
|∆h−

(i)βn(t1, . . . , ti−1, t
(1)
i , ti+1, . . . , tl)| |∆h+

(i)βn(t1, . . . , ti−1, t
(2)
i , ti+1, . . . , tl)|

)
≤

≤ H1 (t
(3)
i − t

(2)
i )(t

(2)
i − t

(1)
i )
( l∏
j=1

(i)hj

)2

(Eξ̂i,n)
2 + nP

(
|∆h−

(i)βn(t1, . . . , ti−1, t
(1)
i ,

ti+1, . . . , tl)| |∆h+
(i)βn(t1, . . . , ti−1, t

(2)
i , ti+1, . . . , tl)| > 0

)
E(ξ̂i,n)

2 ≤

≤ H2 (t
(3)
i − t

(2)
i )(t

(2)
i − t

(1)
i )
( l∏
j=1

(i)hj

)2

≤ H2 (t
(3)
i − t

(1)
i )2

( l∏
j=1

(i)hj

)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.19) äëÿ p = q = r = 1.
Óòâåðæäåíèå 2.17. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.16, òî ìîäåëü γn(t; R2)

ñëàáî ñõîäèòñÿ â D(T ) ê ïîëþ, îïðåäåëÿåìîìó ïðåäåëüíûìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðå-
äåëåíèÿìè, ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R2(u) è ôóíêöèåé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ìîäåëè (2.63) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäå-
íèé 2.14 è 2.15, òàê êàê ïîëå γn(t;R2) èç (2.63) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ζ̃
(i)
n (ti; R

(i)) òèïà ζn(t;R) èç àëãîðèòìà 2.16. Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðåäåëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëÿ (2.63) ïîëó÷à-
þòñÿ èç óòâåðæäåíèÿ 2.14 è òîãî ôàêòà, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ
âåëè÷èí

ψ̄m(T̄m; w̄1, . . . , w̄m) =
l∏

i=1

(
ψ(i)
m (T (i)

m ; w
(i)
1 , . . . , w(i)

m )
)1/l

,

à ÷àñòíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ψ
(i)
m (T

(i)
m ; w

(i)
1 , . . . , w

(i)
m ), i = 1, . . . , l, îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.64).
×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (2.19), òî äëÿ ìîäåëè γn(t; R2) ñìåøàííûå ðàçíîñòè ïîðÿä-

êà áîëüøå åäèíèöû òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ è ïðîâåðêà (2.19) ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå
óñëîâèÿ

E(|ζ̃(i)
n (t

(3)
i ;R(i))− ζ̃(i)

n (t
(2)
i ;R(i))| |ζ̃(i)

n (t
(2)
i ;R(i))− ζ̃(i)

n (t
(1)
i ;R(i))|) ≤ H̃(i) (t

(3)
i − t

(1)
i )2

(çäåñü ìû âíîâü ïîëîæèëè p = q = r = 1), êîòîðîå âûïîëíåíî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
2.15.

2.7.6. Ñâîéñòâà ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ìîäåëèðîâàíèå âåêòîðíûõ
ïîëåé. Óêàçàííûå â óòâåðæäåíèÿõ 2.14�2.17 ïðåäåëüíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è ïîëÿ
îáëàäàþò áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òàê êàê äëÿ ëþáîãîm è äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n ñóììû èç ζn(t;R), βn(t; R1) è γn(t; R2) ìîæíî ðàçáèòü íàm ÷àñòè÷íûõ ñóìì
îáúåìà k (mk = n) è çàòåì óñòðåìèòü k ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âåêòîðíûå ïîëÿ, âçÿâ â êà÷åñòâå
ξ ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðè ýòîì êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ìîäåëèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè îä-
íîãî èç ðàññìîòðåííûõ âûøå òèïîâ R1(u) è R2(u) íà êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó âåêòîðà
ξ. Êëàññ ìîäåëèðóåìûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé çäåñü òàêæå ìîæíî ðàñøèðèòü ïó-
òåì äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè êàêèì�ëèáî îáðàçîì ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ. Òåîðèÿ
ñëàáîé ñõîäèìîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé àíàëîãè÷íà ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ, ñëåäóåò òîëü-
êî çàìåíèòü çíàê ìîäóëÿ â (2.19) íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðíóþ íîðìó.

2.7.7. Ìîäåëèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåä. Ïîñòðîåííûå â ýòîì ðàçäåëå ÷èñ-
ëåííûå ñõåìû ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåä. Â ðÿäå
ðàáîò òðåõìåðíûå ìîäåëüíûå ïîëÿ âèäà (2.62) èñïîëüçîâàíû äëÿ øèðîêîìàñøòàáíûõ
ðàñ÷åòîâ ðàäèàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñïëîøíîé ñòîõàñòè÷åñêîé îáëà÷íîñòè. Íà îñ-
íîâå ñóùåñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-ñëîèñòîé ñòðóêòóðû îäíîìåðíûõ è òðåõ-
ìåðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåä, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ìîäåëè (2.62), óäàëîñü èñ-
ñëåäîâàòü âîçìîæíîñòè ÷àñòè÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî îñðåäíåíèÿ âåñîâûõ îöåíîê òåîðèè
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé ïëîòíîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî, â ÷àñòíî-
ñòè, îöåíèòü èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò
äåòåðìèíèðîâàííîé ñðåäû ê ñòîõàñòè÷åñêîé ñ òîé æå ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ.

ÃËÀÂÀ 3. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ

3.1. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ

3.1.1. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì.Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü l-êðàòíûé
èíòåãðàë

I =

∫
Rl

g(x) dx =

∫
g(x) dx. (3.1)

Çäåñü dx = dx1 . . . dxl, òî åñòü, ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ â ï. 0.3, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
Ðèìàíà. Ïåðåõîä ê ñëó÷àþ, êîãäà (3.1) � èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà íåñëîæåí. Âî
ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ èíòåãðàë (3.1) óäîáíåå çàïèñûâàòü â âèäå I =

∫
X
g(x) dx, ãäå X �

çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ x ∈ Rl, äëÿ êîòîðûõ g(x) 6= 0.
Âûáåðåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξl) â Rl

òàêóþ, ÷òî

f(x) ≥ 0;

∫
f(x) dx = 1 è f(x) 6= 0 ïðè g(x) 6= 0 äëÿ x ∈ Rl.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë (3.1) â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

I =

∫
g(x) dx =

∫
q(x) f(x) dx = Eζ, ãäå q(x) =

g(x)

f(x)
, ζ = q(ξ). (3.2)

Íà îñíîâàíèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñòðîèòñÿ
Àëãîðèòì 3.1. 1. Ðåàëèçóåì n âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, . . . , ξn ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ξ ñîãëàñíî âûáðàííîé ïëîòíîñòè f(x).
2. Âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà (3.1):

I ≈ ζ̄n =
1

n

n∑
i=1

ζi =
1

n

n∑
i=1

q(ξi). (3.3)
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Ñëåäóÿ [1�5], áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòì 3.1 ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (3.1). Åñëè ðàññìàòðèâàòü ξ1, . . . , ξn èç (3.3) êàê íàáîð
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ f(x), òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζ1 = q(ξ1), . . . , ζn = q(ξn) áóäóò òàêæå íåçàâèñèìûìè
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì I (ñì. ñîîòíîøåíèå (3.2)) è
äèñïåðñèåé

σ2 = Dζ = Eq2(ξ)− (Eq(ξ))2 =

∫
q2(x) f(x) dx− I2 =

∫
g2(x)

f(x)
dx− I2. (3.4)

Â ñâîþ î÷åðåäü, âåëè÷èíà ζ̄n èç (3.3) èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå I è äèñïåðñèþ
Dζ̄n = σ2/n.

3.1.2. Ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà. Åñëè âåëè÷èíà σ2 èç (3.4) êîíå÷-
íà, òî ïîãðåøíîñòü δn = |ζ̄n − I| àëãîðèòìà 3.1 ïðåäñòàâèìà â âèäå

δn =

∣∣∣∣∣Sn − nI

n

∣∣∣∣∣ =
σ√
n

∣∣∣∣∣Sn − nEζ

σ
√
n

∣∣∣∣∣,
ãäå Sn = ζ1 + . . .+ ζn. Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (Sn−nEζ)/(σ

√
n) áëèçêà ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðò-

íîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ω ∈ N(0, 1). Ïîýòîìó äëÿ ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
êîíñòàíòà βε, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P

(
δn ≤ βε

σ√
n

)
≈ P{|ω| < βε} ≥ 1− ε. (3.5)

Íàïðèìåð, äëÿ ε = 0.003 èìååì βε ≈ 3 (ýòî ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò "ïðàâèëî òðåõ
ñèãìà"). Èñïîëüçóþò òàêæå ε = 0.05 (ïðè ýòîì βε ≈ 2); ε = 0.32 (ïðè ýòîì βε ≈ 1);
ε = 0.5 (ïðè βε ≈ 0.6745). Ïîñëåäíÿÿ ïàðà ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàê íàçûâàåìîé
âåðîÿòíîé îøèáêè ìåòîäà rn = 0.6745σ/

√
n, äëÿ êîòîðîé

P(|ζ̄n − Eζ| < rn) ≈ P(|ζ̄n − E ζ| > rn).

Âåëè÷èíà rn èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ïîðÿäêà îøèáêè.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îïðå-

äåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n−1/2, òî åñòü îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèé çíàê ïîñëå çàïÿòîé âåëè÷èíû I (òî åñòü óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü ïðèìåðíî
â äåñÿòü ðàç) òðåáóåòñÿ â ñòî ðàç óâåëè÷èòü ÷èñëî èñïûòàíèé n. Ïîýòîìó õàðàêòåðíûå
÷èñëà èñïûòàíèé â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî âåñüìà âåëèêè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè îäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà I ñ ãëàäêîé ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèåé g(x) äëÿ x ∈ [a, b] ïîãðåøíîñòü ïðîñòåéøåé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ,
îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì n âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) èç (3.1), èìååò ïî-
ðÿäîê n−2 (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 3.10 èç ðàçä. 3.10) � íà ÷åòûðå ïîðÿäêà ëó÷øå ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî, à ÷óòü áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà èìååò åùå áîëåå âûñîêèé ïîðÿ-
äîê ïîãðåøíîñòè n−3. Óïîìÿíóòûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàê íàçû-
âàåìûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Íüþòîíà-Êîòåñà (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 3.10.1), ïîñòðîåíèå
êîòîðûõ îñíîâàíî íà èíòåãðèðîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíòåðïîëÿöèé ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè g(x). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ðàçìåðíîñòÿì l èíòåãðàëà
(3.1), áîëüøèõ åäèíèöû, è ïðè ðàññìîòðåíèè íåãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
g(x), x ∈ Rl, ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèé äëÿ g(x) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êóáàòóðíûõ
ôîðìóë çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ è ïîðÿäîê t ïîãðåøíîñòè δn ∼ n−t óìåíüøàåòñÿ ñ
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ðîñòîì l (ñì., íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå 3.11 èç ðàçä. 3.10). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè n−1/2

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (3.3) íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè l (ýòà ñêîðîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, â
òîì ÷èñëå, è äëÿ èíòåãðàëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè � ñì. äàëåå ãë. 4).
Ñâîéñòâà ôóíêöèè g(x) âëèÿþò ëèøü íà âåëè÷èíó Dζ èç (3.4).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ñëîæíûì ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì êîíêóðåíòîñïîñîá-
íîñòü ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî âîçðàñòàåò. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ 1 ≤ l ≤ 3 ïðåäïî-
÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü êóáàòóðíûå ôîðìóëû, äëÿ l ≥ 10 íå èìååò êîíêóðåíòîâ ïðî-
ñòåéøèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî èëè åãî ìîäèôèêàöèè, íàïðèìåð, ñâÿçàííûå ñ ââåäåíèåì
àïïàðàòà öåïåé Ìàðêîâà, îáðûâàþùèõñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ñì. ãë. 4). Äëÿ ðàç-
ìåðíîñòåé 3 < l < 10 èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå
ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. äàëåå ðàçä. 3.2 è 3.6). Ðÿä çàìå÷àíèé î ñîîò-
íîøåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñôîðìóëèðîâàí òàêæå â ðàçäåëàõ
3.9, 3.10.

3.1.3. Òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ó÷åòà âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâî-
äèòü îïòèìèçàöèþ àëãîðèòìà 3.1 çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ïëîòíîñòè f(x). Äåé-
ñòâèòåëüíî, çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ζ̄n ðàâíû s = nt, ãäå t � ñðåäíåå âðåìÿ
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ (çàòðàòàìè íà
ñóììèðîâàíèå è äåëåíèå íà n â ôîðìóëå (3.3) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Ïîëàãàÿ, ÷òî âåëè-
÷èíà βεσ/

√
n èç (3.5) îïðåäåëÿåò ïîãðåøíîñòü δn:

δn =
βεσ√
n
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè çàäàííîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè δn = δ = const è ïðè ôèêñèðîâàííîì
ε âûïîëíåíî

n = Aσ2; A =
β2(ε)

δ2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî èñïûòàíèé n ïðîïîðöèîíàëüíî äèñïåðñèè σ2 = Dζ, è ïîýòîìó
ìîæíî çàìåíèòü âåëè÷èíó s íà

S = t×Dζ. (3.6)

Âåëè÷èíà (3.6), íàçûâàåìàÿ òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ÿâëÿåòñÿ êðèòåðè-
åì êà÷åñòâà àëãîðèòìà 3.1. Òîò âûáîð ïëîòíîñòè f(x) ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå, äëÿ êîòîðîãî
âåëè÷èíà S ìåíüøå.

Íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà σ =
√

Dζ èç (3.5) äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå îöåíèâàíèå ñ ïîìî-
ùüþ ðåàëèçóåìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn. Ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå íåñëîæíî
ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) äëÿ q(u) = u2:

Dζ = Eζ2 − (Eζ)2 ≈ D(1)
n =

1

n

n∑
i=1

ζ2
i −

(
1

n

n∑
i=1

ζi

)2

. (3.7)

Åñëè â (3.7) òðàêòîâàòü ζ1, . . . , ζn êàê íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (òàê
æå êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ED(1)
n =

(
1− 1

n

)
Dζ. (3.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ED
(1)
n = Eζ2−Eζ̄2

n = Dζ−Dζ̄n, òàê êàê Eζ̄n = Eζ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Dζ̄n =

Dζ/n, ïîëó÷àåì (3.8). Íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçäåëèâ D
(1)
n
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íà (1− 1/n):

D(2)
n =

1

n− 1

n∑
i=1

ζ2
i −

1

n(n− 1)

(
n∑
i=1

ζi

)2

. (3.9)

Îòìåòèì, ÷òî çàìåíà â ñîîòíîøåíèè (3.5) âåëè÷èíû σ íà
√

Dn èçìåíÿåò "äîâåðè-
òåëüíóþ ãðàíèöó"βεσ/

√
n íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà O(1/n), åñëè Eζ4 < +∞.

Èìååòñÿ ðÿä ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøàòü äèñïåðñèþ Dζ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ èç (3.2) (ñì. äàëåå ðàçäåëû 3.2�3.9). Ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ âðåìåíè t íàïðàâëåíû,
êàê ïðàâèëî, íà îïòèìèçàöèþ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.

3.2. ÂÛÁÎÐÊÀ ÏÎ ÂÀÆÍÎÑÒÈ

3.2.1. Òåîðåìà î ìèíèìóìå äèñïåðñèè. Â ðàçäåëàõ 3.2�3.9 èññëåäóþòñÿ âîç-
ìîæíîñòè óìåíüøåíèÿ ìíîæèòåëÿ Dζ = σ2 â âûðàæåíèè äëÿ òðóäîåìêîñòè S = t×Dζ
àëãîðèòìà 3.1 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (3.4), (3.6)). Âî-ïåðâûõ, âûÿñíèì, äëÿ êàêîé ïëîòíîñòè
f(x) äèñïåðñèÿ (3.4) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ èç (3.2) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Óòâåðæäåíèå 3.1.Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ σ2
min ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîò-

íîñòü f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:

fmin(x) =
|g(x)|∫
|g(y)| dy

, (3.10)

è ðàâíà

σ2
min =

(∫
|g(x)| dx

)2

− I2. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (3.11) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé
âûðàæåíèÿ (3.10) â (3.4) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g2(x)/|g(x)| = |g(x)|. Äàëåå, èç ôîðìóë (3.4)
è (3.11) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2

min ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåé, òàê êàê äëÿ
ëþáîé ïëîòíîñòè f(x) âåëè÷èíà

σ2 − σ2
min =

(∫
g2(x)

f(x)
dx− I2

)
−

−

((∫
|g(x)| dx

)2

− I2

)
=

∫
g2(x)

f(x)
dx−

(∫
|g(x)| dx

)2

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé (òî åñòü âåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû |g(ξ)|/f(ξ),
ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x).

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå âàæíîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 3.1 äëÿ ñëó÷àÿ çíàêîïîñòîÿí-
íîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x).

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü

g(x) ≥ 0 ïðè x ∈ Rl. (3.12)

Åñëè
f(x) = g(x)/I ïðè x ∈ Rl, (3.13)

òî Dζ = σ2
min = 0.

Ïëîòíîñòè (3.10) è (3.13) íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I ïî òîé ïðè-
÷èíå, ÷òî íàõîæäåíèå âåëè÷èíû

∫
|g(y)| dy èç ñîîòíîøåíèÿ (3.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ ïî ñëîæíîñòè èñõîäíîé çàäà÷å (3.1) (â ñëó÷àå (3.12) � â òî÷íîñòè
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ýêâèâàëåíòíóþ). Áîëåå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ (3.12) àëãîðèòì 3.1 "âûðîæäàåòñÿ"è ïðèáëè-
æåííîå ðàâåíñòâî (3.3) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî I = (1/n)×

∑n
i=1 I.

3.2.2. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè è åå ïîãðåøíîñòü.Èç óòâåðæäåíèé 3.1 è 3.2 ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè S =
t × Dζ àëãîðèòìà 3.1, âûáèðàÿ ïëîòíîñòü f(x), áëèçêîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ H1) ê ôóíêöèè (3.10):

f(x) ≈ H1
|g(x)|∫
|g(y)| dy

. (3.14)

Àëãîðèòì 3.1 â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé ïî âàæíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àí-
ãëèéñêîìó òåðìèíó "important sampling". Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè
f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x), òî â òåõ ÷àñòÿõ îáëà-
ñòè X, â êîòîðûõ |g(x)| áîëüøå è âêëàä êîòîðûõ â èíòåãðàë I áîëåå ñóùåñòâåíåí, áóäåò
âûáèðàòüñÿ áîëüøå ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξi}.

Ñîîòíîøåíèå (3.14) ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ ïîëó÷èòü àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
(3.3) ñ ìàëîé äèñïåðñèåé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ (3.12). Îáîçíà÷èì
÷åðåç X çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ x ∈ Rl, äëÿ êîòîðûõ g(x) > 0. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî
f(x) = 0 ïðè x /∈ X.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

0 ≤ m1 ≤ q(x) =
g(x)

f(x)
≤ m2 < +∞, x ∈ X. (3.15)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ äèñïåðñèè

Dζ = Dq(ξ) ≤ (m2 −m1)
2

4
. (3.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

E

(
ζ − m1 +m2

2

)2

= E

(
(ζ − Eζ) +

(
Eζ − m1 +m2

2

))2

= Dζ+

+

(
Eζ − m1 +m2

2

)2

+ 2E

(
(ζ − Eζ)

(
Eζ − m1 +m2

2

))
= Dζ +

(
Eζ − m1 +m2

2

)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Dζ ≤ E

(
ζ − m1 +m2

2

)2

≤ (m2 −m1)
2

4
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî m1 ≤ ζ ≤ m2 (âåäü ζ = q(ξ)) è ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
ϕ(t) = t − (m1 + m2)/2, m1 ≤ t ≤ m2 ïðèíèìàåò ñâîå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t1 = m1 è t2 = m2.

Cëó÷àé m2 − m1 ≈ 0 ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ (3.14) äëÿ g(x) ≥ 0 äëÿ H1 ≈
m1 ≈ m2. Íåðàâåíñòâà (3.15) è (3.16) äàþò ñïîñîá àïðèîðíîé îöåíêè äèñïåðñèè ïðè
èñïîëüçîâàíèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè (3.14) äëÿ ñëó÷àÿ (3.12).

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =
1

(2π)5

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
e−(x2

1+...+x2
10)/2

√
1 +

sin2(x1 . . . x10)

4
dx1 . . . dx10.
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Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà 3.1 öåëåñîîáðàçíî ïîëîæèòü

f(x) = f(x1, . . . , x10) =
1

(2π)5
e−(x2

1+...+x2
10)/2 =

10∏
j=1

(
1√
2π

e−xj/2

)
. (3.17)

Ïðè ýòîì q(x) =
√

1 + (sin2(x1 . . . x10))/4 è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.15) äëÿ m1 = 1
è m2 =

√
5/2. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξ10), ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî ïëîò-

íîñòè (3.17), ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{ξj}. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.139) èç ðàçä. 1.10, ïîëó÷àåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξi =
(ξ1,i, . . . , ξ10,i), ãäå

ξ2s−1,i =

√
− lnα

(s)
1,i sin 2πα

(s)
2,i , ξ2s,i =

√
− lnα

(s)
1,i cos 2πα

(s)
2,i ,

s = 1, . . . , 5; i = 1, . . . , n. Ôîðìóëà (3.3) èç àëãîðèòìà 3.1 èìååò âèä

I ≈ 1

n

n∑
i=1

√
1 + (sin2(ξ1,i . . . ξ10,i))/4.

Ïîãðåøíîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
√

Dζ/n. Ñîãëàñíî ñîîòíî-
øåíèþ (3.16), äèñïåðñèÿ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé Dζ ≤ (m2−m1)

2/4 ≈ 3.6×10−3.
Áîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Dζ äàþò ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè âèäà (3.7),(3.9).

3.2.3. Âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü. Âîçìîæíîñòü âûáîðà ïëîòíîñòè
âèäà (3.14) ïîçâîëÿåò òàêæå îáåñïå÷èòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè (3.4) ïðè âû÷èñëåíèè
íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x)√
x
dx,

ãäå ϕ(x) � íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) 6= 0. Åñëè â êà÷åñòâå f(x) âû-
áðàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ξ = α (òî åñòü f(x) ≡
1, 0 < x < 1), òî îöåíêà q(ξ) = ϕ(α)/

√
α èìååò áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþ (3.4) è àëãîðèòì

3.1 íåïðèìåíèì. Îäíàêî ìîæíî âûáðàòü ïëîòíîñòü f(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòíîøå-
íèå |g(x)|/f(x) (à ñ íèì è äèñïåðñèÿ Dq(ξ)) áûëè îãðàíè÷åíû. Òàêîé ïðèåì íàçûâàþò
âêëþ÷åíèåì îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü. Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü f(x) = 1/(2

√
x)

(ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà ξ = α2), è òîãäà îöåíêà q(ξ) = 2ϕ(ξ) èìååò
óæå êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ (3.4).

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð èìååò "èñêóññòâåííûé"õàðàêòåð, ò.ê. ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, êàê
ïðàâèëî, íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ (ñì. ïîäðàçä. 3.1.2).
Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íåñëîæíî ïîñòðîèòü ìíîãîìåðíûé àíàëîã ïðèìåðà 3.2, è ÷òî îïè-
ñàííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé èëëþñòðàöèåé òîãî, ÷òî ïðîñòîòà ðåàëèçà-
öèè òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî íå ãàðàíòèðóåò ýôôåêòèâíîñòü
ýòîãî àëãîðèòìà.

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îïèñûâàþòñÿ îáîáùåí-
íûìè ôóíêöèÿìè:

I =

∫
s(x)

(
A∑
j=1

ϕj(x)δ(Fj(x))

)
dx, A = J ∨∞.
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Çäåñü ôóíêöèè ϕj(x) ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ Γj,
îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè Fj(x) = 0. Êàê ïðàâèëî, ñòàíäàðòíûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû
íå äàþò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîäñ÷åòà òàêèõ èíòåãðàëîâ. Âûáåðåì äîïóñòèìóþ
ïëîòíîñòü âèäà

f(x) =
A∑
j=1

pj ψj(x) δ(Fj(x)).

Çäåñü ôóíêöèè ψj(x) ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ Γj,
à {pj} � âåðîÿòíîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x ∈ Γj âûïîëíåíî f(x) = pj ψj(x), ïåðåïèøåì
èñõîäíûé èíòåãðàë â âèäå (3.2):

I =

∫
s(x)

(
A∑
j=1

ϕj(x)δ(Fj(x))

pj ψj(x)
pj ψj(x)

)
dx =

=

∫ ( A∑
j=1

s(x)ϕj(x)δ(Fj(x))

pj ψj(x)

)
f(x) dx = Eζ.

Çäåñü

ζ =
A∑
j=1

s(ξ)ϕj(ξ)δ(Fj(ξ))

pj ψj(ξ)
,

à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü àëãîðèòì 3.1, ïðè÷åì ïðè ìîäåëèðîâàíèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξi ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè (àëãîðèòì 1.20): ñíà÷àëà ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pj} âûáèðàåòñÿ
íîìåð mi, à çàòåì ñîãëàñíî ïëîòíîñòè ψmi

(x) ðåàëèçóåòñÿ òî÷êà ξi íà ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè Γmi

. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â îöåíêó (3.3) ðàâåí ζi = s(ξi)ϕmi
(ξi)/(pmi

ψmi
(ξi)).

Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.1 íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ Dζ
äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè

f(x) ∼
A∑
j=1

|s(x)|ϕj(x) δ(Fj(x)).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ìû îöåíèâàåì ñóììó àáñîëþòíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∑∞
j=1 aj, ðåàëèçóÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pj âåëè÷èíó aj/pj è áåðÿ ñðåäíåå

àðèôìåòè÷åñêîå òàêèõ ðåàëèçàöèé â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ (3.3), òî íàèìåíüøàÿ äèñ-
ïåðñèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿì {pj}, ïðîïîðöèîíàëüíûì {|aj|}.

3.2.4. Ïîñòðîåíèå ïëîòíîñòè f(x) êàê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè |g(x)|. Èç ñîîò-
íîøåíèÿ (3.14) ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü êëàññè-
÷åñêèå (÷àùå âñåãî � êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå) ïðèáëèæåíèÿ ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè g(x) âèäà

f(x) = H2LM |g(x)| = H2

M∑
m=1

wm(g)χm(x). (3.18)

Çäåñü {χm(x)} � çàäàííûå "áàçèñíûå"ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå ñ çàäàííûìè óçëîâûìè
òî÷êàìè {x1, . . . ,xM}, êîýôôèöèåíòû {wm(g)} çàâèñÿò îò çíà÷åíèé g = (|g(x1)|, . . . , |g(xM)|),
à H2 � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî
âàæíîñòè ìîæíî ïðè÷èñëèòü ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ � ñì. äàëåå ðàçä. 5.3.
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Çäåñü âîçíèêàþò òðåáîâàíèÿ "ìîäåëèðóåìîñòè"ïðèáëèæåíèÿ LM |g(x)|, ñâÿçàííûå ñ
íåîáõîäèìîñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x). Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (àëãîðèòì
1.20). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {wm(g)}. Êðîìå òîãî, "áà-
çèñíûå"ôóíêöèè {χm(x)} äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ èçâåñòíûõ ïðèáëèæåíèé âèäà (3.18) ïîêàçàëè, ÷òî òðå-
áîâàíèÿì "ìîäåëèðóåìîñòè"íàèëó÷øèì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿåò êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà (ñì. äàëåå ðàçä. 5.3). Çäåñü "áàçèñíûå"ôóíêöèè {χm(x)}
ïðîïîðöèîíàëüíû B-ñïëàéíàì (ñì. ïîäðàçä. 1.8.5) è ñâîéñòâî "ìîäåëèðóåìîñòè"ïðèáëè-
æåíèÿ (3.18) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1.17.

3.2.5. Èñïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííîé âûáîðêè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

Ξ = (ξ1, . . . , ξn), n� 1 (3.19)

(èëè ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî íàáîðà) l�ìåðíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(x) = Ag(x), x ∈ X ⊆ Rl, (3.20)

ãäå A = const è g(x) � çàäàííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì X � çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà òåõ x ∈ Rl, äëÿ êîòîðûõ g(x) > 0. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

A = 1/I, ãäå I =

∫
X

g(x) dx,

ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, èñïîëüçóÿ íàáîð Ξ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííîé âû-
áîðêîé.

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé öå-
ïåé Ìàðêîâà, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì (3.19) ñòðîèòñÿ ïðè-
áëèæåíèå ïëîòíîñòè (3.20).

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà I ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 3.1. Êàê îòìå÷àëîñü â ïîäðàçä. 3.2.1, íàïðÿìóþ èñïîëü-
çîâàòü ïëîòíîñòü (3.20) â àëãîðèòìå 3.1 íåâîçìîæíî, òàê êàê íàì íåèçâåñòíà êîíñòàíòà
A. Ñëåäóþùèé ïðèåì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâåííóþ âûáîðêó (3.19) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëà I.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ G(x), çàäàííóþ íà X, òàêóþ, ÷òî G(x) 6= 0 ïðè x ∈ X, G(x) =
0 ïðè x 6∈ X è èçâåñòíî çíà÷åíèå J èíòåãðàëà J =

∫
X
G(x) dx. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî â âèäå
J

I
=

∫
X

G(x)

g(x)
f(x) dx = EζG,

ãäå ζG = G(ξ)/g(ξ).
Àëãîðèòì 3.2. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó J/I ñîãëàñíî àëãîðèòìó 3.1, èñïîëüçóÿ ñóùå-

ñòâåííûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ (3.19):

J

I
≈ ζ̄G,n =

1

n

n∑
i=1

ζG,i =
1

n

n∑
i=1

G(ξi)

g(ξi)
è ïîëàãàåì I ≈ J

ζ̄G,n
. (3.21)
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà 3.2. Èç ñîîòíîøåíèé (3.5), (3.21) ñëå-
äóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ε âûïîëíåíî

ζ̄G,n =
J

I
+ β

√
DζG
n

, |β| < βε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I ≈ J

J/I + β
√

DζG/n
=

I

1 + v
, v =

βI

J

√
DζG
n

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âåëè÷èíà v ìàëà, è ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ ϕ(v) =
I/(1 + v) â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

I ≈ I − Iv +O(v2) = I − β I2

J

√
DζG
n

+O(1/n).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà 3.2 èìååò ïî âåðîÿòíî-
ñòè ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè 1/

√
n, è ÷òî ïðè âûáîðå ôóíêöèèG(x) ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü

âåëè÷èíó
S1 = t1 × (DζG/J

2),

ãäå t1 � ñðåäíåå âðåìÿ ÝÂÌ, çàòðà÷èâàåìîå íà âû÷èñëåíèå îäíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ζG (ñì. ñîîòíîøåíèå (3.21)). Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 3.1
íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ìíîæèòåëü (DζG/J

2) ìèíèìàëåí â ñëó÷àå, êîãäà G(x) = g(x),
èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ G(x) æåëàòåëüíî âûáèðàòü áëèçêîé ê ôóíêöèè g(x). Â
êà÷åñòâå G(x), â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x).

Åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ G(x) òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: G(x) ≥ g(x) ïðè
x ∈ X, G(x) = 0 ïðè x 6∈ X,

∫
X
G(x) dx < ∞, è, êðîìå òîãî, èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå

ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ(1), èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f1(x) =
G(x)∫

X
G(x) dx

, (3.22)

òî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (àëãîðèòì 1.24) ñ ìàæîðàíòîé g1(x) = G(x) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ñóùåñòâåííûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, èìåþùèõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (3.20). Äëÿ ìèíèìèçàöèè çàòðàò àëãîðèòìà 1.24 íóæíî âûáèðàòü ìàæîðàíòó
G(x), áëèçêóþ ê g(x) (ñì. ïîäðàçä. 1.7.2).

Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâåííàÿ âûáîðêà (3.19) íå çàäàíà è ñòà-
âèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû A (èëè èíòåãðàëà I), òî íå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷àòü
ñóùåñòâåííûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ (3.19) ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.24 è ïðèìåíÿòü àë-
ãîðèòì 3.2, à ëó÷øå èñïîëüçîâàòü âûáîðêó ïî âàæíîñòè: âûáðàòü íåîòðèöàòåëüíóþ
ôóíêöèþ G(x) (íå îáÿçàòåëüíî ìàæîðàíòó), áëèçêóþ ê g(x) è òàêóþ, ÷òî ìîäåëèðóþ-
ùèå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè (3.22) ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè,
è ïðèìåíèòü àëãîðèòì 3.1 ñ ïëîòíîñòüþ f(x), òîæäåñòâåííî ðàâíîé ôóíêöèè f1(x) èç
(3.22).

3.3. ÂÛÁÎÐÊÀ ÏÎ ÂÀÆÍÎÑÒÈ ÏÎ ×ÀÑÒÈ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

3.3.1. Ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ íà äâå ãðóïïû. Â ðàçäåëàõ 3.3�3.5 ïðåäñòàâ-
ëåíû ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ, îñíîâàííûå íà ðàçáèåíèè ïåðåìåííûõ x =
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(x1, . . . , xl) íà äâå ãðóïïû: u = (x1, . . . , xk1), v = (xk1+1, . . . , xl), 0 < k1 < l, è ïðåäñòàâ-
ëåíèè èíòåãðàëà (3.2) ôîðìóëîé ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

I =

∫
g(x) dx =

∫
q(x)f(x) dx =

∫ ∫
q(u,v) f(u,v) du dv =

= Eq(γ) = Eq(ξ,η) = EξEη(q(γ)|ξ) =

∫
Eη(q(γ)|u)fξ(u) du. (3.23)

Çäåñü γ � l-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u,v) è
ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò k1-ìåðíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξk1) è k2-ìåðíîãî âåêòîðà
η = (η1, . . . , ηk2), k1 + k2 = l. Êðîìå òîãî, â ñîîòíîøåíèè (3.23) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
Eη(q(γ)|u) =

∫
q(u,v)fη(v|u) dv,

fξ(u) =

∫
f(u,v) dv, fη(v|u) = f(u,v)/fξ(u). (3.24)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âîñïðîèçâîäèò ïðåäñòàâëåíèå (1.69), (1.70) äëÿ âåêòîðà γ =
(ξ,η) (ñì. ïîäðàçä. 1.5.1). Ðàâåíñòâî (3.23) ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë
(3.24) ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ôóáèíè î ïðåäñòàâëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà â âèäå ïîâòîðíîãî.

3.3.2. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè ïî ïåðåìåííîé u. Â ðÿäå ïðèëîæåíèé âîçíèêàåò
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Èíòåãðàë (3.2) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà 3.1,
ïðè÷åì ïëîòíîñòü fη(v|u) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.24) çàäàíà è òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïëîò-
íîñòü fξ(u), ìèíèìèçèðóþùóþ âåëè÷èíó äèñïåðñèè σ2 èç ôîðìóëû (3.4). Â ýòîì ñëó÷àå

àëãîðèòì 3.1 ñ îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ fξ,min(u) íàçûâàþò âûáîðêîé ïî âàæíîñòè ïî

÷àñòè ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî

σ2 =

∫
du

fξ(u)

∫
g2(u,v) dv

fη(v|u)
− I2.

Îáîçíà÷èì

g1(u) =

(∫
g2(u,v) dv

fη(v|u)

)1/2

è ïåðåïèøåì ôîðìóëó (3.4) â âèäå

σ2 =

∫
g2
1(u) du

fξ(u)
− I2. (3.25)

Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.1 äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå 3.4. Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ σ2

min âèäà (3.25) ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå,
êîãäà ïëîòíîñòü fξ(u) ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè g1(u), òî åñòü

fξ,min(u) =
g1(u)∫
g1(w) dw

=

(∫
g2(u,v) dv

fη(v|u)

)1/2
/∫ (∫

g2(w,v) dv

fη(v|w)

)1/2

dw (3.26)

è ðàâíà

σ2
min =

(∫
g1(u) du

)2

− I2 =

(∫ (∫
g2(u,v) dv

fη(v|u)

)1/2

du

)2

− I2. (3.27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå (3.27) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ñî-
îòíîøåíèÿ (3.26) â (3.25). Äàëåå, èç ôîðìóë (3.25) è (3.27) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà σ2

min

ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåé, òàê êàê äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè fξ(u) âåëè÷èíà

σ2 − σ2
min =

∫
g2
1(u)

fξ(u)
du−

(∫
g1(u) du

)2

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé (òî åñòü âåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû g1(ξ)/fξ(ξ),

ãäå âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(u).

Ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
g(u,v) dv = E

(
g(u,η)

fη(η|u)

)
,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíûé âûáîð
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ (3.26),
ïðîïîðöèîíàëüíîé êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ñðåäíåãî êâàäðàòà ñîîòâåòñòâóþùåãî "âêëà-
äà"â îöåíêó èíòåãðàëà (3.1).

3.4. ÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÆÈÄÀÍÈÉ

3.4.1. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì åùå îäíó âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (3.23) äëÿ óìåíüøåíèÿ ìíîæèòåëÿ Dζ èç (3.6). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

q1(u) = Eη(q(γ)|u) =

∫
q(u,v)fη(v|u) dv (3.28)

ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè äëÿ êàæäîãî u. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.23) èìååì

I =

∫
q1(u)fξ(u) du = Eζ(1), ãäå ζ(1) = q1(ξ). (3.29)

Àëãîðèòì 3.3. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (3.29) ïî ôîðìóëå

I = Eζ(1) ≈ ζ̄(1)
n =

1

n

n∑
i=1

q1(ξi),

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ è ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ξi} ðàñïðåäåëåíû
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(u).

Àëãîðèòì 3.3 íàçûâàþò ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Ýòîò àëãîðèòì ñîâ-
ïàäàåò ñ àëãîðèòìîì 3.1 äëÿ èíòåãðàëà (3.29) ðàçìåðíîñòè k1, ìåíüøåé ÷åì l. Ïîýòîìó
àëãîðèòì 3.3 ÷àñòî íàçûâàþò ìåòîäîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

3.4.2. Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Äîêàæåì ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 3.5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî � ôîðìóëà ïîëíîé äèñïåðñèè:

Dζ = Dζ(1) + EξDη(q(γ)|ξ), (3.30)

ò.å. ïîëíàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà ñóììå äèñïåðñèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.4), (3.23), (3.24), èìååì

Dζ −Dζ(1) =

∫ ∫
q2(u,v)f(u,v) du dv −

∫
q2
1(u) fξ(u) du =

=

∫ [∫
q2(u,v)fη(v|u) dv −

(∫
q(u,v)fη(v|u) dv

)2
]
fξ(u) du = EξDη(q(γ)|ξ).

Èç ôîðìóëû (3.30) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
Dζ(1) íå ïðåâîñõîäèò ïîëíîé äèñïåðñèè Dζ.

3.4.3. Î òðóäîåìêîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Èòàê, íàì óäàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò óìåíüøèòü äèñïåðñèþ
Dζ. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî ôóíêöèÿ q1(u) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñëîæíîé ôóíêöèåé, ÷åì q(u,v), è, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå
ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà 3.3, ìîãóò ïðåâçîéòè çàòðàòû àëãîðèòìà 3.1. Îêîí÷àòåëüíûé
âûáîð àëãîðèòìà äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí òðóäîåìêîñòåé (3.6).

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =

∫
X

(1/v) du dv, (3.31)

ãäå äâóìåðíàÿ îáëàñòü X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè u =
2, v = 1 è u = v.

Çäåñü è äàëåå òåñòîâîé íàçûâàåòñÿ çàäà÷à ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì, íà ïðèìåðå êî-
òîðîé èçó÷àþòñÿ òå èëè èíûå îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà (3.31) ðàâíà

I =

∫ 2

1

du

∫ u

1

1

v
dv = 2 ln 2− 1 ≈ 0.38630.

Ðåàëèçóåì àëãîðèòì 3.1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (3.31). Â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(u, v)
ðàññìîòðèì f(u, v) ≡ 2 ïðè (u, v) ∈ X; ýòî ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé òî÷êè γ = (ξ, η) â òðåóãîëüíèêå X. Òîãäà I = Eζ = Eq(γ), ãäå q(γ) = 1/(2η).

Íàéäåì ïëîòíîñòü fη(v) =
∫ 2

v
f(u, v) du = 2(2−v). Äëÿ ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η ïðèìåíÿåì ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: η = 2−
√
α è òîãäà

I ≈ 1

2n

n∑
i=1

1

2−√αi
. (3.32)

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû q(γ) ðàâíà

Dζ = Dq(γ) =

∫ 2

1

du

∫ u

1

1

(2v)2
dv − I2 =

1

2
(1− ln 2)− (2 ln 2− 1)2 ≈ 0.0043.

Òåïåðü ðåàëèçóåì àëãîðèòì 3.3. Èíòåãðèðóÿ ïî v, ïîëó÷àåì, ÷òî fξ(u) =
∫ u

1
2 dv =

2(u− 1) è, ñëåäîâàòåëüíî,

q1(u) =

∫ u

1

1

2v

2

2(u− 1)
dv =

lnu

2(u− 1)
.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíà Fξ(u) = (u−1)2 è ìîäåëèðóþùàÿ
ôîðìóëà (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ ≥ 1) èìååò âèä ξ = 1 +

√
α. Ñëåäîâàòåëüíî,

I ≈ 1

2n

n∑
i=1

ln(1 +
√
αi)√

αi
. (3.33)

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ(1) = q1(ξ) ìåíüøå äèñïåðñèè Dζ:

Dζ(1) = Dq1(ξ) =

∫ 2

1

ln2 u

u− 1
du− I2 ≈ 0.0010.

Îäíàêî, ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.32), (3.33), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåàëèçàöèÿ îäíîãî âû-

áîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ
(1)
i = q1(ξi) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òðóäîåìêîé, ÷åì

ðåàëèçàöèÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ζi = q(γi). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè òðóäîåì-
êîñòåé àëãîðèòìîâ 3.1 è 3.3 òðåáóåò çäåñü îòäåëüíîãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Îêîí-
÷àòåëüíûé âûâîä î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà 3.3 âìåñòî àëãîðèòìà
3.1 çàâèñèò, â ÷àñòíîñòè, îò òîãî, êàê ðåàëèçîâàíî â äàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé � ëîãàðèôìà è êîðíÿ êâàäðàòíîãî � èç ôîðìóë
(3.32), (3.33).

3.5. ÌÅÒÎÄ ÐÀÑÙÅÏËÅÍÈß

3.5.1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà η. Ñëåäóþùàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (3.23) äëÿ óìåíü-
øåíèÿ äèñïåðñèè Dζ ñâÿçàíà ñ ðåàëèçàöèåé äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
{ηk} äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè q1(u) = Eη(q(γ)|u) èç (3.28) ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî.

Àëãîðèòì 3.4. Ðåàëèçóåì n íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé {ξi} ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(u). Äëÿ êàæäîãî ξi ïîëó÷àåì K(ξi) íåçàâèñèìûõ

ðåàëèçàöèé ηi,k ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(v|ξi). Ïðèáëèæåííî âû-
÷èñëÿåì èíòåãðàë (3.2) ïî ôîðìóëå

I = Eζ(K) ≈ 1

n

n∑
i=1

1

K(ξi)

K(ξi)∑
k=1

q(ξi,ηi,k), ãäå ζ(K) =
1

K(ξ)

K(ξ)∑
k=1

q(ξ,ηk) (3.34)

è ηk � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (êàê η) ñëó÷àéíûå âåêòîðû.
Àëãîðèòì 3.4 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè K(ξ) ≡ 1 (òî

åñòü "ðàñùåïëåíèÿ"êàê òàêîâîãî íå ïðîèñõîäèò), òî àëãîðèòì 3.4 ïðåâðàùàåòñÿ â àë-
ãîðèòì 3.1 (òî åñòü ζ(K) = ζ), ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ γi = (ξi,ηi) ðåàëèçóþòñÿ ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 1.11 (ñì. ðàçä. 1.5): çíà÷åíèå ξi ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(u),

à ηi � ñîãëàñíî óñëîâíîé ïëîòíîñòè fη(v|ξi).
Ðàâåíñòâî I = Eζ(K) èç ñîîòíîøåíèÿ (3.34) ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì âåêòîð ~η =
(
η1, . . . ,ηK(ξ)

)
. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ, ïîëó÷àåì

Eζ(K) = EξE~η(ζ(K)|ξ) = Eξ

E~η

(∑K(ξ)
k=1 q(ξ,ηk)|ξ

)
K(ξ)

 =
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= Eξ

(
Eη
(
q(ξ,η)|ξ

)
K(ξ)

K(ξ)

)
= EξEη

(
q(ξ,η)|ξ

)
= Eq(γ) = I.

3.5.2. Âûáîð ïàðàìåòðîâ îäíîêðàòíîãî ðàñùåïëåíèÿ. Èññëåäóåì äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ(K). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.5, èìååì

Dζ(K) = DξE~η(ζ(K)|ξ) + EξD~η(ζ(K)|ξ).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò âåêòîðà ~η, èìååì

Dζ(K) = DξEη(q(γ)|ξ) + Eξ

(
Dη(q(γ)|ξ)

K(ξ)

)
.

Ïóñòü t0 � ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ, à t1(ξ) �
ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ η ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ.
Òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζ

(K)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ζ(K) ðàâíî
t(K) = t0 + Eξ

(
K(ξ)t1(ξ)

)
.

Îïòèìàëüíûé âàðèàíò ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé K(ξ), ìèíèìèçè-
ðóþùåé âåëè÷èíó

S(K) = t(K)Dζ(K). (3.35)

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê íàéäåì îïòèìàëüíîå K â áîëåå ïðîñòîì âàðèàíòå ìåòîäà
ðàñùåïëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî K(ξ) ≡ K = const. Â ýòîì ñëó÷àå

t(K) = t0 +Kt1, Dζ(K) = A0 + A1/K,

ãäå
t1 = Eξt1(ξ), A0 = DξEη(q(γ)|ξ), A1 = EξDη(q(γ)|ξ).

Èññëåäóåì íà ìèíèìóì ôóíêöèþ S(r) = (t0 + t1r)(A0 + A1/r) ïðè r > 0. Âû÷èñëÿÿ
ïðîèçâîäíóþ

S ′(r) =
A0t1
r2

(
r2 − A1t0

A0t1

)
è ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âåëè÷èí A0, A1, t0, t1 è ïåðåìåííîé r, ïîëó÷àåì, ÷òî rmin =√

A1t0
A0t1

. Òàêèì îáðàçîì, â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî K ñëåäóåò âû-

áèðàòü öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê rmin:

Kopt ≈
√
A1t0
A0t1

.

Âåëè÷èíû t0, t1, A0 è A1 ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèâàòü ïî ðåçóëüòàòàì ñïåöèàëüíûõ
ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äèñ-
ïåðñèé Dζ(K1),Dζ(K2) è âðåìåíè t(K1), t(K2) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K1, K2 è ðå-
øèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ò.å. âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè

t0 =
K2t

(K1) −K1t
(K2)

K2 −K1

; t1 =
t(K1) − t(K2)

K2 −K1

;

A0 =
1

K2 −K1

(
K2Dζ

(K2) −K1Dζ
(K1)
)
; A1 =

K1K2

K2 −K1

(
Dζ(K1) −Dζ(K2)

)
.
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Ïðè ýòîì ïîëåçíî êîððåëèðîâàòü âûáîðêè äëÿ çíà÷åíèé ζ(K1), ζ(K2).
3.5.3. Âûáîð ïàðàìåòðîâ ìíîãîêðàòíîãî ðàñùåïëåíèÿ. Àëãîðèòì 3.4 ìîæíî

ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ðàçáèåíèÿ ïåðåìåííûõ íà (M + 1) ãðóïï. Ðàñùåïëåíèå ïðî-
èçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ðîñòîì íîìåðà ãðóïïû. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ
äëÿ âðåìåíè ðåàëèçàöèè è äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè:

t(K) = t0 +K1t1 +K1K2t2 + . . .+K1K2 . . . KM tM ; K = (K1, . . . , KM);

Dζ(K) = A0 +
A1

K1

+ . . .+
AM

K1K2 . . . KM

.

Çäåñü tm � ñðåäíåå âðåìÿ ðåàëèçàöèè îäíîãî ýêñïåðèìåíòà â ïðåäåëàõ îòm-ãî äî (m+1)-
ãî ðàñùåïëåíèÿ, à Am � ñðåäíåå çíà÷åíèå óñëîâíîé äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþùåé m-ìó
ðàñùåïëåíèþ, ïðè÷åì Kopt

m ≈
√

(Amtm−1)/(Am−1tm).
Ìîäåëèðîâàíèå öåëåñîîáðàçíî êîíñòðóèðîâàòü òàê, ÷òîáû öåïî÷êà ðàñùåïëåíèé áû-

ëà ïî âîçìîæíîñòè îäíîðîäíîé è âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà Am−1/Am = a, tm−1/tm = b,
ãäå m = 1, . . . ,M . Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Km îäèíàêîâû è ðàâíû K1 = . . . =
KM = k = (b/a)1/2. Âû÷èñëèâ âåëè÷èíû Dζ(K1),Dζ(K2) è t(K1), t(K2), ãäå K1 = (k1, . . . , k1)
è K2 = (k2, . . . , k2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî a è b:

t(K1)

t(K2)
=

(
1 +

M∑
m=1

km1 b
m

)(
1 +

M∑
m=1

km2 b
m

)−1

;
Dζ(K1)

Dζ(K2)
=

(
1 +

M∑
m=1

am

km1

)(
1 +

M∑
m=1

am

km2

)−1

.

Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ñïðàâåäëèâîñòè ðà-
äè îòìåòèì, ÷òî ìíîãîêðàòíîå ðàñùåïëåíèå îòíîñèòåëüíî ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàê-
òèêå, òàê êàê äëÿ ýòîãî ìåòîäà ýêîíîìèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ íå âñåãäà îêóïàåò çíà÷è-
òåëüíîå óñëîæíåíèå ðàñ÷åòíûõ ïðîãðàìì è òðóäíîñòè â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ.

3.5.4. Ðàñùåïëåíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïðè-
ìåíèì òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ξ è η (à çíà÷èò, è q(γ)) èìåþò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ïðåâðàùàþòñÿ â ñóììû.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü óñïåõà p äëÿ áåðíóëëèåâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ϕ : P(ϕ = 1) = p, P(ϕ = 0) = 1 − p, ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååòñÿ àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé ïîëó÷àòü ðåàëèçàöèè {ϕi} ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Eϕ = p,
ìîæíî îöåíèâàòü èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ïî ôîðìóëå òèïà (3.3):

p ≈ ϕ1 + . . .+ ϕn
n

. (3.36)

Ïóñòü òàêæå èìåþòñÿ àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè çàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ è η òàêèõ, ÷òî

P(ξ = 1) = p0, P(ξ = 0) = 1− p0, P(η = 1|ξ = 0) = 0,

P(η = 0|ξ = 0) = 1, P(η = 1|ξ = 1) = p1, P(η = 0|ξ = 1) = 1− p1, (3.37)

ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî p0p1 = p. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

q(u, v) =

{
0 ïðè v = 0,
1 ïðè v = 1.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî p = p0p1 = Eq(ξ, η), è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (3.34). Îïèñàííûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.
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Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü p ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç
ñëîé âåùåñòâà {x, y, z : 0 ≤ z ≤ H}. Ðåàëèçóåì n òðàåêòîðèé áëóæäàíèÿ ÷àñòèö â
ñëîå, ïîëàãàÿ, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â âåùåñòâå ïðÿìîëèíåéíûìè "ïðîáåãà-
ìè"ñëó÷àéíîé äëèíû; â êîíöå êàæäîãî ïðîáåãà ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ îíà ìîæåò
ïîãëîòèòüñÿ èëè ðàññåÿòüñÿ ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó. Èñòî÷íèê ÷àñòèö ðàñïîëîæåí íà
ïëîñêîñòè z = 0. Â êà÷åñòâå ϕ ðàññìîòðèì áåðíóëëèåâñêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êî-
òîðàÿ ðàâíà åäèíèöå, åñëè ÷àñòèöà âûëåòàåò èç ñëîÿ ÷åðåç ïëîñêîñòü z = H, è íóëþ,
åñëè ÷àñòèöà ïîãëîùàåòñÿ èëè âûëåòàåò èç ñëîÿ ÷åðåç ïëîñêîñòü z = 0. Ñòàíäàðòíûé
àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (3.36).

Ìîäèôèêàöèÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà (ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôèê-
ñèðóåòñÿ òî÷êà ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ïëîñêîñòè z = z0 (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ïëîñêîñòüþ ðàñùåïëåíèÿ); èç ýòîé òî÷êè "èñïóñêàåòñÿ"K "íîâûõ"íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö,
äëÿ êîòîðûõ ðåçóëüòàò ïðîõîæäåíèÿ ñëîÿ ó÷èòûâàåòñÿ ñ "âåñîì"1/K (çäåñü, êàê è ðà-
íåå, ìû ïîëàãàåì K(ξ) ≡ K = const). Â êà÷åñòâå ξ òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå, åñëè ÷àñòèöà ïåðåñåêëà ïëîñêîñòü ðàñùåïëåíèÿ
(âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ îáîçíà÷èì p0), è íóëþ èíà÷å. Ñîîòâåòñòâåííî η � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå, åñëè "íîâàÿ"÷àñòèöà, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè ðàñùåï-
ëåíèÿ, äîñòèãàåò ïëîñêîñòè z = H (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ îáîçíà÷èì p1), è íóëþ
èíà÷å. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.37).

Èññëåäóåì âîïðîñ î âûáîðå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ z0 èK, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþ
âûøå òåîðèþ îïòèìèçàöèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

A0 = DξEη

(
q(γ)|ξ

)
= p2

1p0(1− p0) = pp1(1− p0),

A1 = EξDη

(
q(γ)|ξ

)
= p1(1− p1)p0 = p(1− p1);

çäåñü γ = (ξ, η).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî t1 = t0p0, òî åñòü ñðåäíåå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîé

òðàåêòîðèè "íîâîé"÷àñòèöû ðàâíî ñðåäíåìó âðåìåíè áëóæäàíèÿ äî ðàñùåïëåíèÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà S(K) èç (3.35) ðàâíà

S(K) = t0(1 +Kp0)p
(
p1(1− p0) +

1− p1

K

)
.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî Kopt ≈
√

(1− p1)/(p(1− p0)) (çäåñü, êàê è ðàíåå, çíàê
"≈"îçíà÷àåò, ÷òî áåðåòñÿ áëèæàéøåå ê ýòîìó çíà÷åíèþ íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â S(K), ïîëó÷àåì

S
(K)
0 = t0p(

√
p1(1− p0) +

√
p0(1− p1))

2.

Ðàññìîòðåâ S
(K)
0 êàê ôóíêöèþ îò p0 > 0 (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p1 = p/p0), íåñëîæíî

ïîëó÷èòü, ÷òî ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè p0 = p1 =
√
p. Òàêîé âûáîð

p0, p1 è ñîîòíîøåíèå t1 = t0p0 îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð z0. Òàêèì îáðàçîì,
ìèíèìóì òðóäîåìêîñòè ðàâåí

S
(K)
opt = 4t0p

√
p(1−√p).

Ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø îò ââåäåíèÿ ðàñùåïëåíèÿ ðàâåí

S(1)

S
(K)
opt

=
t0(1 +

√
p)p(1− p)

4t0p
√
p(1−√p)

=
(1 +

√
p)2

4
√
p

.
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Åñëè âåðîÿòíîñòü p ìàëà, òî K ≈ 1/
√
p è S(1)/S

(K)
opt = 1/(4

√
p).

3.6. ÂÛÄÅËÅÍÈÅ ÃËÀÂÍÎÉ ×ÀÑÒÈ

3.6.1. Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî èíòåãðàëà. Ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ äàþò
îäèí èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ.

Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíà áëèçêàÿ ê g(x) ôóíêöèÿ g0(x), äëÿ êîòîðîé ëåãêî âû÷èñëÿåò-
ñÿ èíòåãðàë I0 =

∫
g0(x) dx (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è âûñîêîé

òî÷íîñòüþ). Òîãäà äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ïðèåì âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè, êîòîðûé îñíîâàí
íà ñîîòíîøåíèè

I = I0 +

∫
(g(x)− g0(x)) dx.

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåé ñóììå ïðèìåíÿåì àëãîðèòì 3.1 è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

I = Eζ(0), ãäå ζ(0) = I0 + q(ξ)− q0(ξ), q0(ξ) =
g0(ξ)

f(ξ)
,

à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x).
Äèñïåðñèÿ Dζ(0) ðàâíà D(q(ξ) − q0(ξ)) è ìîæåò áûòü ìàëîé, åñëè g0(x) õîðîøî àï-

ïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ g(x).
3.6.2. Ïðèìåð óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òåñòîâóþ çàäà-

÷ó.
Ïðèìåð 3.5. Èññëåäóåì îñíîâíîé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è åãî ìîäèôèêàöèþ (âûäå-

ëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè) íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

(ex1...x20 − 1) dx1 . . . dx20 ≈ 9, 54 · 10−7.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå f(x) ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â äâàäöàòèìåðíîì
åäèíè÷íîì êóáå G20: f(x) ≡ 1, x ∈ G20. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.2) èìååì

I = Eζ, ζ = eα1...α20 − 1.

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî Dζ ≈ 3 · 10−10. Ó÷èòûâàÿ âèä ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä
Òåéëîðà, öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü g0(x1, . . . , x20) = x1 × . . . × x20, ïðè
ýòîì

I0 = 2−20 è ζ(0) = 2−20 + eα1...α20 − 1− α1 × . . .× α20.

Çàìåòèì, ÷òî

Dζ(0) ≈ 1

4

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

(x1 × . . .× x20)
4 dx1 . . . dx20 =

5−20

4
≈ 2, 5 · 10−15,

òî åñòü äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ íà ïÿòü ïîðÿäêîâ.
3.6.3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè g0(x). Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè g0(x)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå (÷àùå âñåãî � êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå) ïðèáëèæå-
íèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) (â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè
ìîæíî ïðè÷èñëèòü ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ � ñì. äàëåå ðàçä. 5.3). Çäåñü, â îòëè÷èå îò ïîäõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðêîé ïî
âàæíîñòè (ñì. ïîäðàçä. 3.2.4), íå íóæíû äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ "ìîäåëèðóåìî-
ñòè"(ò.å. ôóíêöèÿ g0(x) íå äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
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ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, äëÿ êîòîðîãî èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ). Åñëè ðàçíîñòü (g(x)− g0(x)) ðàâíîìåðíî ìàëà, òî â êà÷åñòâå f(x) ìîæíî
âûáðàòü ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ X.

Âåñüìà ÷àñòî íà ïðàêòèêå áûâàåò èçâåñòíî ïðèáëèæåíèå g0(x) ê ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè g(x) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ c. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âû-
áîðêà ïî âàæíîñòè îò òàêîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñèò. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ c ïðè âûäåëåíèè ãëàâíîé ÷àñòè. Ïåðåïèøåì îöåíêó
ζ(0) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ζ(0) = q(ξ) + c(I0 − q0(ξ)) = ζ + cη, ãäå η = I0 − q0(ξ).

Ìèíèìóì äèñïåðñèè
Dζ(0) = Dζ + c2Dη + 2cE[(ζ − I)η]

äîñòèãàåòñÿ ïðè cmin = −E[(ζ − I)η]/Dη è ðàâåí

(Dζ(0))min = Dζ − (E[(ζ − I)η])2

Dη
= Dζ(1− r2),

ãäå r � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ζ è η.
Âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå äëÿ cmin âåëè÷èíó êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà E[(ζ − I)η]

ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ñìåùåííàÿ (õîòÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ) îöåíêà èíòåãðàëà I. Ìîæíî, îäíàêî, ïî-
ñòðîèòü è íåñìåùåííóþ îöåíêó ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Ðàññìîòðèì îöåíêó

I ≈ ζ̃(0)
n =

1

n

n∑
i=1

(
g(ξi)

f(ξi)
+ ci

(
I0 −

g0(ξi)

f(ξi)

))
,

ãäå

ci = − 1

(n− 1)Dη
×

∑
j=1,...,n;j 6=i

((
g(ξj)

f(ξj)
− I

)(
I0 −

g0(ξj)

f(ξj)

))
.

Âåëè÷èíà ci ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ cmin ïî
âñåì íàáëþäåíèÿì, êðîìå i-ãî. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû ci è I0 − g0(ξi)/f(ξi) íåçàâè-

ñèìû. Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò íåñìåùåííîñòü îöåíêè ζ̃
(0)
n . Ìîæíî òàêæå

ïîêàçàòü, ÷òî

Dζ̃(0)
n =

Dζ

n
(1− r2) +O

(
1

n2

)
,

ò.å. ïðè áîëüøèõ n îöåíêà ζ̃
(0)
n ïî ñâîåé ýôôåêòèâíîñòè ïðàêòè÷åñêè íå óñòóïàåò îïòè-

ìàëüíîé.

3.7. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ×ÀÑÒÈ ÎÁËÀÑÒÈ

3.7.1. Ðàçäåëåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíàëîã àë-
ãîðèòìà âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè. Äîïóñòèì, ÷òî èíòåãðàë I =

∫
X
g(x) dx ïðåäñòàâëåí

â âèäå (3.2) è óäàåòñÿ âû÷èñëèòü (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è
âûñîêîé òî÷íîñòüþ) èíòåãðàëû ïî íåêîòîðîé ÷àñòè X2 îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿX ⊆ Rl:∫

X2

q(x)f(x) dx = I2 è

∫
X2

f(x) dx = i2,
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ãäå 0 < i2 < 1. Çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x /∈ X.
Êàê ïðàâèëî, âûãîäíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë (3.2) â âèäå ñóììû

I = I2 +

∫
X1

q(x)f(x) dx = I2 +

∫
X1

i1q(x)f1(x) dx = Eζ(1), (3.38)

ãäå X1 = X\X2, i1 = 1 − i2, ζ
(1) = I2 + i1q(ξ

(1)), à ξ(1) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàñïðå-
äåëåííûé â X1 ñîãëàñíî óñå÷åííîé ïëîòíîñòè f1(x) = f(x)/i1. Çàìåíà àëãîðèòìà 3.1
íà àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ (3.38), íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòè îáëàñòè. Åñëè îáëàñòü X2 áëèçêà ê X, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìû âûäåëÿåì ãëàâíóþ ÷àñòü (ñì. ðàçä. 3.6). Îäíàêî îïèñàííûé ïðèåì âûãîäåí è òîãäà,
êîãäà îáëàñòü X2 çàìåòíî ìåíüøå îáëàñòè X, ïðàâäà, è ïîíèæåíèå äèñïåðñèè â ýòîì
ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 3.6).

3.7.2. Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè îáîñíîâûâàåò

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Dζ(1) ≤ i1σ
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.4) è îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè èìååì

i1σ
2 = i1

(∫
X

q2(x)f(x) dx− I2

)
= i1

∫
X1

q2(x)f(x) dx + i1

∫
X2

q2(x)f(x) dx− i1I
2,

Dζ(1) = i21Dq(ξ
(1)) = i21

∫
X1

q2(x)f1(x) dx−
(
i1

∫
X1

q(x)f1(x) dx

)2

=

= i1

∫
X1

q2(x)f(x) dx−
(∫

X1

q(x)f(x) dx

)2

.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

i1σ
2 −Dζ(1) = i1

∫
X2

q2(x)f(x) dx− i1I
2 +

(∫
X1

q(x)f(x) dx

)2

.

Çàìåòèì, ÷òî(∫
X1

q(x)f(x) dx

)2

= (I − I2)
2 è

∫
X2

q2(x)f(x) dx = ∆ + I2
2/i2,

ãäå ∆ =
∫
X2

(q(x)− I2/i2)
2f(x) dx ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

i1σ
2 −Dζ(1) = i1(∆ + I2

2/i2)− i1I
2 + (I − I2)

2 = i1∆+

+I2
2/i2 + i2I

2 − 2II2 = i1∆ + (I2/
√
i2 −

√
i2I)

2 ≥ 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
3.7.3. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñå÷åííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ∈ X ñîãëàñ-
íî ïëîòíîñòè f(x), òî äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(1) ∈ X1 ⊂ X ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãî-
ðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñå÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. àëãîðèòì
1.27 èç ïîäðàçä. 1.7.5). Ïðè ýòîì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè ïðàêòè÷åñêè
íå äàåò âûèãðûøà, ò.ê. óìåíüøåíèå äèñïåðñèè âèäà i1σ

2 ñî÷åòàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ìîäåëèðîâàíèÿ â ñðåäíåì P(ξ ∈ X)/P(ξ ∈ X1) = 1/i1 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ξ.

Áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðîçûãðûø ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(1) íåïîñðåä-
ñòâåííî â îáëàñòè X1 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f1(x).
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Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îáúåì D̄ òðåõìåðíîé ôèãóðû D, îãðàíè-
÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ (â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, φ))

r = a+ h t(θ, φ), ãäå − 1 ≤ t(θ, φ) ≤ 1 è a− h > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X2 è X âïèñàííûé â D è îïèñàííûé îêîëî D øàðû, ðàäèóñû è îáúåìû
êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a − h, a + h è X̄2, X̄. Çàìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà
ðàâíà èíòåãðàëó

D̄ =

∫
X

χD(x1, x2, x3) dx1dx2dx3,

ãäå χD(x1, x2, x3) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà D. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àëãîðèòì 3.1 ñî ñëó-
÷àéíûì âåêòîðîì ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), èìåþùèì ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â
X:

f(x) =
1

X̄
=

3

4π(a+ h)3
, x = (x1, x2, x3) ∈ X.

Ýòîò àëãîðèòì äàåò ïðèáëèæåíèå

D̄ = X̄ EχD(ξ) ≈ X̄

n

n∑
i=1

χD(ξi). (3.39)

Ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
âûâîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç ïîäðàçä. 1.10.3:

ξ1 = r̂ sin θ̂ cos φ̂, ξ2 = r̂ sin θ̂ sin φ̂, ξ3 = r̂ cos θ̂; (3.40)

r̂ = (a+ h)α
1/3
1 , cos θ̂ = 1− 2α2, φ̂ = 2πα3. (3.41)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè çíà÷åíèé χD(ξ) âû÷èñëåíèÿ (3.40) ìîæíî íå îñóùåñòâëÿòü,
à ëèøü ïðîâåðÿòü óñëîâèå

r̂ ≤ a+ h t(θ̂, φ̂), (3.42)

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî χD(ξ) = 1 (èíà÷å χD(ξ) = 0).
Âûäåëèì òåïåðü îáúåì X̄2 = (4/3)π(a− h)3 øàðà X2:

D̄ = X̄2+

∫
X1

χD(x) dx, ãäå X1 = X\X2 = {(x1, x2, x3) : (a−h)2 < x2
1+x

2
2+x

2
3 < (a+h)2}.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäèôèêàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè:

D̄ = E
(
X̄2 + X̄1χD(ξ(1))

)
≈ X̄2 +

X̄1

n

n∑
i=1

χD(ξ
(1)
i ), (3.43)

ãäå ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ξ(1) = (ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(1)
3 ) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â X1 ñîãëàñíî ïëîò-

íîñòè

f1(x) =
1

X̄1

=
3

4π ((a+ h)3 − (a− h)3))
, x ∈ X1.

Ïî àíàëîãèè ñ ðåàëèçàöèåé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé òî÷êè â øàðå ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðåàëèçàöèè
ñëó÷àéíîé òî÷êè ξ(1), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â øàðîâîì ñëîå X1. Ýòè ôîðìóëû
ñîâïàäàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.40) è (3.41) äëÿ ξi = ξ

(1)
i ; i = 1, 2, 3 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî ïî-äðóãîìó âû÷èñëÿåòñÿ êîìïîíåíòà r̂:

r̂(1) =
3

√
α

(1)
1 (a+ h)3 + (1− α

(1)
1 )(a− h)3. (3.44)
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Ïðè ïîäñ÷åòå χD(ξ(1)) èç (3.43) ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ (3.40), à ëèøü ïðî-
âåðÿòü óñëîâèå (3.42) äëÿ r̂ = r̂(1).

Èç ôîðìóë (3.39) � (3.44) ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ îöå-
íîê (3.39) è (3.43) ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû, â òî âðåìÿ êàê

D(X̄χD(ξ)) > D(X̄2 + X̄1χD(ξ(1))),

òàê êàê
D(X̄χD(ξ)) = X̄D̄ − D̄2 = D̄(X̄ − D̄),

D(X̄2 + X̄1χD(ξ(1))) = X̄1(D̄ − X̄2)− (D̄ − X̄2)
2 = (D̄ − X̄2)(X̄ − D̄);

çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî X̄1 + X̄2 = X̄. Òàêèì îáðàçîì,

D(X̄2 + X̄1χD(ξ(1)))

D(X̄χD(ξ))
=
D̄ − X̄2

D̄
≤ X̄ − X̄2

X̄2

=
(4π/3)((a+ h)3 − (a− h)3)

(4π/3)(a− h)3
≤ 6h(a+ h)2

(a− h)3
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà èìååò àñèìïòîòèêó 6h/a ïðè h→ 0.

3.8. ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÒÈÂÎÏÎËÎÆÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

3.8.1. Ïðîñòàÿ ñèììåòðèçàöèÿ. Óìåíüøåíèå òðóäîåìêîñòè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü îäíîêðàòíûé èíòåãðàë I0 =

∫ b
a
g(x) dx ïî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó a < x < b.

Åñëè âçÿòü f(x) ≡ 1/(b−a) ïðè x ∈ (a, b), òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.2) ïîëó÷àåì I0 = Eζ(0),
ãäå ζ(0) = (b− a)g(a+ (b− a)α) è α � ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì òåïåðü
ñèììåòðèçîâàííóþ ôóíêöèþ g(1)(x) = (g(x) + g(a+ b− x)) /2 è çàìåòèì, ÷òî

I0 =

∫ b

a

g(1)(x) dx = Eζ(1), ãäå ζ(1) = (b− a)g(1)(a+ (b− a)α).

Àëãîðèòì 3.1 ñ îöåíêîé ζ(1) (âìåñòî ζ(0)) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîòèâîïîëîæíîé ïå-
ðåìåííîé èëè ìåòîäîì ñèììåòðèçàöèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè (â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå äëÿ ýòîãî ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí 'antithetic variates'). Çàìåòèì, ÷òî
Dζ(1) ≤ Dζ(0), òàê êàê

Dζ(0)−Dζ(1) = (b−a)
∫ b

a

g2(x) dx− b− a

4

∫ b

a

(g2(x)+2g(x)g(a+b−x)+g2(a+b−x)) dx =

=
b− a

4

∫ b

a

(g2(x)−2g(x)g(a+b−x)+g2(a+b−x)) dx =
b− a

4

∫ b

a

(g(x)−g(a+b−x))2 dx ≥ 0,

çäåñü èñïîëüçîâàíî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî
∫ b
a
g2(x) dx =

∫ b
a
g2(a + b − x) dx. Îäíàêî äëÿ

ðàñ÷åòà îäíîãî çíà÷åíèÿ ζ(1) íàäî âû÷èñëèòü äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(x). Ïîýòîìó òðó-
äîåìêîñòü àëãîðèòìà 3.1 ñ îöåíêîé ζ(1) áóäåò ìåíüøå òðóäîåìêîñòè ìåòîäà ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ïåðåìåííîé ñ îöåíêîé ζ(0) òîëüêî òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà Dζ(1) ïî êðàéíåé
ìåðå âäâîå ìåíüøå, ÷åì Dζ(0). Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé g(x) ýòî âñåãäà
âûïîëíåíî.

Óòâåðæäåíèå 3.7. Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a, b) ôóíêöèÿ g(x) ìîíîòîííà, òî
Dζ(1) ≤ (1/2)Dζ(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè g(x)
ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè (è ìîíîòîí-
íîñòè) g(x), ïðàâäà, ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü íèæåñëåäóþùåå äîêà-
çàòåëüñòâî, ââîäÿ èíòåãðàëû Ñòèëòüåñà âìåñòî èíòåãðàëîâ Ðèìàíà.
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Èç âûðàæåíèé äëÿ äèñïåðñèé

Dζ(0) = (b− a)

∫ b

a

g2(x) dx− I2
0 è

2Dζ(1) = (b− a)

∫ b

a

g2(x) dx+ (b− a)

∫ b

a

g(x)g(a+ b− x) dx− 2I2
0

âûòåêàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(b− a)

∫ b

a

g(x)g(a+ b− x) dx ≤ I2
0 . (3.45)

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî g(x) íå óáûâàåò è g(b) > g(a). Ââåäåì âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

G(x) = (b− a)

∫ x

a

g(a+ b− v) dv − (x− a)I0,

êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êîíöàõ îòðåçêà a ≤ x ≤ b. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè
G′(x) = (b−a)g(a+ b−x)− I0 ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè÷åì G′(a) > 0 è G′(b) < 0. Çíà÷èò,
ôóíêöèÿ G(x) ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à çàòåì óáûâàåò íà îòðåçêå [a, b], è, ñëåäîâàòåëüíî,

G(x) ≥ 0 ïðè a ≤ x ≤ b. Òîãäà èíòåãðàë
∫ b
a
G(x)g′(x) dx íåîòðèöàòåëåí. Ïðîèíòåãðèðî-

âàâ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì∫ b

a

G(x)g′(x) dx = G(x)g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

g(x)G′(u) du ≥ 0 èëè

∫ b

a

g(x)G′(x) dx ≤ 0.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ G′(x), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (3.45).
Ñëó÷àé íåâîçðàñòàíèÿ g(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, òàê êàê ïðè ýòîì G(x) ≤ 0
è g′(x) ≤ 0.

3.8.2. Ñëîæíàÿ ñèììåòðèçàöèÿ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ðàñ÷åòîâ ìîæíî
òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëîæíóþ ñèììåòðèçàöèþ, ïðè êîòîðîé èíòåðâàë (a, b) ðàçáèâàåòñÿ
íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé è äëÿ êàæäîé èç íèõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîòèâîïîëîæíîé
ïåðåìåííîé.

Ïóñòü (a, b) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Îáîçíà÷èì c = (a+ b)/2. Òîãäà

I0 =

∫ c

a

g(x) dx+

∫ b

c

g(x) dx =
1

2

∫ c

a

(g(x) + g(a+ c−x)) dx+
1

2

∫ b

c

(g(x) + g(c+ b−x)) dx.

Â ïåðâîì èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = 2x − a, êîòîðàÿ ïðåîá-
ðàçóåò èíòåðâàë (a, c) â (a, b), à âî âòîðîì � çàìåíó y = 2x − b, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò
èíòåðâàë (c, b) â (a, b). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

I0 =

∫ b

a

g(2)(y) dy = Eζ(2), ãäå ζ(2) = (b− a)g(2)(a+ (b− a)α),

g(2)(y) =
1

4

[
g

(
a+ y

2

)
+ g

(
2a+ b− y

2

)
+ g

(
b+ y

2

)
+ g

(
2b+ a− y

2

)]
.

Ïðèìåð 3.7. Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I0 =

∫ 1

0

(2− 3x− x2) dx =
1

6
,
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òî åñòü çäåñü a = 0, b = 1 è g(x) = 2 − 3x − x2. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ
îöåíîê

ζ(0) = 2− 3α− α2, ζ(1) = α− α2, ζ(2) = (1/8)(1 + 2α− 2α2).

Çàòðàòû íà ïîëó÷åíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ζ(0), ζ(1) èëè ζ(2) ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû â
òî âðåìÿ, êàê

Dζ(0) =

∫ 1

0

(2− 3x− x2)2 dx− 1

36
=

41

30
− 1

36
=

241

180
,

Dζ(1) =

∫ 1

0

(x− x2)2 dx− 1

36
=

1

30
− 1

36
=

1

180
,

Dζ(2) =
1

64

∫ 1

0

(1 + 2x− 2x2)2 dx− 1

36
=

9

320
− 1

36
=

1

2880
=

1

16
× 1

180
.

3.8.3. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå. Ê ñîæàëåíèþ, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåí-
íîé, âåñüìà íàãëÿäíûå è ýôôåêòèâíûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçäêèìè
ïðè ïåðåõîäå ê ôóíêöèÿì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ìíîãîêðàòíûõ
èíòåãðàëîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñèììåòðèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî
âäîëü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ áîëåå ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå íàðÿäó ñ òðàåêòîðèåé, èìå-
þùåé ñëó÷àéíîå íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ω0, ðåàëèçóåòñÿ òðàåêòîðèÿ
ñ íà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì −ω0. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ òðóäîåì-
êîñòè ðàñ÷åòîâ.

Èçâåñòíû òàêæå ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ëîêàëüíîé ñèììåòðèçàöèè
â ìàëûõ ïîäìíîæåñòâàõ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü ñëó÷àéíî âûáðàííîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññëîåííîé âûáîðêè íà êëàññàõ ãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ
ôóíêöèé (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 3.9.5).

3.9. ÌÅÒÎÄ ÐÀÑÑËÎÅÍÍÎÉ ÂÛÁÎÐÊÈ

3.9.1. Âûáîðêà ïî ãðóïïàì. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (3.2) èíòåãðàëà I =
∫
X
g(x) dx.

Çàïèøåì âåëè÷èíó I â âèäå

I =
M∑
m=1

∫
Xm

q(x)f(x) dx,

ãäå Xm � ïîäîáëàñòè X, èìåþùèå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìåðû íóëü, ïðè÷åì X = X1 ∪
. . . ∪XM . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pm =

∫
Xm

f(x) dx, Im =

∫
Xm

q(x)f(x) dx, fm(x) =
f(x)

pm

ïðè x ∈ Xm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x 6∈ X. Òîãäà p1 + . . . + pM = 1. Êðîìå
òîãî, I1 + . . . + IM = I è Im = E

(
pmq(ξ

(m))
)
, ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ(m) ðàñïðåäåëåí â

Xm ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x).
Àëãîðèòì 3.5. Ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ Im ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó

àëãîðèòìó 3.1 ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé nm

Im ≈
pm
nm

nm∑
im=1

q(ξ
(m)
im

) è ïîëàãàåì I ≈ ζ̄(M)
n =

M∑
m=1

pm
nm

nm∑
im=1

q(ξ
(m)
im

), (3.46)
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çäåñü n = n1 + . . .+ nM .
Àëãîðèòì 3.5 îïðåäåëÿåò ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè èëè âûáîðêó ïî ãðóïïàì. Ýòîò

àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ ïðè M = 2 îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè èç ðàçä.
3.7, òàê êàê ïîñëåäíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èíòåãðàë I2 èçâåñòåí (â òî âðåìÿ êàê â àëãî-

ðèòìå 3.5 ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî ïî âûáîðêå {ξ(2)
i2
}).

3.9.2. Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè ìåòîäà ðàññëîåííîé âûáîðêè. Ñðàâíèì äèñ-
ïåðñèþ Dζ̄n = Dζ/n ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà 3.1 âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I (çäåñü ñëó÷àéíûå

òî÷êè ξ âûáèðàþòñÿ âî âñåé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X) è äèñïåðñèþ Dζ̄
(M)
n ìåòîäà

ðàññëîåííîé âûáîðêè ïðè óñëîâèè, ÷òî ôèêñèðîâàíû ÷èñëî èñïûòàíèé (äëÿ âûáîð-
êè ïî ãðóïïàì � ñóììàðíîå ÷èñëî èñïûòàíèé) n è ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ
X = X1 ∪ . . . ∪XM . Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (3.4) èìååì

Dζ(M)
n =

M∑
m=1

(
pm
nm

)2 nm∑
im=1

Dq(ξ
(m)
im

) =
M∑
m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
, (3.47)

ãäå

Dq(ξ(m)) =
1

pm

∫
Xm

q2(x)f(x) dx−
(
Im
pm

)2

; (3.48)

çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξ(m)
im
}.

Óòâåðæäåíèå 3.8. Ìèíèìóì âåëè÷èíû Dζ̄
(M)
n ðàâåí

d2
n =

1

n

(
M∑
m=1

pm

√
Dq(ξ(m))

)2

. (3.49)

Ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò Dζ̄n è ðåàëèçóåòñÿ ïðè

nm = npm

√
Dq(ξ(m))

/
M∑
m=1

pm

√
Dq(ξ(m)). (3.50)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà d2
n èç (3.49) ïðåäñòàâèìà â âèäå

d2
n =

 M∑
m=1

pm

√
Dq(ξ(m))

nm
×
√
nm
n

2

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

d2
n ≤

M∑
m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
×

M∑
m=1

nm
n

=
M∑
m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
,

ãäå ñïðàâà ñòîèò âûðàæåíèå (3.47). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ðàâåíñòâà
(3.50) â ôîðìóëó (3.47) ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.49).

Äàëåå, óìíîæàÿ (3.48) íà pm è ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî m, èìååì

M∑
m=1

pmDq(ξ(m)) =

∫
X

q2(x)f(x) dx−
M∑
m=1

I2
m

pm
.

Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

I2 =

(
M∑
m=1

Im

)2

=

(
M∑
m=1

(
Im√
pm

×√pm
))2

≤
M∑
m=1

I2
m

pm
×

M∑
m=1

pm =
M∑
m=1

I2
m

pm
.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Dζ̄n =
1

n

(∫
X

q2(x)f(x) dx− I2

)
≥ 1

n

(
M∑
m=1

pmDq(ξ(m))

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî âåëè÷èíå Dζ̄
(M)
n ïðè óñëîâèè

nm = n pm. (3.51)

Òàêèì îáðàçîì, d2
n ≤ Dζ̄

(M)
n |nm=npm ≤ Dζ̄n.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äèñïåðñèè {Dq(ξ(m))}, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû è âûáîð {nm}
ïî ôîðìóëå (3.50) íåâîçìîæåí. Îäíàêî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.8 ìû
ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè äàåò óìåíüøåíèå äèñïåðñèè ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì 3.1 óæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.51). Íà ïðàêòèêå âåðî-
ÿòíîñòè {pm}, êàê ïðàâèëî, èçâåñòíû, è âûáîð ÷èñåë èñïûòàíèé {nm} ïðè ïðèìåíåíèè
ðàññëîåííîé âûáîðêè ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå (3.51). Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå òà-
êàÿ âûáîðêà íàçûâàåòñÿ òèïè÷åñêîé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âûáèðàòü {nm} ïî ôîðìóëàì (3.50) èëè (3.51) íåëüçÿ, òàê êàê
{nm} îáÿçàíû áûòü öåëûìè. Îáû÷íî âûáèðàþò áëèæàéøèå ê çíà÷åíèÿì (3.50) è (3.51)
öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ n = n1 + . . .+ nM .

Óòâåðæäåíèå 3.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññëîåííàÿ âûáîðêà ïî èäåå áëèçêà ê âûáîðêå
ïî âàæíîñòè: çäåñü òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü áîëüøå òî÷åê â áîëåå "ñóùåñòâåí-
íûõ"îáëàñòÿõ, îäíàêî âûáîð ðåãóëèðóåòñÿ íå ñïåöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ, à óêàçàíèåì
êîëè÷åñòâà òî÷åê â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.

3.9.3. Ïðèìåðû óäà÷íîãî è íåóäà÷íîãî âûáîðà ÷èñåë {nm}. Ìåòîä ðàññëî-
åííîé âûáîðêè íå âñåãäà äàåò óìåíüøåíèå äèñïåðñèè. Íåóäà÷íûé âûáîð {nm} ìîæåò
ïðèâåñòè è ê óâåëè÷åíèþ äèñïåðñèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì 3.1.

Ïðèìåð 3.8. Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I =
∫ 1

0
ex dx. Ñíà-

÷àëà îöåíèì âåëè÷èíó I ñ èñïîëüçîâàíèåì n = 10 òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â
èíòåðâàëå (0, 1): ζ̄10 = (eα1 + . . .+ eα10) /10. Äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàâíà

Dζ̄10 =
1

10

(∫ 1

0

e2x dx−
(∫ 1

0

ex dx

)2
)

=
1

10

(
e2

2
− 1

2
− (e− 1)2

)
≈ 0.02421.

Òåïåðü ðàçîáüåì (0, 1) íà äâà èíòåðâàëà (0, 1/2) è (1/2; 1) (òî åñòü çäåñü M = 2) è
áóäåì âûáèðàòü â íèõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå òî÷êè ïî ôîðìóëàì ξ(1) = 0.5α′ è
ξ(2) = 0.5(1 + α′′). Òîãäà p1 = p2 = 1/2 è

ζ̄
(M)
10 =

1

2n1

n1∑
i1=1

exp ξ
(1)
i1

+
1

2n2

n2∑
i2=1

exp ξ
(2)
i2
,

ïðè÷åì n1 + n2 = 10. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.47), äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàâíà

Dζ̄
(M)
10 =

D exp ξ(1)

4n1

+
D exp ξ(2)

4n2

,

ãäå

D exp ξ(1) = 2

∫ 1/2

0

e2x dx−

(
2

∫ 1/2

0

ex dx

)2

= e− 1− 4(
√
e− 1)2 ≈ 0.03492,
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D exp ξ(2) = 2

∫ 1

1/2

e2x dx−
(

2

∫ 1

1/2

ex dx

)2

= e2 − e− 4(e−
√
e)2 ≈ 0.09493.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.50), ÷èñëî n1 ñëåäóåò âûáèðàòü áëèçêèì ê

5
√

D exp ξ(1)
/(1

2

√
D exp ξ(1) +

1

2

√
D exp ξ(2)

)
≈ 3.775.

Âîçüìåì n1 = 4 è n2 = 6. Òîãäà

Dζ̄
(M)
10 =

1

16
D exp ξ(1) +

1

24
D exp ξ(2) ≈ 0.006138,

÷òî çàìåòíî ìåíüøå, ÷åì Dζ̄10. Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (3.51) è âçÿòü
n1 = n2 = 5, òî

Dζ̄
(M)
10 =

1

20

(
D exp ξ(1) + D exp ξ(2)

)
≈ 0.006493,

÷òî òàêæå ìåíüøå, ÷åì Dζ̄10. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåóäà÷íîãî âûáîðà n1 è n2 ìîæíî
ðàññìîòðåòü n1 = 9 è n2 = 1. Çäåñü

Dζ̄
(M)
10 =

1

36
D exp ξ(1) +

1

4
D exp ξ(2) ≈ 0.02470,

÷òî óæå áîëüøå, ÷åì Dζ̄10.
3.9.4. Îöåíêè ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ g(x) ∈ C(1,...,1)(A, . . . , A;Ql).

Âåñüìà èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðàññëîåííîé âûáîðêè ζ̄
(M)
n , äëÿ êîòî-

ðîãî M = n è n1 = . . . = nM = 1. Çäåñü íà êëàññàõ ãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå (ïî ïîðÿäêó t âåðîÿòíîñòíîé ïîãðåøíîñòè δ

(M)
n ∼ n−t

èç (3.5) ïðè n→∞) àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [3]. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîìó l-ìåðíîìó êóáó

I =

∫
Ql

g(x) dx =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

g(x1, . . . , xl) dx1 . . . dxl. (3.52)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè f(x) ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â Ql, ò.å.
f(x) ≡ 1 ïðè x ∈ Ql; ïðè ýòîì ôóíêöèè g(x) è q(x) = g(x)/f(x) ñîâïàäàþò.

Ïîëîæèì n = M = K l è ðàçîáüåì èñõîäíóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ðàâíûå
êóáû

Xm =

{
(x1, . . . , xl) :

k
(m)
1 − 1

K
≤ x1 ≤

k
(m)
1

K
, . . . ,

k
(m)
l − 1

K
≤ xl ≤

k
(m)
l

K

}
, (3.53)

çäåñü k
(m)
i = 1, . . . , K; i = 1, . . . , l. Â ýòîì ñëó÷àå âñå âåðîÿòíîñòè pm îäèíàêîâû è ðàâíû

1/K l = 1/n, à ïëîòíîñòè fm(x) ≡ K l ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ â Xm.

Àëãîðèòì 3.6. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ξ(m) â êàæäîì êóáå Xm âèäà
(3.53) è âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (3.52) ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ θ̄(M)
n =

1

K l

K∑
k
(m)
1 ,...,k

(m)
l =1

g(ξ(m)) =
1

n

M∑
m=1

g(ξ(m)). (3.54)
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Äëÿ îöåíêè (3.54) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.51) è, ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì èç äî-

êàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.8, âûïîëíåíî Dθ̄
(M)
n ≤ Dζ̄n.

Óòî÷íèì îöåíêó äèñïåðñèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x)
ïðèíàäëåæèò êëàññó C(1,...,1)(A, . . . , A;Ql). Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîæåñòâà

Cr(A;Ql) = C(r1,...,rl)(A1, . . . , Al;Ql)

ôóíêöèé l ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ (rs−1)-å ïðîèçâîäíûå ïî s-îé êîîðäèíàòå íåïðåðûâ-
íû, à rs-å ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé As â
êóáå Ql äëÿ s = 1, . . . , l. Ôóíêöèÿ g(x) ∈ C(1,...,1)(A, . . . , A), â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé A ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

Èç ñîîòíîøåíèé (3.47) è (3.54) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Dθ̄(M)
n =

M∑
m=1

D(g(ξ(m)))

n2
=

M∑
m=1

E(g(ξ(m))− gm)2

n2
, (3.55)

ãäå gm = Eg(ξ(m)) = K l
∫
Xm

g(x) dx. Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî

m íàéäåòñÿ òî÷êà xm ∈ Xm, òàêàÿ, ÷òî
∫
Xm

g(x) dx = g(xm)/K l. Ñëåäîâàòåëüíî, gm =
g(xm).

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðèðàùåíèé ∆i, i = 1, . . . , l èìååì

g(x1 + ∆1, . . . , xl + ∆l)− g(x1, . . . , xl) =
(
g(x1 + ∆1, . . . , xl + ∆l)−

−g(x1 + ∆1, . . . , xl)
)

+
(
g(x1 + ∆1, . . . , xl−1 + ∆l−1, xl)− g(x1 + ∆1, . . . , xl−1, xl)

)
+ . . .

. . .+
(
g(x1 + ∆1, x2, . . . , xl)− g(x1, . . . , xl)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ g(x) ∈ C(1,...,1)(A, . . . , A;Ql) âûïîëíåíî

|g(x1 + ∆1, . . . , xl + ∆l)− g(x1, . . . , xl)| ≤ A(|∆1|+ . . .+ |∆l|).

Òàê êàê òî÷êà ξ(m) ïðèíàäëåæèò Xm, òî êàæäàÿ èç åå êîîðäèíàò îòëè÷àåòñÿ îò ñî-
îòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû òî÷êè xm íå áîëåå ÷åì íà K−1. Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ∆i < K−1, èìååì

|g(ξ(m))− g(xm)| ≤ AlK−1 èëè |g(ξ(m))− gm| ≤ AlK−1. (3.56)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Eη| ≤ sup |η|,
èç ñîîòíîøåíèé (3.55), (3.56) ïîëó÷àåì

Dθ̄(M)
n ≤

M∑
m=1

sup
ξ(m)

∈Xm
(g(ξ(m))− gm)2

n2
≤

M∑
m=1

(AlK−1)2

n2
= nn−2A2 l2 n−2/l =

A2 l2

n1+2/l
.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ðàçäåëà 3.1, èìååì

P

(
δ̃(M)
n ≤ βε

σ̃(M)

√
n
≤ βε

Al

n1/2+1/l

)
≥ 1− ε.

Çäåñü σ̃(M) =

√
nDθ̄

(M)
n , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî σ̃(M) ≤ Al/n1/l. Ïîëó÷åííûé

ïîðÿäîê t = 1/2 + 1/l ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè δ̃
(M)
n ∼ n−t íåóëó÷øàåìûì. Ýòî äàåò

ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 3.9. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû H(r,A) è P , óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî M è ëþáîé ðàññëî-
åííîé âûáîðêè ζ̄

(M)
n âèäà (3.46) èç àëãîðèòìà 3.5 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g(x) ∈ Cr(A;Ql),

äëÿ êîòîðîé

δ(M)
n (r,A) = |ζ̄(M)

n − I| > H(r,A)

nr+1/2
(3.57)

ñ âåðîÿòíîñòüþ P ; çäåñü r = (r1, . . . , rl), A = (A1, . . . , Al), 1/r = 1/r1 + . . .+ 1/rl.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé èìååì r = (1, . . . , 1), A = (A, . . . , A) è
r = 1/l. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.57), äëÿ êëàññà C(1,...,1)(A, . . . , A;Ql)

ïîëó÷àåì δ̃
(1)
n > H/n1/2+1/l. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè (3.54) íàøëèñü êîíñòàíòû H1(P )

è H2(P ), äëÿ êîòîðûõ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ P âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

H1(P )

n1/2+1/l
< δ̃(M)

n ≤ H2(P )

n1/2+1/l
,

÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü àëãîðèòìà 3.6 ïî ïîðÿäêó t âåðîÿòíîñòíîé ïîãðåøíîñòè
δ̃
(M)
n ∼ n−t.
3.9.5. Îöåíêè ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ g(x) ∈ C(2,...,2)(A, . . . , A;Ql).

Ñëó÷àé r = (2, . . . , 2), A = (A, . . . , A) èíòåðåñåí òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì îïòè-
ìàëüíîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé ïî ñëó÷àéíîìó
íàïðàâëåíèþ [3].

Àëãîðèòì 3.7. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ξ(m) â êàæäîì êóáå Xm âè-
äà (3.53). Ñòðîèì òî÷êó ξ

(m)
sim, ñèììåòðè÷íóþ ξ(m) îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà Xm.

Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (3.52) ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ Θ̄(M)
n =

1

M

M∑
m=1

(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

2

)
=

1

n

M∑
m=1

(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

)
; (3.58)

çäåñü n = 2M = 2K l.
Òî÷êè ξ(m) è ξ

(m)
sim ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî â Xm, ïîýòîìó

E

(
g(ξ(m))

K l

)
= E

(
g(ξ

(m)
sim)

K l

)
= E

(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

n

)
=

∫
Xm

g(x) dx

è, ñëåäîâàòåëüíî, EΘ̄
(M)
n = I. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðû (ξ(m), ξ

(m)
sim) íåçàâèñèìû äëÿ ðàçíûõ

m, èìååì

DΘ̄(M)
n =

1

n2

M∑
m=1

D
(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

)
. (3.59)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xm öåíòð êóáà Xm. Âû÷èòàÿ ïîñòîÿííóþ ïîä çíàêîì äèñïåðñèè, ïî-
ëó÷àåì ðàâåíñòâî

D
(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

)
= D

(
g(ξ(m))− 2g(xm) + g(ξ

(m)
sim)

)
. (3.60)

Ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ξ(m) = (ξ
(m)
1 , . . . , ξ

(m)
l ) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

h(t) = g

(
k

(m)
1 − 1/2

K
+
ξ

(m)
1 − (k

(m)
1 − 1/2)

K
t, . . . ,

k
(m)
l − 1/2

K
+
ξ

(m)
l − (k

(m)
l − 1/2)

K
t

)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî h(1) = g(ξ(m)), h(0) = g(xm), h(−1) = g(ξ
(m)
sim). Â òåîðèè ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ õîðîøî èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå

g(ξ(m))− 2g(xm) + g(ξ
(m)
sim) = h(1)− 2h(0) + h(−1) = h′′(θ), |θ| ≤ 1.

Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

h′′(t) =
l∑

i,j=1

gxixj

(
k

(m)
1 − 1/2

K
+
ξ

(m)
1 − (k

(m)
1 − 1/2)

K
t, . . . ,

k
(m)
l − 1/2

K
+
ξ

(m)
l − (k

(m)
l − 1/2)

K
t

)
×

×

(
ξ

(m)
i − k

(m)
i − 1/2

K

)
×

(
ξ

(m)
j −

k
(m)
j − 1/2

K

)
.

Òàê êàê (ξ
(m)
1 , . . . , ξ

(m)
l ) ∈ Xm, òî |ξ(m)

i − (k
(m)
i − 1/2)/K| ≤ 1/(2K). Ïîýòîìó

|h′′(t)| ≤ Al2

4K2
ïðè |t| ≤ 1 è |g(ξ(m))− 2g(xm) + g(ξ

(m)
sim)| ≤ Al2

4K2
.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.60) èìååì

D
(
g(ξ(m)) + g(ξ

(m)
sim)

)
≤ E

(
g(ξ(m))− 2g(xm) + g(ξ

(m)
sim)

)2

≤
(
Al2

4K2

)2

.

Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â ñîîòíîøåíèå (3.59) è âñïîìèíàÿ, ÷òî n = 2M = 2K l, ïîëó÷àåì

DΘ̄(M)
n ≤ 1

n2
×M ×

(
Al2

4K2

)2

=
(Al2)224/l

32n1+4/l
.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ðàçäåëà 3.1, èìååì

P

(
δ̂(M)
n ≤ βε

σ̂(M)√
n/2

≤ βε
Al221/2+2/l

8n1/2+2/l

)
≥ 1− ε.

Çäåñü σ̂(M) =

√
(n/2)DΘ̄

(M)
n , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî σ̂(M) ≤ Al222/l/(8n2/l). Èç

óòâåðæäåíèÿ 3.9 ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûé ïîðÿäîê t = 1/2 + 2/l ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîãðåø-

íîñòè δ̂
(M)
n ∼ n−t íåóëó÷øàåìûì (âåäü â ñîîòíîøåíèè (3.57) äëÿ ñëó÷àÿ r = (2, . . . , 2)

÷èñëî r ðàâíî r = 2/l).
Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû 3.6 è 3.7 äîïóñêàþò íåñêîëüêî íàçâàíèé. Âî-ïåðâûõ, ýòî

÷àñòíûå ñëó÷àè àëãîðèòìà ðàññëîåííîé âûáîðêè (ñì. àëãîðèòì 3.5) äëÿ n = M è
n = 2M ñîîòâåòñòâåííî. Âî-âòîðûõ, â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ X, îïðåäåëÿåìîé ðàçáèåíèåì X íà ìàëûå êóáû Xm âèäà (3.53), è ñ âûáîðîì
îäíîé èëè äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê â êàæäîì ìàëîì êóáå ìîæíî îòíåñòè àëãîðèòìû 3.6 è
3.7 ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. äàëåå
ðàçäåë 5.3). Â-òðåòüèõ, àëãîðèòìû 3.6 è 3.7 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñëó÷àéíûõ
êóáàòóðíûõ ôîðìóë (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 3.10.2).

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ïîäðàçä. 3.9.4 è 3.9.5 è ïîëó÷åííûå
â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ 20-ãî âåêà Í.Ñ.Áàõâàëîâûì, âûçâàëè áîëüøîé íàó÷íûé
ðåçîíàíñ è ïðèâåëè ê áóðíîìó ðàçâèòèþ (ãëàâíûì îáðàçîì, â çàïàäíîåâðîïåéñêèõ íà-
ó÷íûõ øêîëàõ) òåîðèè ñëîæíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ [6]. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
â ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå îïåðàöèé n îïðåäåëèòü
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ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê t ïîãðåøíîñòè δn ∼ n−t (â îáû÷íîì èëè âåðîÿòíîñòíîì ñìûñ-
ëå) çàäàííîãî êëàññà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäà÷íûìè èëëþñòðàöèÿìè êîíñòðóêöèé è ìåòîäèê òåîðèè
ñëîæíîñòè.

3.10. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÊÓÁÀÒÓÐÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

3.10.1. Îñíîâû òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ ïîçèöèé îáùåé òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë [3, 7, 8], â êîòîðîé
äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =

∫
X

q(x)f̃(x) dx, X ⊆ Rl, (3.61)

èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

I ≈
n∑
i=1

Ciq(xi). (3.62)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû {Ci} íàçûâàþòñÿ âåñàìè, à òî÷êè {xi ∈ X} � óçëàìè êóáàòóðíîé
ôîðìóëû (3.62). Ôèêñèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ f̃(x) èç (3.61) â îáùåì ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíà. Õîðîøî èçó÷åíû ñëó÷àè f̃(x) ≡ 1 è f̃(x) ≥ 0,

∫
X
f̃(x) dx = 1 (ïðè âûïîëíåíèè

ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé âåñîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ
ïëîòíîñòü).

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì è îïòèìèçàöèåé êó-
áàòóðíûõ ôîðìóë. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ q(x) çàìåíÿåòñÿ íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà òðåáóåòñÿ òàê ïîäîáðàòü âåñà {Ci} è óçëû {xi},
÷òîáû ôîðìóëà (3.62) áûëà òî÷íà íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ {Pm(x)} íàèáîëåå âûñîêîé
ñòåïåíè m (òî÷íîñòü îçíà÷àåò çäåñü çàìåíó ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà (3.62) íà òî÷íîå
ïðè q(x) = Pm(x)). Â êóáàòóðíûõ ôîðìóëàõ ×åáûøåâà ôèêñèðóþòñÿ è ïîëàãàþòñÿ ðàâ-
íûìè âåñà {Ci} (ê ñëîâó, ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî � àëãîðèòì 3.1 � äàåò êóáà-
òóðíóþ ôîðìóëó (3.3) ÷åáûøåâñêîãî òèïà). Äëÿ ðÿäà ïîäõîäîâ, íàïðîòèâ, ôèêñèðóåòñÿ
îäèí èëè íåñêîëüêî óçëîâ xi (ôîðìóëû Ëîáàòòî, ôîðìóëû Ìàðêîâà). Ïðè ïîñòðîåíèè
ôîðìóë Ýéëåðà è ôîðìóë Ãðåãîðè èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè q(x) â óçëàõ {xi}.

Â ðàçäåëå 3.1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé l çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëà (3.61) è äëÿ ãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé q(x) óæå ïðîñòåéøèå êóáà-
òóðíûå ôîðìóëû (3.62) èìåþò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè δn =
|I −

∑n
i=1Ciq(xi)| ê íóëþ ïðè n→∞.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ l = 1 (â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (3.62) íàçûâà-
þò êâàäðàòóðíûìè), X = Q1 = [0, 1] è f̃(x) ≡ 1. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ôîðìóëó
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ∫ 1

0

q(x) dx ≈
n∑
i=1

hq(xi), h = 1/n, xi =
i− 1/2

n
. (3.63)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé è êàê ôîðìóëà Íüþòîíà-
Êîòåñà, è êàê ôîðìóëà Ãàóññà, è êàê ôîðìóëà ×åáûøåâà.

Óòâåðæäåíèå 3.10. Åñëè q(x) ∈ C(2)(A;Q1), òî ïîãðåøíîñòü δn êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû (3.63) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé A/(24n2).
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Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ C(2)(A;Q1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ââåäåííîãî â ïîäðàçä.
3.9.4 ìíîæåñòâà Cr(A;Ql). Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
q(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé A íà [0, 1].

Îäíàêî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè l è äëÿ êëàññîâ íåãëàäêèõ ôóíêöèé q(x) ïðåèìóùå-
ñòâî "äåòåðìèíèðîâàííûõ"êóáàòóðíûõ ôîðìóë (3.62) ïåðåä ñòîõàñòè÷åñêèìè èñ÷åçàåò.
Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ôóíêöèé èç Cr(A;Ql). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3.11. Ïðè óñëîâèè îòäåëåííîñòè âåñîâîé ôóíêöèè îò íóëÿ: f̃(x) ≥
γ > 0, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

inf
Ci,xi

sup
q∈Cr(A;Ql)

δn ≥ d(r,A;Ql)γn
−r,

ãäå d(r,A;Ql) > 0.
Íàïðèìåð, äëÿ q(x) ∈ C(1,...,1)(A, . . . , A) âûïîëíåíî δn > Hn−1/l è óæå äëÿ l ≥ 2 ìå-

òîä Ìîíòå-Êàðëî (àëãîðèòì 3.1) ñðàâíèì ñ "äåòåðìèíèðîâàííîé"êóáàòóðíîé ôîðìóëîé
(3.62).

3.10.2. Ðàíäîìèçàöèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Ðàññóæäåíèÿ èç ðàçäåëà 3.9 ïîêà-
çàëè, ÷òî ðàññìîòðåíèå êóáàòóðíûõ ôîðìóë ñî ñëó÷àéíûìè óçëàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ïîâûøåííûå ïîðÿäêè t âåðîÿòíîñòíîé ïîãðåøíîñòè δn ∼ n−t ïðè n → ∞. Àëãîðèòìû
3.5�3.7 èç ýòèõ ïîäðàçäåëîâ, êàê è ñàì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 3.1, ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè
ñëó÷àéíîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû

I ≈
N∑
i=1

κiq(ξi). (3.64)

Çäåñü {κi}, N � ñêàëÿðíûå, à {ξi} � âåêòîðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â àëãîðèòìàõ 3.1,
3.5�3.7 ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ óçëû {ξi}, à êîýôôèöèåíòû {κi} è ÷èñëî ñëàãàåìûõ N
äåòåðìèíèðîâàíû.

Â èçâåñòíîé ìåðå ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà óçëû è
êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíèðîâàíû è èçâåñòíà èõ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà N , êîòîðîå âû-
áèðàåòñÿ ñëó÷àéíî. Íàïðèìåð, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] ìîæíî ïîñòðîèòü
ïî çàäàííîìó N = n ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ (3.63) ñ n óçëàìè, ëèáî áîëåå ñëîæíûå
ôîðìóëû òàêîãî òèïà (ôîðìóëû òðàïåöèé, Ñèìïñîíà è ò.ï). Âûáèðàÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ íåêîòîðûì çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì M çíà÷åíèé ÷èñëà N , ðàâíûõ N1, . . . , NM , îöå-
íèâàåì èíòåãðàë I ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî

I ≈ 1

M

M∑
m=1

1

Nm

Nm∑
i=1

q(x
(m)
i ).

Ýòîò æå ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (3.52)
ïî l-ìåðíîìó êóáó Ql. Åñëè ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ ðàç-
áèåíèå (3.53) êóáà Ql íà ìàëûå êóáû {Xm} ñ ïîñëåäóþùèì âûáîðîì îäíîãî èëè íåñêîëü-
êèõ óçëîâ â êàæäîìXm, òî äëÿ áîëüøèõ l ïîëó÷àåìàÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò î÷åíü
áîëüøîå ÷èñëî óçëîâ. Çíà÷åíèå ïîëó÷àþùåéñÿ êóáàòóðíîé ñóììû ìîæíî îöåíèòü ìå-
òîäîì Ìîíòå-Êàðëî, âûáèðàÿ ñëó÷àéíî íåêîòîðîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ N è ïîäñ÷èòûâàÿ
èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå. Âûáîðî÷íûå ñóììû, êîòîðûå ñëóæàò äëÿ îöåíêè èñõîäíîé
ñóììû

∑n
i=1Ciq(xi), òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû

(3.64) âèäà
∑N

j=1 C̃jq(x̃j).
Ïðèìåðàìè îäíîâðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåñîâ {κi} è ñëó÷àéíûõ óçëîâ

{ξi} ìîãóò ñëóæèòü ìåòîäèêà, ïðåäñòàâëåííàÿ äàëåå â ïîäðàçä. 3.10.3.
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3.10.3. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñî ñëó÷àéíûìè óçëàìè.
Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(X; f) èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ñ âåñîì
f(x) ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (q1, q2) =

∫
X
q1(x)q2(x)f(x) dx.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà � ýòî ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà, ïîëó÷åí-
íîå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ êàêîé-ëèáî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè q(x).
Ïðèìåðîì òàêèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà, óïîìÿíóòûå â ïîäðàçä.
3.10.1 (ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ôóíê-
öèè q(x)).

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ñ âåñîì f(x) ôóíêöèé ϕ1(x), . . . , ϕn(x), äëÿ êîòîðûõ (ϕi, ϕj) = δij. Äëÿ
ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà â X è

∫
X
f(x) dx = 1, òî åñòü,

êàê è â ôîðìóëå (3.2), ôóíêöèþ f(x) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ϕ1(x) ≡ 1.

Âûáåðåì òåïåðü n óçëîâ x1, . . . ,xn. Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó

q(x) ≈ qn(x) =
n∑
i=1

ciϕi(x) (3.65)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè qn(xi) = q(xi), i = 1, . . . , n.
Êîýôôèöèåíòû {ci} ïðèáëèæåíèÿ (3.65) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 

c1ϕ1(x1) + . . .+ cnϕn(x1) = q(x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1ϕ1(xn) + . . .+ cnϕn(xn) = q(xn)

(3.66)

Ìàòðèöà ñèñòåìû ‖ϕi(xj)‖ èìååò ðàçìåðû n× n.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (3.2). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíî-

øåíèå (3.65) è îðòîãîíàëüíîñòü (ñ âåñîì f(x)) ôóíêöèé ϕi(x), èìååì

I =

∫
X

q(x)f(x) dx ≈
∫
X

qn(x)ϕ1(x)f(x) dx =
n∑
i=1

ci(ϕi, ϕ1) = c1.

Îáîçíà÷èì Q = (x1, . . . ,xn). Ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà

I ≈ c1 =
∆(q,Q)

∆(Q)
, (3.67)

ãäå ∆(Q) = det‖ϕi(xj)‖ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (3.66), à ∆(q,Q) � îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû  q(x1) ϕ2(x1) . . . . . . ϕn(x1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
q(xn) ϕ2(xn) . . . . . . ϕn(xn)


Çäåñü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû ñèñòåìû (3.66) çàìåíåí íà ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé. Ñîîò-
íîøåíèå (3.67) îïðåäåëÿåò èíòåðïîëÿöèîííóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó íà ñèñòåìå ôóíê-
öèé {ϕi(x)}.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ðàíäîìèçèðîâàòü ôîðìóëó (3.67), èñïîëüçóÿ âìåñòî
Q ñëó÷àéíûé âåêòîð Q̃, ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

p(x1, . . . ,xn) = H∆2(Q)f(x1)× . . .× f(xn).
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Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà H ðàâíà 1/n!, è, êðîìå òîãî, âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî (ôîðìóëà Åðìàêîâà�Çîëîòóõèíà)

I = Eζ̃n, ζ̃n =
∆(q̃, Q̃)

∆(Q̃)
.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ̃n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó (3.64) ñî
ñëó÷àéíûìè óçëàìè è ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ôîðìóëû ñî-
ñòîèò â âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ ôîðìóëû (3.67) ïóòåì îñðåäíåíèÿ íåñêîëüêèõ ðåàëè-
çàöèé âåëè÷èíû ζ̃n. Äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ζ̃n îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

Dζ̃n ≤
∫
X

(
q(x)−

n∑
i=1

(q, ϕi)ϕi(x)

)2

f(x) dx.

ÃËÀÂÀ 4. ÐÅØÅÍÈÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ

4.1. ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà

ϕ(x) =

∫
X

k(x′, x)ϕ(x′) dx′ + f(x) èëè ϕ = Kϕ+ f, (4.1)

ãäå X � l-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; f, ϕ ∈ L; L � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èíòå-
ãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ âåêòîðíûõ âåëè÷èí x, x′ çäåñü
è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ � íåæèðíûå áóêâû.

Äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð, â òåîðèè ïåðåíîñà) ïîëàãàåì L = L1, ò. å.

‖f‖ =

∫
X

|f(x)| dx, ‖K‖ ≤ vrai sup
x∈X

∫
X

|k(x, x′)| dx′.

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ðÿäîì Íåéìàíà

ϕ =
∞∑
n=0

Knf, ãäå [Knf ](x) =

n︷ ︸︸ ︷∫
. . .

∫
f(x0)k(x0, x1) . . . k(xn−1, x) dx0 . . . dxn−1. (4.2)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä (4.2) ñõîäèòñÿ (ïî íîðìå) è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ñóùå-
ñòâóåò, åñëè ‖K‖ < 1. Îäíàêî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
äîñòàòî÷íî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå: ‖Kn0‖ < 1 ïðè íåêîòîðîì n0 ≥ 1. Ýòî ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèÿ ϕ = Kn0ϕ+Kn0−1f + . . .+Kf + f , êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (4.1). Ðàññìîòðèì
òàêæå óðàâíåíèå

ϕ∗ = K∗ϕ∗ + h, (4.3)

ñîïðÿæåííîå ê (4.1), ãäå ϕ∗, h ∈ L∗, K∗ ∈ [L∗ → L∗], L∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê
L, K∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê K.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ‖Kn0‖ < 1, äëÿ íåêîòîðûõ n0 ≥ 1, ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
ρ(K) < 1, ãäå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(K) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ρ(K) = ρ(K∗) = lim
n→∞

‖Kn‖1/n = inf
n
‖Kn‖1/n.
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Íàïîìíèì, ÷òî |(f, h)| ≤ ‖f‖L · ‖h‖L∗ , ãäå (f, h) =
∫
X
f(x)h(x) dx,

‖K‖ = ‖K∗‖, (Kf, h) = (f,K∗h), [K∗h](x) =

∫
X

k(x, x′)h(x′) dx′.

Ïî îïðåäåëåíèþ L∞ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê L1, ò. å. ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
(ïî÷òè âåçäå) ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖h‖L∞ = vrai sup
x∈X

|h(x)|.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíêè
ôóíêöèîíàëîâ âèäà

Ih = (ϕ, h) =
∞∑
n=0

(Knf, h) = (f, ϕ∗). (4.4)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà â (4.4) âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè (ïî íîðìå) ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ðåøåíèÿ.
Äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà (ϕ, h) = (f, ϕ∗), ãäå ϕ∗ = K∗ϕ∗+h, óìíîæèì (4.1) íà ϕ∗ è (4.3)

íà ϕ è çàòåì ñðàâíèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, èìåÿ â âèäó, ÷òî (Kϕ,ϕ∗) = (ϕ,K∗ϕ∗).
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð K ñâÿçàí ñ ÿäðîì k(x′, x), à ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð K∗ � ñ
òðàíñïîíèðîâàííûì ÿäðîì k(x, x′). Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îïåðàòîðû ñ ÿäðà-
ìè òðàíñïîíèðîâàííîãî òèïà èíîãäà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëàìè áåç çâåçäî÷åê, åñëè
òîëüêî îïåðàòîðû òàêîãî òèïà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ.

4.2. ÖÅÏÈ ÌÀÐÊÎÂÀ

Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê
(ñîñòîÿíèé) x0, x1, . . . , xn, . . . òàêàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå xn âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì
xn−1, èëè ôîðìàëüíî (â òåðìèíàõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ)

pn(xn|xn−1 = x′, . . . , x2 = s2, x1 = s1) = pn(xn|xn−1 = x′) = r(x′, x);

ñì. òàêæå îïðåäåëåíèÿ 2.10 è 2.11 èç ïîäðàçä. 2.2.3. Ôóíêöèÿ r(x′, x) íàçûâàåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà è èíîãäà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç r(x′ → x). Ðàñïðåäåëåíèå
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x). Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæ-
íî ðàñøèðèòü, ââåäÿ âåðîÿòíîñòü îáðûâà p(x′) â òî÷êå x′ (èëè íà ïåðåõîäå x′ → x).
Ñëó÷àéíûé íîìåð ïîñëåäíåãî ñîñòîÿíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N . Â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî
èñïîëüçóþòñÿ öåïè Ìàðêîâà, èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà. Áîëåå òîãî, îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà EN êîíå÷íà. Äàëåå áó-
äåò äàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî. Îòìåòèì ñíîâà, ÷òî öåïü Ìàðêîâà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x), ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà r(x′, x) è
âåðîÿòíîñòüþ îáðûâà p(x′).

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü

p(x′, x) = r(x′, x)[1− p(x′)],

êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèè r(x′, x) è p(x′), òàê êàê
∫
X
p(x′, x) dx = 1−p(x′).

Îáîçíà÷èì: Bp ∈ [L1 → L1] � îïåðàòîð ñ ÿäðîì p(x′, x).
Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {N = n}:

P (N = n) = E [P (N = n|x0, . . . , xn)] = E

[
p(xn)×

n−1∏
k=0

(1− p(xk))

]
=
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=

n+1︷ ︸︸ ︷∫
X

. . .

∫
X

π(x0)p(xn)

[
n−1∏
k=0

(1− p(xk))×r(xk, xk+1)

]
dx0 . . . dxn = (4.5)

=

n+1︷ ︸︸ ︷∫
X

. . .

∫
X

π(x0)p(xn)

[
n−1∏
k=0

p(xk, xk+1)

]
dx0 . . . dxn = (Bn

pπ, p).

×òîáû ïîëó÷èòü P (N ≥ n), ìû äîëæíû çàìåíèòü â (4.5) p(x) íà δ(x) ≡ 1; ñëåäîâàòåëüíî,
P (N ≥ n) = (Bn

pπ, δ). Äàëåå, {N = ∞} ⊂ {N ≥ n}, ïîýòîìó P (N = ∞) ≤ P (N ≥ n).
Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî P (N > n) → 0 ïðè n→∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,
P (N = ∞) = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä Íåéìàíà äëÿ f = Bpf + π ñõîäèòñÿ. Êàê áûëî
çàìå÷åíî âûøå, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

‖Bn0
p ‖ < 1 äëÿ íåêîòîðîãî n0 èëè ρ(Bp) < 1. (4.6)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè (4.6) âûïîëíåíî, òî öåïü Ìàðêîâà îáðûâàåòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðåõîäîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî (4.6) åñòü äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äëÿ êîíå÷íîñòè EN . Äåéñòâèòåëüíî,

EN =
∞∑
n=0

n(Bn
pπ, p) =

(
∞∑
n=0

nBn
pπ, p

)
=

(
∞∑
n=1

∞∑
k=n

Bk
pπ, p

)
=

(
∞∑
n=1

Bn
p f, p

)
= (fp, p) < +∞,

ãäå f = Bpf + π, fp = Bpfp +Bpf . Èç (4.6) èìååì f, fp ∈ L1, (fp, p) < +∞. Â ÷àñòíîñòè,
EN < +∞, åñëè p(x) ≥ ε > 0, òàê êàê

‖Bp‖ ≤ sup
x∈X

∫
X

r(x, x′)[1− p(x)] dx′ ≤ (1− ε)× sup
x∈X

∫
X

r(x, x′) dx′ = 1− ε < 1.

Òàêèì îáðàçîì, EN < +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, P (N = +∞) = 0, åñëè (4.6) âûïîëíÿåòñÿ.
Â ðàçä. 4.3 ïîëó÷èì ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû î íåñìåùåííîñòè îñ-
íîâíîé îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ôóíêöèîíàëà (ϕ, h).

4.3. ÂÅÑÎÂÛÅ ÎÖÅÍÊÈ

4.3.1. Îñíîâíàÿ îöåíêà. Ïóñòü

Ih = (ϕ, h) =

∫
X

ϕ(x)h(x) dx

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëÿåìóþ âåëè÷èíó, ãäå ϕ = Kϕ+ h, è ‖Kn0‖ < 1. Ðàññìîòðèì
öåïü Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(x′, x), äëÿ êî-
òîðîé N ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì íîìåðîì ïîñëåäíåãî ñîñòîÿíèÿ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå
ñëó÷àéíûå âåñà ïî ôîðìóëàì

Q0 =
f(x0)

π(x0)
, Qn = Qn−1

k(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)

è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ξ =
N∑
n=0

Qnh(xn). (4.7)
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèè π(x) è p(x′, x) âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå Eξ = Ih. Ñìûñë ýòèõ îãðàíè÷åíèé ÿñåí: òðàåêòîðèè öåïè äîëæíû èìåòü
âîçìîæíîñòü íà÷àòüñÿ â òåõ òî÷êàõ x, ãäå f(x) 6= 0, è îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîäû x′ → x,
åñëè k(x′, x) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

π(x) 6= 0, åñëè f(x) 6= 0 è p(x′, x) 6= 0, åñëè k(x′, x) 6= 0. (4.8)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (4.7) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ è íàèáîëåå óäîáíà êàê îöåíêà ôóíê-
öèîíàëà Ih = (ϕ, h); ïîýòîìó íàçîâåì åå îñíîâíîé îöåíêîé âåëè÷èíû (ϕ, h). Ïóñòü K1 �
îïåðàòîð ñ ÿäðîì k1(x

′, x) = |k(x′, x)|.
Òåîðåìà 4.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4.8) è ρ(K1) < 1, f ∈ L1, h ∈ L∞, èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Eξ = E
N∑
n=0

Qnh(xn) = Ih = (ϕ, h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïî÷ëåííîãî îñðåäíåíèÿ ñóììû âåðíåìñÿ ê áåñêîíå÷íîé öåïè
Ìàðêîâà, ââåäÿ íîâóþ êîîðäèíàòó ñîñòîÿíèÿ

∆n =

{
1 äî ïåðâîãî îáðûâà,
0 ïîñëå ïåðâîãî îáðûâà.

Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ξ =
∞∑
n=0

∆nQnh(xn).

Âðåìåííî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè k(x′, x), f(x), h(x) íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà

Eξ =
∞∑
n=0

E [∆nQnh(xn)]. (4.9)

Äàëåå èìååì

E[∆nQnh(xn)] = EE[∆nQnh(xn)|x0, . . . , xn)] = E[Qnh(xn)E(∆n|x0, . . . , xn)] =

= E

[
Qnh(xn)

n−1∏
k=0

(1− p(xk))

]
=

n+1︷ ︸︸ ︷∫
X

. . .

∫
X

h(xn)π(x0)

[
n−1∏
k=0

r(xk, xk+1)

]
×

×

[
n−1∏
k=0

k(xk, xk+1)

r(xk, xk+1)[1− p(xk)]

]
f(x0)

π(x0)
×

[
n−1∏
k=0

[1− p(xk)]

]
dx0 . . . dxn =

=

n+1︷ ︸︸ ︷∫
X

. . .

∫
X

f(x0)h(xn)

[
n−1∏
k=0

k(xk, xk+1)

]
dx0 . . . dxn = (Knf, h),

òàê êàê

E[∆n|x0, . . . , xn] = P (∆n = 1|x0, . . . , xn) =
n−1∏
k=0

[1− p(xk)].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ k(x′, x), h(x), f(x) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëå-
íèÿ (4.9) òåîðåìà äîêàçàíà.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ çíàêîïåðåìåííûõ k(x′, x), f(x), h(x). Ïóñòü Q
(1)
n

� âåñà, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèþ (4.1) ñ k1(x
′, x) = |k(x′, x)|, f1(x) = |f(x)| è h1(x) =

|h(x)|. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ξ| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

∆nQnh(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|∆nQnh(xn)| =
∞∑
n=0

∆nQ
(1)
n h1(xn)=ξ1.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäëîæåíèÿõ âåëè÷èíà Eξ1 = (ϕ1, h1) êîíå÷íà; çäåñü ϕ1 = K1ϕ1 + f1.
Âñëåäñòâèå òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ðàâåíñòâî (4.9) âûïîëíåíî.

4.3.2. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé è ëîêàëüíàÿ îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî
ôîðìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà f(x′) = δ(x′ − x), π(x′) = δ(x′ − x), x0 = x â ñîîòíîøåíèå

E ξ = E

[
N∑
n=0

Qnh(xn)

]
= (ϕ, h) = (f, ϕ∗)

ïðè Q0 = 1 äàåò

ϕ∗(x) = E

[
h(x) +

N∑
n=1

Qnh(xn)

]
= Eξx. (4.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíÿòü (4.10) äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ
â äàííîé òî÷êå. Ìîæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî (4.10) òàê æå, êàê òåîðåìó 4.1, èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèå ϕ∗ =

∑∞
n=0K

∗nh. Âûðàæåíèå (4.10) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèé îöåíîê è ïîñòðîåíèÿ îöåíîê áèëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ âèäà (ϕ, ϕ∗χ) è, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèîíàëîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) â äàííîé òî÷êå ìîæíî îöåíèòü íà îñíîâå âûðàæåíèÿ

ϕ(x) = Eξ∗x = E

[
f(x) +

N∑
n=0

Q∗
nf(xn)

]
, Q∗

n = Q∗
n−1

k(xn, xn−1)

p(xn−1, xn)
, (4.11)

ðàññìàòðèâàÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê ñîïðÿæåííîå ê ϕ∗ = K∗ϕ∗+h. Èñïîëüçîâàíèå ñî-
îòíîøåíèÿ (4.11) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé äëÿ îöåíêè ôóíêöèè
ϕ â òî÷êå x.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòíîøåíèÿ (4.11) èíîãäà ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ïîä-
õîäÿùóþ öåïü Ìàðêîâà (ñì. äàëåå ðàçä. 4.4), êðîìå òîãî, âûðàæåíèå (4.11) äàåò îöåíêó
ϕ(x) òîëüêî â îäíîé òî÷êå x. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíîé ëîêàëüíîé
îöåíêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.1) â âèäå ϕ(x) = (ϕ, hx) + f(x),
ãäå hx(x

′) = k(x′, x). Îòñþäà

ϕ(x) = E

[
N∑
n=0

Qnk(xn, x)

]
+ f(x). (4.12)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ϕ(x) â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ îäíîâðåìåííî. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ (4.12) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè
òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ãëàäêîñòè ôóíêöèè k(x′, x) ïî ïåðåìåííîé x (ñì. äàëåå
ðàçä. 5.2). Ê ñîæàëåíèþ, ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå íà ïðàêòèêå âûïîëíÿåòñÿ ðåäêî.

4.3.3. Ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïðÿìîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, êîãäà Qn ≡ 1. Åñëè

f(x) ≥ 0 è

∫
X

f(x) dx = 1, k(x′, x) ≥ 0 è q(x′) =

∫
X

k(x′, x) dx ≤ 1,
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òî, ïîëàãàÿ π(x) = f(x), p(x′, x) ≡ k(x′, x), ïîëó÷àåì

Qn = 1, n = 0, 1, . . . , è ξ =
N∑
n=0

h(xn).

ßäðà òàêîãî òèïà, íàçûâàåìûå ñóáñòîõàñòè÷åñêèìè, ñîîòâåòñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèì
ìîäåëÿì â âèäå öåïåé Ìàðêîâà, íàïðèìåð, öåïè �ñòîëêíîâåíèé� ôîòîíà â âåùåñòâå.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî h(x) ≡ 1, òî ξ = N è EN < +∞ ïðè óñëîâèè, ÷òî ρ(K) < 1. Çäåñü
K = Bp, ò. å. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåçóëüòàò ðàçä. 4.2 êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.1.
Äàëåå, â êîíöå ðàçäåëà 4.4, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Dξ < +∞,
åñëè ρ(K) < 1 è h ∈ L∞.

4.3.4. Îöåíêà ïî ïîãëîùåíèÿì. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (4.7) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
�îöåíêîé ïî ñòîëêíîâåíèÿì�. Äðóãîé ñòàíäàðòíîé îöåíêîé äëÿ ôóíêöèîíàëà Ih = (ϕ, h)
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η =
QNh(xN)

p(xN)
,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ �îöåíêîé ïî ïîãëîùåíèÿì�.
Òåîðåìà 4.2. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1 è ñîîòíîøåíèå p(x) 6= 0, x ∈ supph âû-

ïîëíåíû, òî Eη = Ih.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

η =
∞∑
n=0

(∆n −∆n+1)Qnh(xn)/p(xn).

Íà îñíîâå ýòîãî ðàâåíñòâà äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 4.1.
Èíòåðåñíî, ÷òî ïðÿìóþ îöåíêó ñðåäíåãî ÷èñëà �ôèçè÷åñêèõ ïîãëîùåíèé� ïðîùå

ïðåäñòàâèòü êàê îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì, ââåäÿ íîìåð òèïà ñòîëêíîâåíèÿ â ÷èñëî
êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X.

4.3.5. Îáîáùåííûå ÿäðà. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáîáùåííûìè ÿäðàìè k(x′, x). Òà-
êèå ÿäðà âêëþ÷àþò ìíîæèòåëè òèïà �äåëüòà-ôóíêöèé�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà X, è K ∈ [L

(1)
1 → L

(1)
1 ]

èëè K∗ ∈ [L
(1)
∞ → L

(1)
∞ ], ãäå L(1) � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (íàïðè-

ìåð, âêëþ÷àþùèå íåïðåðûâíûå èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè). Ïðè ýòîì ñëå-
äóåò âêëþ÷èòü òå æå ìíîæèòåëè â ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü p(x′, x) è îïóñòèòü èõ ïðè
ïîñòðîåíèè âåñîâ Qn. Òåîðåìû 4.1 è 4.2 ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé.

4.3.6. Ðåøåíèå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âñå ïðåäûäóùèå è ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x = Ax+ b,

ïðè óñëîâèè ρ(A) < 1, ïóòåì ñëåäóþùèõ ïîäñòàíîâîê:

k(x′, x) → ai,j, r(x′, x) → ri,j = P (j → i), f(x) → bi, π(x) → πi,

p(x′) → pj, h(x) → hi, ϕ = Kϕ+ f → xi =
m∑
j=1

ai,jxj + bi,

(ϕ, h) =

∫
X

ϕ(x)h(x) dx→ (x, h) =
m∑
j=1

xjhj.
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Çäåñü ìîäåëèðóåòñÿ öåïü Ìàðêîâà i0, i1, . . . , iN , ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíå÷íîìó ôàçîâîìó
ïðîñòðàíñòâó (1, . . . ,m). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà ri,j, íà÷àëüíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè πi = P (i0 = i) è âåðîÿòíîñòÿìè pj îáðûâà â ñîñòîÿíèè j (èëè íà ïåðåõîäå
j → i). Îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì ðàâíà

ξ =
N∑
n=0

Qnhin , Qn =
bi0
πi0

n∏
k=1

aik,ik−1

pik,ik−1

.

Â óñëîâèÿõ, àíàëîãè÷íûõ (4.8), èìååì Eξ = (x, h). Äëÿ îöåíêè xi äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
h = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå åäèíèöà çàíèìàåò i-å ìåñòî. Íàïðèìåð, òàêèå àëãîðèòìû
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

4.4. ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÎÖÅÍÎÊ

Ëåììà 4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé f(x),
h(x), k(x′, x) äèñïåðñèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì ξ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Dξ = (χ, h[2ϕ∗ − h])− I2, (4.13)

ãäå χ � ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ

χ = Kpχ+ f 2/π, (4.14)

çäåñü Kp � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2(x′, x)/p(x′, x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû

Q2
0 =

f 2(x0)/π(x0)

π(x0)
, Q2

n = Q2
n−1

k2(xn−1, xn)/p(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)

ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ñòàíäàðòíûå âåñà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.14). Ìû èñïîëüçóåì
òàêæå ðàâåíñòâî

E

[
∞∑

m=n+1

∆m
Qm

Qn

h(xm)
∣∣∣x0, . . . , xn; ∆n

]
= ∆n[ϕ

∗(xn)− h(xn)],

êîòîðîå ñëåäóåò èç (4.11). Íà ýòîé îñíîâå èìååì

Eξ2 = E
∞∑
n=0

∆nQ
2
nh

2(xn) + 2E
∞∑
n=0

∞∑
m=n+1

∆n∆mQnQmh(xn)h(xm) =

= (χ, h2) + 2
∞∑
n=0

E∆nQ
2
nh(xn)E

[
∞∑

m=n+1

∆m
Qm

Qn

h(xm)
∣∣∣x0, . . . , xn; ∆n

]
= (χ, h2)+

+2E
∞∑
n=0

∆nQ
2
nh(xn)[ϕ

∗(xn)− h(xn)] = (χ, h2) + 2(χ, h[ϕ∗ − h]) = (χ, h[2ϕ∗ − h]).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 4.3. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1 è ñîîòíîøåíèÿ ρ(Kp) < 1, f 2/π ∈ L1

âûïîëíåíû, òî êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà Dξ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè (4.13) è (4.14).
Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå âàæíà ïðîñòàÿ.
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Òåîðåìà 4.3à. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 èìååì Eξ2 < +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 âûïîëíåíî Eξ2

1 < +∞, ãäå
ξ1 =

∑∞
n=0 ∆n|Qn||h(xn)| ≥ |ξ|.

Çàìåòèì, ÷òî ρ(Kp) < 1 âêëþ÷àåò ρ(K1) < 1, òàê êàê ‖Kn
1 ‖2 ≤ ‖Kn

p ‖.
Òåîðåìà 4.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 èìååì

Eξ2
x = h(x)[2ϕ∗(x)− h(x)] +

∫
X

k2(x, x′)

p(x, x′)
E ξ2

x′ dx, (4.15)

Eξ2 =

∫
X

f 2(x)E ξ2
x

π(x)
dx. (4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (4.15) ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê âûðàæåíèå äëÿ Eξ2, à
(4.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î äèñïåðñèè îöåíêè ïî ïîãëîùåíèÿì äîêàçûâàþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî ëåììå 4.1 è òåîðåìå 4.3.

Ëåììà 4.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2 äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé f(x),
h(x), k(x′, x) äèñïåðñèÿ îöåíêè ïî ïîãëîùåíèÿì äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Dη =

(
χ,
h2

p

)
− I2, (4.17)

ãäå χ � ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.14).
Òåîðåìà 4.5. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2 è ñîîòíîøåíèÿ ρ(Kp) < 1, f 2/π ∈ L1,

h2/p ∈ L∞ âûïîëíåíû, òî êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà Dη îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.17)
è (4.14). Åñëè x0 ≡ x, òî η ≡ ηx è

Eη2
x = h2(x)/p(x) +

∫
k2(x, x′)

p(x, x′)
E η2

x′ dx
′, (4.18)

Eη2 =

∫
X

f 2(x)E η2
x

π(x)
dx. (4.19)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.15), (4.16), (4.18), (4.19) (âïåðâûå óêàçàííûå â [1])
ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç (4.13), (4.14) è (4.17) (êîòîðûå âïåðâûå óêàçàíû â [2]) íà îñíîâå
äâîéñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4.4) ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (χ,H), H ∈ L∞. Òåîðåìû
4.4 è 4.5 óïðîùàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 4.3.

Âûðàæåíèÿ (4.16) è (4.19) äëÿ Eξ2 è Eη2 ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíîðîäíàÿ (ïî îòíîøå-
íèþ ê x = x0) ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèé Eξ2

x è Eη2
x îáåñïå÷èâàåò òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè Dξ è Dη äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îñíîâå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

π(x) = c|f(x)|(Eξ2
x)

1/2, π(x) = c|f(x)|(Eη2
x)

1/2.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà p(x′, x) = k(x′, x), π(x) = f(x),
ρ(K) < 1 è 0 ≤ h ∈ L∞, äèñïåðñèÿ Dξ êîíå÷íà, òàê êàê χ ≡ ϕ è

Eξ2 = (ϕ, h[2ϕ∗ − h]) ≤ ‖ϕh‖L1‖2ϕ∗ − h‖L∞ ≤ ‖ϕ‖L1‖h‖L∞‖2ϕ∗ − h‖L∞ < +∞.

Ïðîñòåéøàÿ âåñîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñëåäóþùåé ïëîòíîñòè ïåðåõîäà:

p(x′, x) =
k(x′, x)

q(x′)
q0(x

′), q0(x
′) ≥ q(x′), òî åñòü p0(x

′) ≤ p(x).
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Äëÿ òàêîé ìîäèôèêàöèè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

k(x′, x)

p(x′, x)
=

q(x′)

q0(x′)
≤ 1, Qn ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåñîâîé îöåíêè ξ0 =
∑N

n=0Qnh(xn) èìååì Dξ0 ≤
Dξ. Ïðèìåðîì ïðîñòåéøåé âåñîâîé ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïå-
ðåíîñà ÷àñòèö �áåç âûëåòà� (ñì. äàëåå ðàçäåë 6.3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèñïåðñèþ Dξ∗x îöåíêè ξ
∗
x äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé

(4.11). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Eξ∗2x = f(x) [2ϕ(x)− f(x)] +
[
K(1)∗
p Eξ∗2

]
(x),

ãäå K
(1)
p � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2(x, x′)/p(x′, x) âñëåäñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ

òðàïñïîíèðîâàííîãî ÿäðà ïðè ïîñòðîåíèè âåñà Q∗
n. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî K

(1)∗
p íå ñîâ-

ïàäàåò ñ K∗
p , òî åñòü ñ îïåðàòîðîì èç ñîîòíîøåíèÿ (4.15). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóä-

íÿåò ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìíîãîñêîðîñòíîì ñëó÷àå. Òàêîå çàòðóäíåíèå çàâåäîìî íå
âîçíèêàåò, åñëè p(x′, x) ≡ p(x, x′). Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî, íàïðèìåð, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ñóáñòîõàñòè÷åñêèõ ÿäåð, ñâÿçàííûõ ñ îäíîñêîðîñòíûì ïðîöåññîì ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ
âñëåäñòâèå èçâåñòíîé �òåîðåìû îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè�.

4.5. ÓÌÅÍÜØÅÍÈÅ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ

4.5.1. Îöåíêè ñ íóëåâîé äèñïåðñèåé. Â ýòîì ðàçäåëå âñå ôóíêöèè ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì ξ è îöåíêè ïî
ïîãëîùåíèÿì η îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè

pξ(x
′, x) =

k(x′, x)g(x)

[K∗g](x′)
, pη(x

′, x) =
k(x′, x)g(x)

g(x′)
. (4.20)

Î÷åâèäíî, ÷òî
∫
pξ(x

′, x) dx ≡ 1; ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè pξ(x
′, x) íåîáõîäèìî

äîïîëíèòåëüíî ââåñòè ñëàáîå ïîãëîùåíèå. Äàëåå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ pη(x
′, x), òî íåîá-

õîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî K∗g ≤ g, òàê êàê∫
X

pη(x
′, x) dx = 1− pη(x

′) =
[K∗g](x′)

g(x′)
.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî K∗g = g ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî â òî÷êàõ, äëÿ êîòîðûõ
h(x) = 0. Íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü âûáèðàåòñÿ òàê:

πg(x) =
f(x)g(x)

(f, g)
. (4.21)

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî [K∗ϕ∗](x) = ϕ∗(x) − h(x) > 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ X.

Òåîðåìà 4.6. Åñëè p(x′, x) ≡ pξ(x
′, x) è π(x) ≡ πg(x) äëÿ g(x) ≡ ϕ∗(x), òî Eξ = Ih

è Dξ = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî . ßñíî, ÷òî çäåñü ∆n ≡ 1 è N = +∞. Îáîçíà÷èì

η0 = Q0ϕ
∗(x0), ηm =

m−1∑
n=0

Qnh(xn) +Qmϕ
∗(xm), m = 1, 2, . . .
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ηm ≡ Ih ïðè m = 0, 1, 2, . . .. Äåéñòâèòåëüíî,

η0 = [f(x0)/πϕ∗(x0)]ϕ
∗(x0) ≡ Ih, ηm+1 − ηm = Qmh(xm)+

+Qm

[
ϕ∗(xm)− h(xm)

ϕ∗(xm+1)
ϕ∗(xm+1)− ϕ∗(xn)

]
≡ 0

äëÿ m = 0, 1, . . .. Äàëåå èìååì lim ηm = Ih = ξ + ζ è ζ = lim[Qmϕ
∗(xm)] ≥ 0. ßñíî,

÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, Ih = Eξ + Eζ = Ih + Eζ è E ζ = 0.
Ïîýòîìó ζ = 0 è ξ = Ih ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Òåîðåìà 4.7. Åñëè p(x′, x) ≡ pη(x
′, x) è π(x) ≡ πg(x) äëÿ g(x) ≡ ϕ∗(x), òî Eη = Ih

è Dη = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

f(x0)

πϕ∗(x0)
=

Ih
ϕ∗(x0)

,
h(xN)

p(xN)
= ϕ∗(xN),

k(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
=
ϕ∗(xn−1)

ϕ∗(xn)
, n = 1, 2, . . . .

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â ðàâåíñòâî η = QNh(xn)/p(xN) äàåò η ≡ Ih.
Äëÿ öåïè Ìàðêîâà (4.20) ïðè g ≡ ϕ∗ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå r(x′, x) = 0, åñ-

ëè ϕ∗(x) = 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå íå ñìåùàåò îöåíêó òàê êàê â ñèëó (4.10) òðàåêòîðèè,
íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ {x : ϕ∗(x) = 0}, äàþò íóëåâîé âêëàä.

Äæ. Õîëòîí ïîëó÷èë òàêîé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèå (ϕ∗ − h)/ϕ∗ ≤ c < 1
[3]. Äàííîå îãðàíè÷åíèå óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî

ξm =
m∑
n=0

Qnh(xn) = Ih

[
1−

m∏
k=0

ϕ∗(xk)− h(xk)

ϕ∗(xk)

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óêàçàííîì óñëîâèè èìååì ξ = limm→∞ ξm = Ih ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà. Òàêîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåïðèìåíèì, êîãäà h ìîæåò áûòü íóëåâûì äëÿ ϕ∗ 6= 0
(èëè êîãäà h/ϕ∗ íå îòäåëåíà îò íóëÿ). Áîëüøèíñòâî ïðèëîæåíèé â òåîðèè ïåðåíîñà èç-
ëó÷åíèÿ ñâÿçàíû ñ òàêèì îáùèì ñëó÷àåì.

Íàçîâåì ϕ∗(x) ôóíêöèåé öåííîñòè (òî÷êè x ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëó Ih), à
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, àíàëîãè÷íûé èäåàëüíîìó, � âûáîðêîé ïî âàæíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ âûáîðêà ïî âàæíîñòè ñ çàìåíîé ϕ∗ íà g ≈
ϕ∗. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ åãî íåçàâèñèìîñòü
îò ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ôóíêöèè g. Äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ ïîãëîùåíèå, íà÷èíàÿ ñ
m-ãî ñîñòîÿíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå êîíå÷íîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðåõîäîâ. Â [4] ïîêàçàíî,
÷òî åñëè g(x) = const(1 + ε(x))ϕ∗(x), |ε(x)| ≤ δ < 1, p(x) ≡ 0 ïðè n ≤ m è p(x) ≡ δp ïðè
n > m è

q′ = ρ(K)× 1 + δ

(1− δ)(1− δp)
< 1, òî Dξ ≤ c1δ

2 + c2δp

[
ρ(K)

1 + δ

1− δ

]m
.

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé S = t × Dξ, ãäå t � ñðåäíåå ÷èñëî
îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ. Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ ïîäõîäÿùåãî m, íàïðèìåð, åñëè m ∼ | ln δ|, èìååì S → 0 ïðè δ → 0.

Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî îïòèìèçèðîâàòü ëèøü ÷àñòü ïåðåõîäà, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëå-
íèå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Öåïü Ìàðêîâà,
îáåñïå÷èâàþùàÿ ìèíèìóì äèñïåðñèè îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì, ñòðîèòñÿ çäåñü ÷åðåç
ðåøåíèå ñïåöèàëüíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 4.11.3). Íà ýòîé îñíî-
âå ïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
(ñì. äàëåå ðàçäåë 6.7).
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Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ îïòèìèçàöèè äàåò èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî ïîëíî-
ãî ïåðåõîäà x′ → x: åñëè ïîãëîùåíèå ìîäåëèðóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p(x′) 6= 0, òî
îïòèìàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïåðåõîäà x′ → x îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (4.3) ñ ÿäðîì
k1(x

′, x) = k(x′, x)[1−p(x′)]−1/2. Ïîëíàÿ îïòèìèçàöèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì â ñëó÷àå
çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ñïåöèàëüíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì
[4].

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì åùå íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Âåñüìà
ïîëåçíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè
g = const(1 + ε)ϕ∗, òàê êàê îáû÷íî èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ ëèøü î ôóíêöèè, ïðîïîðöèî-
íàëüíîé ϕ∗. Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå àëãîðèòìû
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî óëó÷øèòü, èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ (äàæå íå î÷åíü òî÷íóþ)
èíôîðìàöèþ î ϕ∗. Ïðè ýòîì áîëüøèå m öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
èñïîëüçóåòñÿ �õîðîøàÿ� àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ϕ∗.

Íàèáîëåå âàæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö. Â ýòèõ çàäà÷àõ ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, è âåëè÷èíà K∗g äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðàêòè÷åñêè íåâû-
÷èñëèìà. Îäíàêî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïà-
äàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: óãëîâ ðàññåÿíèÿ, äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà è äð. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè öåííîñòè íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ýòàïå ìîäåëè-
ðîâàíèÿ; â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó î
íóëåâîé äèñïåðñèè (ñì. äàëåå ðàçäåë 4.11). Âû÷èñëÿåìûå íà êàæäîì ýòàïå âåñîâûå ìíî-
æèòåëè âûðàæàþòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì K∗g. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ îöåíîê è
ðàññóæäåíèé ðàçðàáîòàíî è îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðîáëå-
ìû Ìèëíà äëÿ óëó÷øåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö ÷åðåç òîëñòûå ñëîè âåùåñòâà,
î ÷åì áóäåò ðàññêàçàíî äàëåå â ðàçäåëå 6.7.

Çàìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ äðóãèå ñïîñîáû èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè öåííîñòè äëÿ óëó÷-
øåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, íàïðèìåð, íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ïî âàæ-
íîñòè äëÿ îöåíêè áåñêîíå÷íîêðàòíîãî èíòåãðàëà, âûðàæàþùåãî Ih = Eξ. Ñðàâíèòåëüíî
ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïî öåííîñòè ýòè àëãîðèòìû íåóäîáíû èëè äàæå ïðàêòè÷åñêè íåïðè-
ìåíèìû ïîòîìó, ÷òî îíè, êàê ïðàâèëî, çàâèñÿò îò ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðèáëèæåí-
íîé ôóíêöèè öåííîñòè èëè òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû K∗g, èëè æå èõ ðåàëèçàöèÿ
ñâÿçàíà ñ âûïîëíåíèåì æåñòêîãî óñëîâèÿ: K∗g/g ≤ 1. Ïðèìåðîì ïðîñòîãî (ïî ôîðìå)
ñïîñîáà èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííîé ôóíêöèè öåííîñòè ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà

ζ = (ϕ, g) +
N∑
n=0

Qn[h(xn) + [K∗g](xn)− g(xn)],

êîòîðàÿ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, àíàëîãè÷íà âûäåëåíèþ ãëàâíîé ÷àñòè ïðè âû÷èñëåíèè èí-
òåãðàëà. Ýòà îöåíêà ïðèâëåêàòåëüíà òåì, ÷òî ìîæíî îäíîâðåìåííî èñïîëüçîâàòü ðàç-
ëè÷íûå g(x), åñëè âû÷èñëÿåòñÿ ìíîãî ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ih. Îäíàêî ïî ïðè÷èíàì,
óêàçàííûì âûøå, íåëüçÿ ñåðüåçíî ãîâîðèòü î ðåàëèçàöèè îöåíêè ζ â ñëîæíûõ ðàñ÷å-
òàõ.

4.5.2. Ìîäåëèðîâàíèå �ïî öåííîñòè� â çàäà÷å îá îöåíêå ìíîãèõ ôóíêöèî-
íàëîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x) çàâèñèò åùå îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà i (i = 1, 2, . . . ,M), è
òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè îöåíêè âåëè÷èí Ii = (ϕ, hi) îïðåäåëÿþòñÿ âåñàìè ai ≥ 0, ïðè÷åì∑M

i=1 ai = 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

ξ(i) =
N∑
n=0

Qnhi(xn).
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Íàèëó÷øåé áóäåì ñ÷èòàòü òàêóþ ôóíêöèþ g(x), êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ñðåäíþþ äèñ-
ïåðñèþ DM =

∑M
i=1 aiDξ

(i) (ñì. òàêæå ôîðìóëó (5.3) èç ïîäðàçä. 5.1.1). Îïðåäåëèì
ôóíêöèè h0 è ϕ

∗
0 ñîîòíîøåíèÿìè:

h0(x) =

(
s∑
t=1

aih
2
i (x)

)1/2

, ϕ∗0 = K∗ϕ∗0 + h0,

è ïóñòü I0 = (ϕ, h0). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì:

M∑
i=1

aiE(ξ(i))2 =
M∑
i=1

aiE

[
N∑
n=0

Qnhi(xn)

]2

= E

[
N∑
n=0

N∑
m=0

QnQm×

×
M∑
i=1

aihi(xn)hi(xm)

]
≤ E

[
N∑
n=0

N∑
m=0

QnQmh0(xn)h0(xm)

]
= Eξ2

0 .

Ïî òåîðåìå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïðè g = ϕ∗0 âåëè÷èíà Eξ2
0 ìèíèìàëüíà è ðàâíà I

2
0 ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, DM ≤ I2
0 −

∑M
i=1 aiI

2
i (t) = D∗. Ýòî íåðàâåíñòâî äàåò îñíîâàíèå äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííîé èíôîðìàöèè î ϕ∗0 â ðàñ÷åòàõ âåëè÷èí Ii ìåòîäîì Ìîíòå-
Êàðëî.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíêè �ïî ïîãëîùåíèÿì� âåëè÷èíà D∗

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöåé ñðåäíåé äèñïåðñèè. Äåéñòâèòåëüíî,

M∑
i=1

Eai(η
(i))2 = E

M∑
i=1

ai
h2
i (xN)

p2(xN)
= E

h2
0(xN)

p2(xN)
= Eη2

0.

Âåëè÷èíà Eη2
0 ìèíèìàëüíà è ðàâíà I

2
0 ïðè

π(x) =
f(x)ϕ∗0(x)

(f, ϕ∗0)
è p(x′, x) =

k(x′, x)ϕ∗0(x)

ϕ∗0(x
′)

,

òàê êàê äëÿ òàêîé öåïè Ìàðêîâà âûïîëíåíî Dη0 = 0 (ñì. ïîäðàçä. 4.5.1). Â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ðåàëü-
íûå çíà÷åíèÿ DM ñóùåñòâåííî ìåíüøå âåëè÷èíû D∗ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè âåñüìà
ãðóáûõ ïðèáëèæåíèé ê ϕ∗0(x). Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.1. Âåëè÷èíó DM ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

g =
√

(K∗g)2 + g2
1, ãäå g2

1 =
M∑
i=1

aihi(2ϕ
∗
i − hi); ϕ2

i = K∗ϕ∗i + hi.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 ≤
g ≤ ϕ∗0. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå DM = (f, g)−

∑M
i=1 aiI

2
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.13) ïîëó÷àåì

M∑
i=1

Eai(ξ
(i))2 = (χ, g2

1), ãäå g2
1 =

M∑
i=1

aihi(2ϕ
∗
i − hi),

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè óäàñòñÿ ïîäîáðàòü ôóíêöèè h ≥ 0 è ϕ∗ ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì h(2ϕ∗−h) = g2

1 è ϕ
∗ = K∗ϕ∗+h, òî ïî òåîðåìå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïðè
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g = ϕ∗ âåëè÷èíà DM ìèíèìàëüíà è ðàâíà (f, g)2 =
∑M

i=1 aiI
2
i . Èç ðàâåíñòâà h(2ϕ

∗−h) =
g2
1 ïîëó÷àåì h = ϕ∗ − (ϕ∗2 − g2

1)
1/2. Çíàê �ìèíóñ� îáúÿñíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì h ≤ ϕ∗.

Ïðîâîäÿ ïîäñòàíîâêó è íåñëîæíûå îïåðàöèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϕ∗ = [(K∗ϕ∗)2 + g2
1)

1/2 èëè ϕ∗ +Gϕ∗.

Íåëèíåéíûé îïåðàòîð G ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ, òàê êàê

|[(K∗h̃1)
2 + g2

1]
1/2 − [(K∗h̃2)

2 + g2
1]

1/2| ≤ |K∗h̃1 −K∗h̃2| = |K∗(h̃1 − h̃2)|

è ‖Gh̃1 − Gh̃2‖ ≤ q‖h̃1 − h̃2‖, ãäå q = ‖K∗‖ < 1. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Áàíàõà, ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ϕ∗ = Gϕ∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â L∗. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ∗ ≥ g1. Äàëüøå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ϕ∗ ≤ ϕ∗0. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑M
i=1 aiϕ

∗2
i ≤ ϕ∗20 ,

êîòîðîå íåòðóäíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕ∗i = [I −K∗]−1hi, ϕ∗0 = [I −K∗]−1h0

è èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî âèäà

M∑
i=1

ai

[∫
X

li(x) dx

]2

≤

[∫
X

(
M∑
i=1

ail
2
i (x)

)1/2

dx

]2

.

Äàëåå èìååì Gϕ∗0 = [(ϕ∗0−h0)
2 + g2

1]
1/2 =

[
(ϕ∗0)

2 + 2
(∑M

i=1 aihiϕ
∗
i − h0ϕ

∗
0

)]1/2
. Èñïîëüçóÿ

íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

M∑
i=1

aihiϕ
∗
i ≤ h0

(
M∑
i=1

ai(ϕ
∗
i )

2

)1/2

≤ h0ϕ
∗
0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Gϕ∗0 ≤ ϕ∗0. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ϕ
∗ ≤ ϕ∗0.

4.6. ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÎÖÅÍÎÊ

4.6.1. Ðàíäîìèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíà-
ëîã èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.3):

ϕ(x) =

∫
X

k(x, x′)ϕ(x′) dx′ + h(x) èëè ϕ = Kϕ+ h, (4.22)

ãäå X ∈ Rl � êîìïàêò, h ∈ L∞(X), K ∈ [L∞ → L∞]. Çàìåòèì, ÷òî äîïóñêàþòñÿ îáîáùåí-
íûå ìíîæèòåëè òèïà �äåëüòà-ôóíêöèé� â ÿäðå k(x, x′); ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàëè÷èå
òàêèõ æå ìíîæèòåëåé â ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè öåïè Ìàðêîâà, à
â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àéíîì âåñå îíè íå ó÷àñòâóþò, ò. å. âåñîâûå ìíîæèòåëè ñòðîÿòñÿ
êàê îòíîøåíèÿ èçìåðèìûõ ìíîæèòåëåé ÿäðà è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî çäåñü áóäåò îáñóæäàòüñÿ ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ k(x, x′), h(x)
è ϕ(x), òàê êàê ïåðåõîä ê çíàêîïåðåìåííîìó ñëó÷àþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïî-
ñîáîì íà îñíîâå ïîäõîäÿùåãî ìàæîðèðîâàíèÿ. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî âñå ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ôóíêöèîíàëîâ (f, ϕ),
ãäå f ∈ L1(X).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(K) ìåíüøå åäèíèöû. Ïðè ýòîì
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.22) âûðàæàåòñÿ ðÿäîì Íåéìàíà, îäíàêî çäåñü áóäåò ïîñòðîåíà
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è èññëåäîâàíà îñíîâíàÿ ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ôàêòè÷åñêè ïóòåì
ïðÿìîé âåðîÿòíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (4.22). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òà-
êîé ïîäõîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè èñïîëüçîâàíèè âåòâÿùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà, êîãäà
ïîëíàÿ çàïèñü îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ïî íåîáõîäèìîñòè ãðîìîçäêîé . Êðîìå òîãî, ðåêóððåíò-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îöåíîê è ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äàþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàòü äëÿ èõ îïòèìèçàöèè ïðèíöèï Áåëëìàíà; ïðè ýòîì ðàçúÿñíÿþòñÿ, óòî÷íÿþòñÿ è
îáîáùàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè òàêèõ îöåíîê.

Âàæíóþ ðîëü çäåñü áóäåò èãðàòü ïîäõîäÿùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, êî-
òîðàÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.22) îçíà÷àåò ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ

ϕλ = λKϕλ + h, 0 < λ < 1/ρ(K). (4.23)

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ϕλ ≡ ϕ(x, λ) çàâèñèò îò λ ìîíîòîííî è äàæå, çà
èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ, ñòðîãî ìîíîòîííî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ââåäåì îáðûâàþùóþñÿ öåïü Ìàðêîâà
{xn} (n = 0, 1, . . . , N) ñ ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà p(x, x′), ïðè÷åì âåëè÷èíà

p(x) = 1−
∫
X

p(x, x′) dx′ ≥ 0

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü îáðûâà òðàåêòîðèè ïðè ïåðåõîäå èç x â x′;N � ñëó÷àé-
íûé íîìåð ïîñëåäíåãî ñîñòîÿíèÿ öåïè. Öåïü Ìàðêîâà ñâÿçûâàåòñÿ ñ óðàâíåíèåì (4.22)
ñ ïîìîùüþ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ q(x, x′), êîòîðûé äëÿ ïåðåõîäà èç x â x′ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå q(x, x′) = k(x, x′)/p(x, x′) è q(x, x′) = 0 ïðè îáðûâå íà ýòîì ïåðåõîäå. Äëÿ
óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëàãàòü, ÷òî ïîñëå îáðûâà öåïü ïîïàäàåò â
ñïåöèàëüíóþ ïîãëîùàþùóþ òî÷êó è â íåé îñòàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùåå èçâåñòíîå �óñëîâèå íåñìåùåííîñòè�:

p(x, x′) 6= 0 ïðè k(x, x′) 6= 0; (4.24)

ýòî àíàëîã óñëîâèÿ (4.8) äëÿ ñîïðÿæåííîãî ê (4.22) óðàâíåíèÿ (4.1).
Äëÿ öåïè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë ξ òàêîé,

÷òî Eξ = ϕ(x), ò. å. íåñìåùåííóþ îöåíêó ðåøåíèÿ. Òàêàÿ îöåíêà, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò
ñëåäóþùóþ ðàíäîìèçàöèþ óðàâíåíèÿ (4.22):

ξ0 = h0 + q(x0, x1)ξ1, (4.25)

ãäå h0 = h(x0) è ξi = ξ äëÿ x = xi. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

E[q(x0, x1)ξ1] = EE[q(x0, x1)ξ1|x1] = E[q(x0, x1)ψ(x1)] = [Kψ](x0), ψ ≡ Eξ,

ò. å. ñîîòíîøåíèå (4.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ
(4.22) â òîì ñìûñëå, ÷òî (4.25) â ñðåäíåì ñîâïàäàåò ñ (4.22). Îäíàêî íà ýòîé îñíîâå
ìîæíî ïîëó÷èòü íåñìåùåííîñòü ðåêóððåíòíîé îöåíêè (4.25) ëèøü ïðè âûïîëíåíèè äî-
ïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

Eξ < C < +∞ äëÿ âñåõ x ∈ X, (4.26)

ò. ê. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.22) åäèíñòâåííî â L∞. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü, òà-
êèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå òèïà èçâåñòíîé òåîðåìû Ëàêñà, à èìåííî, èç
âåðîÿòíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè (4.26) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü (â ñìûñëå âû-
ïîëíåíèÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë).
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Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âûâîäà íåñìåùåííîñòè ξ èç (4.25) çàìåòèì, ÷òî ïðîäîëæàÿ
ðåêóðñèþ (4.25) äî êîíöà òðàåêòîðèè {xn}, ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì (4.9), êîòîðîå äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
(4.23) èìååò âèä

ξ0(λ) =
∞∑
n=0

λn∆nQnh(xn), (4.27)

ãäå Q0 ≡ 1, Qn = Qn−1 q(xn−1, xn). Îòìåòèì äîâîëüíî ÿñíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Eξ(λ).
Êàê ôóíêöèÿ λ (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x = x0) îíà íåïðåðûâíà âïëîòü äî ψ = ∞,
ÿâëÿÿñü ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ò. å. èíòåãðàëîì ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå, îò ìîíî-
òîííîé ïî λ è íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè òðàåêòîðèè. Èíòåãðàë Eξ(λ) äîïóñêàåò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ò. ê. â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó Eξ(λ) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò λ, è
‖ξ(λ)‖ � òàêæå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ λ. Äàëåå, ïîñêîëüêó X � êîìïàêò, òî èç íåïðåðûâíî-
ñòè Eξ(λ) äî +∞ ïðè ëþáîì x ñëåäóåò ýòî æå ñâîéñòâî ñóïðåìóìà ôóíêöèè ‖ξ(λ)‖, ò. å.
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}, ÷òî limk→∞ ‖ξ(λk)‖ = +∞ è ‖ξ(λk)‖ < +∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ λk, ÷òî âåëè÷èíà ‖ξ(λk)‖ ñêîëü óãîäíî âå-
ëèêà, íî êîíå÷íà; ïðè ýòîì ‖ξ(λ)‖ êàê âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè λ < λk.

Îïûò ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñåãäà ìîæ-
íî ïîäîáðàòü p(x, x′) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

|q(x, x′)| < C < +∞, (4.28)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà öåëåñîîáðàçíûì.
Òåîðåìà 4.8. Åñëè ρ(K) < 1, k(x, x′) ≥ 0, h(x) ≥ 0 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.24),

(4.28), òî ðåêóðñèÿ (4.25) îïðåäåëÿåò íåñìåùåííóþ îöåíêó ξ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ‖Eξ(λ)‖ ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà ïî λ âïëîòü äî +∞

è â ñèëó óñëîâèÿ (4.28) ‖Eξ(λ)‖ < +∞ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ > 0. Ïîýòîìó, åñëè
‖Eξ‖ = +∞, òî íàéäåòñÿ òàêîå λ < 1, ÷òî ‖ϕ‖ < ‖Eξ(λ)‖ < +∞. Îäíàêî ïðè ýòîì
Eξ(λ) = ϕλ, à ‖ϕλ‖ ≤ ‖ϕ‖ âñëåäñòâèå ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ϕλ îò λ. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 4.8.

Äàííàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò, íî èíòåðåñíà òåì, ÷òî
â íåé ïî ñóùåñòâó èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ðåêóððåíòíûé õàðàêòåð îöåíêè è íå ïðîâîäÿòñÿ
ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ äåòàëèçàöèåé ðÿäà Íåéìàíà è ïðåäâàðèòåëüíûì
îñðåäíåíèåì ïîëíîãî âûðàæåíèÿ ξ ïî �ïîãëîùåíèþ-âûæèâàíèþ� (ñì. ðàçäåë 4.3).

Òåîðåìà 4.8 î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà çíàêîïåðåìåííûé ñëó÷àé, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρ(K1) < 1, ãäå K1 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì |k(x, x′)|, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå èìååì |ξ0| ≤ ξ

(1)
0 = |h0|+ |q(x0, x1)| ξ(1)

1 , ò. å. |Eξ| < C < +∞, è ïðÿìîå
îñðåäíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (4.25) äàåò íåñìåùåííîñòü ξ.

ÄèñïåðñèÿDξ = Eξ2−ϕ2 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé Eξ2, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âûáîðà ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè p(x, x′). Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

ξ2
0 = h2

0 + 2h0q(x0, x1)ξ1 + q2(x0, x1)ξ
2
1 . (4.29)

Èç (4.29) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòóþ ðåêóðñèþ, åñëè ñëàãàåìîå 2h0q(x0, x1)ξ1 çàìå-
íèòü íà ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E[2h0q(x0, x1)ξ1] = 2h0[Kϕ]0 = 2h0(ϕ0 − h0).
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Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ çàìåíà íå èçìåíÿåò âåëè÷èíó ñðåäíåãî êâàäðàòà. Ðàññìàòðèâàÿ
(4.29) êàê ðåêóðñèþ äëÿ ξ2 è ïðîäëåâàÿ åå äî êîíöà òðàåêòîðèè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ξ2
0 =

∞∑
n=0

Q2
n[h

2
n + 2hnq(xn, xn+1)ξn+1],

ïðè îñðåäíåíèè êîòîðîãî, î÷åâèäíî, ìîæíî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ çàìåíèòü
íà åãî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè xn, ò. å. íà
âåëè÷èíó hn(2ϕn − hn). Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, Eξ2 = Eζ2, ïðè÷åì

ζ2
0 = h0(2ϕ0 − h0) + q2(x0, x1)ζ

2
1 . (4.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.8 è ρ(Kp) < 1 (çäåñü Kp � èíòå-
ãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2(x, x′)/p(x, x′)), òî ôóíêöèÿ ψ ≡ Eξ2 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

ψ = h(2ϕ− h) +Kpψ, (4.31)

êîòîðîå âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Êåðòèññîì ïðè ïîñòðîå-
íèè ìåòîäîâ Ìîíòå�Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ‖K1‖2 < ‖Kp‖, ïîýòîìó (4.31) ñïðàâåäëèâî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ è â
çíàêîïåðåìåííîì ñëó÷àå. Äëÿ çíàêîïîñòîÿííîãî ñëó÷àÿ íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè ξ áåçîòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ ρ(Kp) < 1 âåëè÷èíà
Eξ2 îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.31) (ñì. ðàçäåë 4.4).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, íàïðèìåð òåî-
ðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû âèäà (f, ϕ) =
(ϕ∗, h) =

∫
X
ϕ∗(x)h(x) dx (ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (4.4)). Çäåñü f ∈ L1, a ϕ

∗ � ðåøåíèå
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ϕ∗ = K∗ϕ∗ + f ; â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (è â ðàçäåëàõ
4.1�4.3) ýòî óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îñíîâíîå (ñì. ñîîòíîøåíèå (4.1)). Ïóñòü
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè π(x) òàêîâà, ÷òî π(x) 6= 0 ïðè f(x)ϕ(x) 6= 0, è òî÷êà x ðàñïðåäå-
ëåíà ñ ïëîòíîñòüþ π(x). Òîãäà

(f, ϕ) = Eζ, ζ =
f(x0)

π(x0)
ξ0 =

N∑
m=0

Qnh(xn), ãäå Q0 =
f(x0)

π(x0)
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ζ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì ñòàíäàðòíîé îöåíêè
ïî ñòîëêíîâåíèÿì (4.7) äëÿ âåëè÷èíû (ϕ∗, h). Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè òàêîé îöåíêè
ñîãëàñíî ïðèíöèïà Áåëëìàíà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëÿþòñÿ (êàê
óêàçàíî âûøå) îïòèìàëüíûé âàðèàíò ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè p(x, x′) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ ψ ≡ Eξ2; îïòèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü π(x) çàòåì íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå π(x) =
|f(x)|ψ1/2(x)

/ ∫
X
f(x)ψ1/2(x) dx.

4.6.2. Èñïîëüçîâàíèå âåòâÿùèõñÿ öåïåé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îñíîâíîé íåñìåùåííîé îöåíêè ξ ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü öåïè Ìàðêîâà ñ âåòâëåíèåì. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì ïåðåíîñ ÷àñòèö ñ ðàçìíîæåíèåì. Êðîìå òîãî, �ðàñùåïëåíèå�
òðàåêòîðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè è òðóäîåìêîñòè îöåíêè ïî
ñòîëêíîâåíèÿì.

Ïðåäñòàâèì ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.22) è ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü p(x, x′)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k(x, x′) =
m∑
i=0

pi(x)ki(x, x
′)νi(x

′), p(x, x′) =
m∑
i=0

pi(x)pi(x, x
′), pi(x) ≥ 0,

m∑
i=0

pi(x) ≡ 1,
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ãäå pi(x, x
′) � ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè. Çäåñü νi(x

′) � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòî-
ðîé äîïóñêàåòñÿ è íóëåâîå çíà÷åíèå, îçíà÷àþùåå îáðûâ òðàåêòîðèè â òî÷êå x′. Ìîäå-
ëèðîâàíèå ïåðåõîäà ñ âåòâëåíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîîòâåòñòâåííî
âåðîÿòíîñòÿì {pi(x)} âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûé íîìåð i ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè pi(x, x′), ìî-
äåëèðóåòñÿ ïåðåõîä x → x′, âåñ äîìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó qi(x, x

′) = ki(x, x
′)/pi(x, x

′) è
äàëåå ñòðîÿòñÿ νi(x

′) íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé èç òî÷êè x′ ñ ïîëó÷åííûì íà÷àëüíûì
âåñîì. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóððåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ξ èìååò âèä

ξ0 = h0 + qi(x, x
′)

νi(x
′)∑

k=1

ξ
(k)
1 .

Â äàííîì ñëó÷àå ïðèâåäåííîå â ïîäðàçä. 4.6.1 îáîñíîâàíèå íåñìåùåííîñòè (ò. å. ñîîò-
íîøåíèå Eξ ≡ ϕ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî öåëåñîîáðàçíûì, òàê êàê ïîëíàÿ çàïèñü è
ïðÿìîå îñðåäíåíèå îöåíêè ξ åùå áîëåå ãðîìîçäêè, ÷åì â ñëó÷àå áåç âåòâëåíèÿ. Ïó-
òåì îñðåäíåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ξ2 ïî àíàëîãèè ñ ïîäðàçä. 4.6.1 äëÿ
ôóíêöèè ψ ≡ Eξ2 ïîëó÷àåì

ψ(x) = h(x)[2ϕ(x)− h(x)] +

∫ m∑
i=1

pi(x)
k2
i (x, x

′)νi(x
′)[νi(x

′)− 1]

pi(x, x′)
ϕ2(x′) dx′+

+

∫ m∑
i=1

pi(x)k
2
i (x, x

′)νi(x
′)

pi(x, x′)
ψ(x′) dx.

Êàê â ïîäðàçä. 4.6.1, êðîìå óñëîâèÿ ρ(K1) < 1 çäåñü äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ ρ(Kp) < 1, ãäå Kp � îïåðàòîð ñ ÿäðîì

m∑
i=1

k2
i (x, x

′)νi(x
′)

pi(x, x′)
. (4.32)

Âûðàæåíèå (4.32) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè ïðè pi(x, x

′) ≡ ki(x, x
′) îïåðàòîð Kp ñîâïàäàåò ñ K. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

ρ(K) < 1, òî äèñïåðñèÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ò. å. îöåíêè ñ Qn ≡ 1) êîíå÷íà. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà ÷àñòèö ñ âåòâëåíèåì ñîîòíîøåíèå ρ(K) < 1
îçíà÷àåò ïîäêðèòè÷íîñòü ñèñòåìû. Äëÿ ïîäêðèòè÷íîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.22), åñëè
â êà÷åñòâå h(x) ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû â òî÷êå x.

4.6.3. Âåñîâûå îöåíêè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåëè-
íåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

ϕ(x) =

∫
X

k(x, x′)ϕn(x′) dx′ + h(x) èëè ϕ = Kϕn + h. (4.33)

Ýòî óðàâíåíèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â L∞(X). Ðàññìîòðèì òàêæå ïàðàìåòðèçîâàííîå
óðàâíåíèå

ϕλ = λKϕnλ + h, λ ≥ 0. (4.34)

Âíà÷àëå âñå ýëåìåíòû çàäà÷è áóäåì ïîëàãàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

qn = nλ‖K‖ < 1, (4.35)
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è äëÿ λ = λ0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕλ0 òàêîå, ÷òî ‖ϕλ0‖ < 1. Ïðè ýòîì äëÿ λ ≤ λ0

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.33), óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ‖ϕλ‖ < 1, åäèí-

ñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì ÷òî ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ðåøåíèÿ: ϕ
(1)
λ è ϕ

(2)
λ . Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ϕ
(1)
λ − ϕ

(2)
λ = λK

[(
ϕ

(1)
λ − ϕ

(2)
λ

) n−1∑
k=0

(
ϕ

(1)
λ

)k (
ϕ

(2)
λ

)(n−1−k)
]

= Kϕ

[
ϕ

(1)
λ − ϕ

(2)
λ

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (4.35) èìååì ‖Kϕ‖ < 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü

ϕ
(1)
λ ≡ ϕ

(2)
λ . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ϕλ ñóùåñòâóåò è ìîíîòîííî ðàñòåò ïî λ

ïðè λ ≤ λ0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ1 < λ ≤ λ0, òî λ1Kϕ
n
λ2

+ h ≤ ϕλ2 . Òàêèì îáðàçîì,
íà÷èíàþùèåñÿ ñ ϕ0 ≡ ϕλ2 èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (4.33), ìîíîòîííî óáûâàÿ, ñõîäÿòñÿ ê
ðåøåíèþ äëÿ λ = λ1 è ϕλ1 ≤ ϕλ2 .

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ (4.33) â íåñêîëü-
êî áîëåå îáùåì âèäå áûëè ïîñòðîåíû Ñ.Ì. Åðìàêîâûì [5] íà îñíîâå ñâÿçè ìåæäó èí-
òåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ è âåòâÿùèìèñÿ öåïÿìè. Ýòè
öåïè ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê â ïîäðàçä. 4.6.1 (ò. å. ïðè n = 1), ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ïîñëå
î÷åðåäíîãî ïåðåõîäà x → x′ èç òî÷êè x′ ñòðîÿòñÿ n íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé ñ âåñîì,
ïðåäâàðèòåëüíî äîìíîæåííûì íà âåñîâîé ìíîæèòåëü, êîòîðûé çäåñü òàêæå áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü îãðàíè÷åííûì:

q(x, x′) =
k(x, x′)

p(x, x′)
≤ c < +∞. (4.36)

Îñíîâíóþ îöåíêó çäåñü ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:

ξ0 = h0 + q(x0, x1)
n∏
k=1

ξ
(k)
1 , (4.37)

ãäå {ξ(k)
1 } � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè çíà÷åíèÿ îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííûì

âûøå òðàåêòîðèÿì, íà÷èíàþùèìñÿ â òî÷êå x′. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â êîíöå ïîäðàçä.
4.6.3 óñëîâèå (4.35) îáåñïå÷èâàåò îáðûâ âåòâÿùåéñÿ òðàåêòîðèè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
(è äàæå êîíå÷íîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà âåòâåé, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ êîíå÷íîñòè òðóäîåìêî-
ñòè) è òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü ïðîäëåíèÿ ðåêóðñèè (4.37) äî êîíöà òðàåêòîðèè. Êðîìå
òîãî, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé λ âåëè÷èíà ‖Eξ‖ òàêæå ìàëà, ââèäó òîãî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
íåðàâåíñòâà nλ < 1, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ξλ ≤ ‖h‖/(1− λn).

Òåîðåìà 4.9. Åñëè k(x, x′) ≥ 0, h(x) ≥ 0, λ0 ≥ 1 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.24),
(4.35), (4.36), òî ðåêóðñèÿ (4.37) îïðåäåëÿåò îöåíêó ξ òàêóþ, ÷òî Eξ ≡ ϕ è ‖ϕ‖ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ n = 1 ïðÿìîå îñðåäíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (4.37) ïðè n > 1
äàåò óðàâíåíèå (4.33). Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà ‖Eξ‖ < 1 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ‖Eξ‖ ≥ 1. Îòìå÷åííûå â ïîäðàçä.
4.6.1 ñâîéñòâà ôóíêöèè ‖Eξ(λ)‖, î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî è ïðè n > 1. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ
òàêîå λ < 1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖ϕ‖ < ‖Eξ(λ)‖ ≤ 1. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü
Eξ(λ) ≡ ϕλ è ‖ϕλ‖ ≤ ‖ϕ‖, ïîñêîëüêó λ < 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

Ñ.Ì. Åðìàêîâûì [5] íåñìåùåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îöåíêè ïîêàçàíà ïðè áîëåå îá-
ùåì ïðåäïîëîæåíèè î ñõîäèìîñòè èòåðàöèé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.33), ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ
îöåíêà èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì áûëî èñïîëüçîâàíî ãðîìîçäêîå ïðåäñòàâëåíèå
îöåíêè â öåëîì è, ôàêòè÷åñêè, âûðàæåíèå ðÿäà Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.33). Çàìå-
òèì, ÷òî îöåíêó ξ çäåñü ìîæíî ðåàëèçîâàòü ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ õîðîøî
èçâåñòíîé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñõåìû.
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Ïðÿìîå îñðåäíåíèå (ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì n = 1) ðåêóððåíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
âåëè÷èíû ξ2 èç (4.37) äàåò çäåñü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ψ ≡ Eξ2:

ψ = h(2ϕ− h) +Kpψ
n, (4.38)

ãäå, êàê è â ïîäðàçä. 4.6.2, Kp � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2(x, x′)/p(x, x′).
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Eξ2 ìîæíî ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷-
íîå òåîðåìå 4.9, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.35) ñ çàìåíîé
K → Kp, ϕ→ ψ è âñå ðàññóæäåíèÿ ñâÿçàòü ñ óðàâíåíèåì (4.38).

Ïåðåõîä ê çíàêîïåðåìåííîìó ñëó÷àþ, ïî àíàëîãèè ñ âàðèàíòîì n = 1 (ñì. ïîäðàçä.
4.6.2), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëü-
íî äëÿ âàðèàíòà ñ ÿäðîì |k(x, x′)| è ñâîáîäíûì ýëåìåíòîì |h(x)|. Ýòî äàåò ìàæîðàíòó
äëÿ ξ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ îñðåäíåíèå ðåêóðñèè (4.37). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Eξ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (4.33), òàêàÿ, ÷òî ‖Eξ‖ < 1,
ò. å. òðåáóåìîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ Eξ2.

4.7. ÐÀÍÄÎÌÈÇÀÖÈß

4.7.1. Ìåòîä �äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè�. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàíäîìèçèðî-
âàííûå îöåíêè âåðîÿòíîñòíûõ ìîìåíòîâ ðåøåíèé çàäà÷ ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè.
Ïóñòü óðàâíåíèå Lφ = f ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ
íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ òðàåêòîðèÿìè ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ξk(ω) ñòðîÿòñÿ òàê, ÷òî Eωξk(ω) = Jk, k = 1, 2, . . . ,m, ãäå Jk � îöåíèâàåìûå
ôóíêöèîíàëû îò φ.

Ïóñòü îïåðàòîð L è ôóíêöèÿ f çàâèñÿò îò ñëó÷àéíîãî ïîëÿ σ (íàïðèìåð, ñëó÷àéíàÿ
ñðåäà â òåîðèè ïåðåíîñà, ñëó÷àéíàÿ ñèëà â òåîðèè óïðóãîñòè è ò. ä.). Òîãäà

ξk = ξk(ω, σ), Jk = Jk(σ), Eω[ξk(ω, σ)|σ] = Jk(σ),

ãäå òðàåêòîðèè ω è σ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè âåëè÷èí

Jk = Eσ Jk(σ), Rkj = Eσ[Jk(σ)Jj(σ)], k, j = 1, . . . ,m.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä �äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè�,
êîòîðûé ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:

EσJk(σ) = EσEωξk(ω, σ) = E(ω,σ)ξk(ω, σ), Eσ[Jk(σ)Jj(σ)] = E(ω1,ω2,σ)[ξk(ω1, σ)ξj(ω2, σ)],
(4.39)

ãäå ω1 è ω2 � óñëîâíî-íåçàâèñèìûå òðàåêòîðèè, ìîäåëèðóåìûå äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèè
σ, à èíäåêñ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå. ßñ-
íî, ÷òî íàäî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïðåä-
ñòàâëåííîãî â (4.39), ò. å. E(ω,σ)|ξk(ω, σ)| < +∞ è E(ω1,ω2,σ)[|ξk(ω1, σ)ξj(ω2, σ)|] < +∞.
Ñîîòíîøåíèÿ (4.39) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îöåíêè Jk äîñòàòî÷íî ñòðîèòü òîëüêî îäíó
òðàåêòîðèþ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî σ, à îöåíêà âåëè÷èíû Rkj òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ äâóõ
óñëîâíî-íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ îïòèìèçàöèè òàêîãî àëãîðèòìà åñòåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (ñì. ðàçäåë 3.5).

4.7.2. Ðàíäîìèçàöèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì. Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (4.39), ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçàöèþ îöåíêè ïî ñòîëê-

íîâåíèÿì (4.7). Ïóñòü k̃(xn−1, xn), f̃0, h̃n � íåçàâèñèìûå íåñìåùåííûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåëè÷èí k(xn−1, xn), f(x0), h(xn) (íàïðèìåð ñëó÷àéíûå îöåíêè èíòåãðàëîâ,

âûðàæàþùèõ ýòè âåëè÷èíû), Q̃n � íåñìåùåííûå îöåíêè âåñîâ Qn, K
′
1 � èíòåãðàëüíûé
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îïåðàòîð ñ ÿäðîì Eσ|k(x′, x)|. Åñëè ρ(K ′
1) < 1, Eσ|h̃| ∈ L∞, Eσ|f̃ | ∈ L1, òî (ñì. ïîäðàçä.

4.3.1)

Ih = (ϕ, h) = Eω ξ̃, ãäå ξ̃ =
N∑
n=0

Q̃nh̃n.

Êðîìå òîãî, Eσ ξ̃
2 = (χ, h[2ϕ∗ − h]) + (χ,Dh̃), ãäå Dh̃ = D(ω,σ)h̃(ω, σ) è χ � ðÿä Íåéìàíà

äëÿ óðàâíåíèÿ

χ′(x) =

∫
X

Eσk̃
2(x′, x)

p(x′, x)
χ′(x′) dx′ +

Eσf̃
2(x)

π(x)
èëè χ′ = K ′

pχ
′ + Eσ(f̃

2/π),

åñëè ρ(K ′
p) < 1, Eσf̃

2/π ∈ L1. Åñëè ðàíäîìèçèðóåòÿ ëèøü h(x), òî Dξ̃ = Dωξ + (χ,Dh̃),
ãäå χ îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïîäðàçä. 4.4. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ
ρ(K ′

p) < 1 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ρ(K ′
1) < 1.

4.8. ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ

Ðàññìîòðèì â L∞ ñèñòåìó âèäà

ϕi = hi +
i∑

j=1

Kijϕj, i = 1, . . . ,m, (4.40)

ãäå Kij � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì kij(x, x
′): [Kijϕ](x) =

∫
X
kij(x, x

′)ϕ(x′) dx′. Â
îïåðàòîðíîé ôîðìå ñèñòåìà (4.40) åñòü Φ = H + KΦ. Çäåñü ‖Φ‖L∞ = vrai supi,x |ϕi(x)|.

Òåîðåìà 4.10. Åñëè Kij � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, òî ρ(K) ≤ maxi ρ(Kii) = ρ0.
Åñëè æå kij(x, x

′) ≥ 0, òî ρ(K) = ρ0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ϕi = hi + λ
i∑

j=1

Kijϕj, i = 1, . . . ,m.

Ýòà ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè 0 < λ < ρ−1
0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(K) < ρ0. Åñëè

kij(x, x
′) ≥ 0, òî sup ‖Kn

ii‖ < ‖Kn‖ è ρ0 ≤ ρ(K).
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.10 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîé îöåíêè ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Φ =

KΦ + H îïðåäåëÿåòñÿ îáðûâàþùàÿñÿ öåïü Ìàðêîâà x = x0, x1, . . . , xN ñ ïåðåõîäíîé
ïëîòíîñòüþ p(x, x′), îòëè÷íîé îò íóëÿ íà íîñèòåëå ìàòðè÷íîãî ÿäðà K(x, x′), ò. å. íà
îáúåäèíåíèè íîñèòåëåé ÿäåð kij(x, x

′).
Ââîäèòñÿ òàêæå ñëó÷àéíûé ìàòðè÷íûå âåñà

Q̃0 = {δij}, Q̃n = Q̃n−1K(xn−1, xn)/p(xn−1, xn), n = 1, 2, . . . ,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ρ(K1) < 1 (ãäå K1 � îïåðàòîð,
ïîëó÷àåìûé èç K çàìåíîé ÿäåð kij íà èõ ìîäóëè) èìååì

Eξx = Φ(x), ξx =
N∑
n=0

Q̃nH(xn).
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Äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Ψ(x) = E[ξx, ξ
T
x ] (çäåñü T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ) ñïðà-

âåäëèâî ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Ψ(x) = [HΨT +ΨHT−HHT ]x+

∫
K(x, x′)Ψ(x′)KT (x, x′)

p(x, x′)
dx′ èëè Ψ = µ+KpΨ, (4.41)

êîòîðîå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ψ = µ1 +Kp,1Ψ, ãäå ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Kp,1 è ôóíêöèÿ µ1 ñîîòâåòñòâóåò
çàäà÷å ñ ìîäóëÿìè ôóíêöèîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kp,ij èíòåãðàëü-
íûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2

ij(x, x
′)/p(x, x′).

Òåîðåìà 4.11. Åñëè Kp,ii � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, òî äëÿ ñèñòåìû (4.40)

ρ(Kp) ≤ max
i
ρ(Kp,ii) = ρ

(p)
0 .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî kij ≥ 0, òî ρ(Kp) = ρ
(p)
0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóòåì ïåðåíóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ψ(x) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü (4.41) êàê òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó ñ îïåðàòîðàìè Kp,ii íà äèàãîíàëè. Êðîìå òîãî,
íåðàâåíñòâî ‖Kp,ij‖2 ≤ ‖Kp,ii‖ ‖Kp,jj‖ èìååò ìåñòî.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ âèäà

I = (F,Φ) =

∫
F T (x)Φ(x) dx, ãäå F T (x) = (f1(x), . . . , fm(x)),

ïðè÷åì ‖F‖L1 =
∑

j

∫
|fj(x)| dx < +∞. Ïóñòü òî÷êà x0 ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ π(x)

òàêîé, ÷òî π(x) 6= 0, åñëè F T (x)Φ(x) 6= 0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

I = E

[
F T (x0)

π(x0)
ξx0

]
= E

N∑
n=0

F T (x0)

π(x0)
Q̃nH(xn) = E

N∑
n=0

HT (xn)Q̃
′
n

F (x0)

π(x0)
.

Ñëó÷àéíûé âåêòîðíûé âåñQ
(v)
n = Q̃′

nF (x0)/π(x0) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ôîðìóëûQ
(v)
n =[

KT (xn−1, xn)/p(xn−1, xn)
]
Q

(v)
n−1. Ïîëàãàÿ ζ = F T (x0)ξx0/π(x0), èìååì

E ζ2 = E
[
F T (x0)ξx0ξ

T
x0

(x0)F (x0)/π
2(x0)

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ ζ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ψ(x) = E[ξxξ
T
x ], î êî-

òîðîé ðå÷ü øëà âûøå. Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ

E
[
F T (x0)Ψ(x0)F (x0)/π

2(x0)
]
≤‖Ψ‖L∞

∫
X

( m∑
i=1

|fi(x)|

)2/
π(x)

 dx

äëÿ êîíå÷íîñòè Eξ2, â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ òåîðåìû 4.11, íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ∫

X

( m∑
i=1

|fi(x)|

)2/
π(x)

 dx < +∞.

4.9. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
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4.9.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé è îöåíîê. Ðàññìîòðèì â L∞(X) èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà λ:

ϕ(x, λ) =

∫
X

k(x, x′, λ)ϕ(x′, λ) dx′ + h(x, λ) èëè ϕ = Kϕ+ h. (4.42)

Õîòÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â (4.42) èìååò ñîïðÿæåííûé âèä, îí îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì K (äëÿ ïðîñòîòû). Â óðàâíåíèè (4.42) X � l-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

ϕ(n)(x, λ) =
∂nϕ(x, λ)

∂λn
, n = 0, 1, . . . ,m.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: K(n) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k(n)(x, x′, λ);
ρ(K) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà K. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè k(n) è h(n)

èçìåðèìû ïî x. Ïóòåì ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (4.42) n ðàç ïî λ
ïîëó÷àåì òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ(n) =
n∑
i=0

Ci
nK

(n−i)ϕ(i) + h(n), n = 0, 1, . . . ,m, (4.43)

èëè, â îïåðàòîðíîé ôîðìå, Φ = KΦ+H. Äàëåå äàåòñÿ îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ (4.43)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ϕ(n).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Fm(f) � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
f(λ) ïî λ, ò. å. Fm(f) = (f, f (1), . . . , f (m))T ; Dm(f) = dni � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ (m + 1)-
ìåðíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè dni = Cn−i

n f (n−i), ãäå i = 0, 1, . . . , n è n = 0, . . . ,m. Èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà äëÿ m-êðàòíîé ïðîèçâîäíîé îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé,
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4.4. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Fm

(
k∏
i=0

fi

)
= Dm(fk)× . . .×Dm(f1)Fm(f0).

Òåîðåìà 4.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâà

|k(n)(x, x′;λ′)| ≤ kn(x, x
′), |h(n)(x, λ)| ≤ h0(x), h0 ∈ L∞ (4.44)

âûïîëíÿþòñÿ ïðè λ − ε ≤ λ′ ≤ λ + ε äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû
Kn ñ ÿäðàìè kn(x, x

′) îãðàíè÷åíû, n = 0, . . . ,m, è ρ(K0) < 1. Òîãäà ρ(K) < 1 è ôóíêöèè
ϕ(n), n = 0, 1, . . . ,m, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (4.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå òåîðåìû 4.10 ñîîòíîøåíèå ρ(K) ≤ ρ(K0) = ρ0 < 1
âûïîëíÿåòñÿ â èíòåðâàëå (λ − ε, λ + ε). Ïî ëåììå 4.4 ðÿä Íåéìàíà, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.43), ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì, ïîëó÷àåìûì ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ðÿäà Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42). Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (4.44) ýòîò ðÿä
ðàâíîìåðíî ìàæîðèðóåòñÿ â (λ− ε, λ+ ε), ïðè÷åì ìàæîðèðóþùèé ðÿä êîíå÷åí.

Ëåììà 4.4 è òåîðåìà 4.12 î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîð-
íîãî ïàðàìåòðà λ = (λ1, . . . , λk).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåòîäû Ìîíòå�Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííûõ òðåóãîëüíûõ
ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Òåîðåìà 4.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñïåðñèè âåêòîðíûõ àëãîðèòìîâ êîíå÷íû, åñëè ñïåê-
òðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà ñ ÿäðîì k2(x, x′, λ)/p(x, x′) ìåíüøå åäèíèöû (n = 1, . . . ,m),
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ò. å. åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå óñëîâèå êîíå÷íîñòè ñêàëÿðíûõ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42). Ïóñòü ξx(λ) � ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì (ñì.
ñîîòíîøåíèå (4.11)) äëÿ óðàâíåíèÿ (4.42).

Òåîðåìà 4.13. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.12 è ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (4.7) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Eξ
(m)
x (λ) = E

∑N
n=0[Qn(λ)h(xn, λ)](m) = ϕ(m)(x, λ);

2) åñëè âñå ôóíêöèè â (4.42) è èõ íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå íåîòðèöàòåëüíû, òî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ε = 0 â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.12;

3) åñëè ρ(Kp) < 1, òî Dξ(m) < +∞, m = 0, 1, 2, . . ..
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.4 ðÿä, ïîëó÷àåìûé äèôôåðåíöèðîâàíèåì îöåí-

êè ξx(λ), ÷èñëåííî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé âåêòîðíîé îöåíêîé äëÿ ñèñòåìû (4.43). Ïî-
ýòîìó óòâåðæäåíèÿ 1 è 3 ñëåäóþò èç òåîðåì 4.11 è 4.12. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïåðåñòàíîâêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îñðåäíåíèÿ çàâåäîìî äîïóñòèìà,
à óòâåðæäåíèå 1 èìååò ìåñòî äëÿ ε = 0.

Òåîðåìà 4.13 ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ôóíêöèîíàëû âèäà

(f, ϕλ) = E [(f(x0)/π(x0))ξx0(λ)], ãäå ϕλ ≡ ϕ(x, λ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ρ(Kp) < 1 è f 2/π ∈ L1, òî D[(f(x0)/π(x0))ξ
(m)
x0 (x)] < +∞. Ðàâåíñòâî

E[(f(x0)/π(x0))ξx0(λ)] = (f,E ξ(m)(λ)) = (f, ϕ
(m)
λ ) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ôóáèíè,

òàê êàê f ∈ L1, ϕ
(m) ∈ L∞, à ðàâåíñòâî (f, ϕλ)

(m) = (f, ϕ
(m)
λ ) âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå

ñîîòíîøåíèÿ ‖ϕ(m)
λ′ ‖ < c < +∞ äëÿ λ′ ∈ [λ − ε, λ + ε]. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 2 èç

òåîðåìû 4.13 çíà÷åíèå ε = 0 äîïóñòèìî è çäåñü.
4.9.2. Èòåðàöèè ðåçîëüâåíòû è îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Òåïåðü ïðèìåíèì

ðàññìàòðèâàåìóþ ìåòîäèêó äëÿ îöåíêè èòåðàöèé ðåçîëüâåíòû. Ñ ýòîé öåëüþ â L∞(X)
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4.42) âèäà

ϕ(x, λ) = λ−1

∫
X

k(x, x′)ϕ(x, λ) dx′ + λ−1h(x)

ïðè |λ| > ρ(K). Èìååì, ñ îäíîé ñòîðîíû,

ϕλ = [λ−K]−1h, ϕ
(m)
λ =

dmϕλ
dλm

= (−1)mm![λ−K]−(m+1)h.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ϕ
(m)
λ = E ζ(m)

x , ζ(m)
x =

N∑
n=0

(−1)m
(n+m)!

n!
λ−(n+1+m)Qnh(xn).

Íåñìåùåííîñòü îöåíêè ζ
(m)
x è ñîîòíîøåíèå Dζ

(m)
x < +∞ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò

èç òåîðåìû 4.13. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

[λ−K]−(m+1)h = (−1)mϕ
(m)
λ /m! = Eξ(m)

x , ξ(m)
x =

N∑
n=0

Cm
n+mQnh(xn)λ

−(n+1+m).

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ èìååì

([λ−K]−(m+1)h, f)

([λ−K]−mh, f)
→ 1

λ− λ∗
,
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ãäå λ∗ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà K, áëèæàéøåå ê λ. Åñëè f(x) � ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòåé, òî
(
[λ−K]−(m+1)h, f

)
= Eξ

(m)
x è x � ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, ðàñïðåäåëåííàÿ ñ

ïëîòíîñòüþ f . Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñ-
ëà íà îñíîâå èòåðàöèè îïåðàòîðà K áûë ðàçðàáîòàí Â.Ñ.Âëàäèìèðîâûì [6].

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïåðàòîðà Kp ñ ÿä-
ðîì k2(x, x′)/p(x, x′), êîòîðûé îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ Eξ2

x (ñì. ðàçäåë 4.4). ßñíî, ÷òî ðàñ-
ñìîòðåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ïîñëå ïîäñòàíîâêè Q2

nh
2(xn)

âìåñòî Qnh(xn). Çäåñü òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ρ(Kp,2) < 1, ãäå Kp,2 � îïåðà-
òîð ñ ÿäðîì λ−4k4(x, x′)/p3(x, x′).

Äëÿ îöåíêè ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K
(ñì. ðàçäåë 4.8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

(F T , [λ−K]−(m−1)H) =
N∑
n=0

Cm
n+mλ

−(n+1+m)Rn, ãäå Rn = F T (x0)Q̃nH(xn)/π(x0).

Èíòåðåñíî, ÷òî ýòî æå ñîîòíîøåíèå ïîñëå ïîäñòàíîâêè R2
n âìåñòî Rn ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü â ñëó÷àå îïåðàòîðà Kp (ñì. ðàçäåë 4.8) âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà

E
N∑
n=0

Cm
n+mλ

−(n+1+m)R2
n =

(
F T

π
[λ−Kp]

−(m−1)(HHT )F

)
,

ïîñêîëüêó

R2
n =

F T (x0)

π(x0)
Q̃nH(xn)H

T (xn)Q̃
′
n

F (x0)

π(x0)
.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé âìåñòî ìàòðèöû HHT ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàò-
ðèöó âèäà SST , ãäå S � íåêîòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì R2

n çàìåíÿåòñÿ íà
âåëè÷èíó P T

n Pn, ãäå âåêòîð Pn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Pn = ST (xn)Q̃
′
nF (x0)/π(x0).

4.10. ÒÅÑÒÎÂÀß ÇÀÄÀ×À

4.10.1. Ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ïåðåíîñà ÷àñòèö ñ àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì. ×àñòèöû äâèãàþòñÿ èç òî÷êè x = 0
âäîëü îñè x ñëó÷àéíûìè ïðîáåãàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïëîòíîñòüþ e−x, x > 0. Â êîíöå
ïðîáåãà ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå, ïîñëå êîòîðîãî ìîæåò ïðîèçîéòè �ðàññåÿíèå� (ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ q). Çäåñü �ðàññåÿíèå� îçíà÷àåò äâèæåíèå âïåðåä, ò. å. �δ-ðàññåÿíèå�. Â òî÷êå
x = H ïðîèñõîäèò âûëåò è òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ. Íåîáõîäèìî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü P
âûëåòà ÷àñòèöû.

Íà÷àëüíàÿ è ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòè äëÿ öåïè ñòîëêíîâåíèé îïðåäåëÿþòñÿ çäåñü âû-
ðàæåíèÿìè

f(x) = exp(−x), 0 ≤ x ≤ H è k(x′, x) = q exp(−(x− x′)), x′ ≤ x ≤ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñì. ðàçäåë
4.6).

ϕ(x) = q

∫ x

0

e−(x−x′)ϕ(x′) dx′ + e−x. (4.45)

ßñíî, ÷òî çäåñü ‖K‖ < q è P = ϕ(H). Èòàê, íåîáõîäèìî îöåíèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.45) òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíóþ îöåíêó (4.12),
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êîòîðàÿ â ñëó÷àå ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èìååò âèä

ξ =
N∑
n=0

qe−(H−xn), ïðè÷åì Eξ = P − e−H .

Ïóòåì ïîäñòàíîâêè â (4.45) ìîæíî ïðîâåðèòü âûðàæåíèÿ ϕ(x) = e−(1−q)x, P = e−(1−q)H ,
ãäå 0 ≤ x ≤ H. Ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ

ϕ∗(x) = q

∫ H

x

e−(x′−x)ϕ∗(x′) dx′ + qe−(H−x) ÿâëÿåòñÿ ϕ∗(x) = qe−(1−q)(H−x).

Äàëåå èìååì

Eξ2 = (ϕ, h[2ϕ∗ − h]) = q2

[
1 + 2q

1 + q
e−(1−q)H−

−2e−(2−q)H +
e−2H

1 + q

]
= q2

[
1 + 2q

1 + q
P − 2e−HP +

e−2H

1 + q

]
.

Äëÿ ïðîñòåéøåé �ôèçè÷åñêîé� îöåíêè η èìååì P (η = 1) = P, P (η = 0) = 1 − P , ò. å.
Eη2 = P è E(η−e−H)2 = P −2e−HP +e−2H . Èòàê, ïðîñòåéøàÿ îöåíêà ëó÷øå ëîêàëüíîé
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ H è q, åñëè íåîáõîäèìî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü P .

4.10.2. ×àñòè÷íîå öåííîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ýôôåê-
òèâíîñòü �÷àñòè÷íîãî öåííîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ� ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì íà ïðèìåðå
èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè öåííîñòè äëÿ ìîäèôèêàöèè òîëüêî ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïðî-
áåãà â äàííîé çàäà÷å.

Çàíîâî ðàññìîòðèì ìîäåëü, îïèñàííóþ â ïîäðàçä. 4.10.1, ïîëàãàÿ, ÷òî â êîíöå ïðî-
áåãà ÷àñòèöà ìîæåò ïîãëîòèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ g(x′) = 1− q(x′), ïðè÷åì q(x′) = q äëÿ
x < H è q(x′) = 0 äëÿ x′ > H. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.3) èìååò âèä

ϕ∗(x) =

{
q
∫∞
x
e−(x′−x)ϕ∗(x′) dx′ ïðè 0 ≤ x ≤ H,
h(x) ≡ 1 ïðè x > H,

(4.46)

ïðè÷åì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ∗(x) = qe−(1−q)(H−x), 0 < x < H.

Âåëè÷èíà ϕ∗(x) ïðè x < H èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè âûëåòà ÷àñòèöû çà ãðàíèöó x = H
ïðè óñëîâèè, ÷òî öåïü íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x. Ó÷èòûâàÿ (4.46), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
äëÿ ϕ∗(x) îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì èìååò âèä

ξx = h(x) +
N∑
n=1

Qnh(xn) = Qnh(xn), 0 < x < H, (4.47)

ïðè÷åì h(xn) = 1, åñëè xn > H, è h(xn) = 0, åñëè xn ≤ H. Ïðè ýòîì, åñëè ïîãëîùå-
íèå ìîäåëèðîâàòü ôèçè÷åñêè, à äëèíó ïðîáåãà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè öåííîñòè,
òî Qn = Q∗

n = e−(1−q)(xn−xn−1)Q∗
n−1. Ïóñòü E � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ïðÿìîì

ìîäåëèðîâàíèè, òî åñòü äëÿ Qn ≡ 1, à E∗ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè öåííîñòíîì
ìîäåëèðîâàíèè äëèíû ïðîáåãà âäîëü òðàåêòîðèè.

Ëåììà 4.5. Åñëè äëÿ îöåíêè (4.47) ïîãëîùåíèå ìîäåëèðóåòñÿ ôèçè÷åñêè, òî E∗ξ
2
x =

Eξ2
x = qe−(1−q)(H−x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè äëèíû ïðîáåãà, óðàâíåíèå (4.15) äëÿ
Eξ2

x ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì (4.46), ïîýòîìó Eξ2
x = ϕ∗(x) = qe−(1−q)(H−x). Äëÿ öåííîñò-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ïðîáåãà, ïîäñòàâèâ â (4.15) âûðàæåíèå

p(x, x′) = p∗(x, x′) =
e−(x′−x)ϕ∗(x′)

[K∗ϕ∗](x)
, 0 < x < H,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ E∗ξ
2
x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

s(x) =

∫ H

x

e−(2−q)(x′−x)s(x′) dx′ + qe−(2−q)(H−x), x < H,

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ∗(x) = qe−(1−q)(H−x).
Èç ëåììû 4.5 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.14. Äëÿ öåííîñòíîãî è ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ïðîáåãà äèñïåðñèè

îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ îäèíàêîâû, òî åñòü E∗ξ
2 = Eξ2.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â ïîäðàçä. 4.5.1, îïòèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû
ïðîáåãà ïîëó÷àåòñÿ çäåñü èç (4.46) çàìåíîé q íà

√
q.

4.11. ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ È ÂÅÑÎÂÛÕ
ÎÖÅÍÎÊ

4.11.1. Öåïè Ìàðêîâà è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðîãî ñêà÷êîîáðàçíîãî,
îáðûâàþùåãîñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì
òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ åå ñîñòîÿíèÿìè â ìîìåíòû ñêà÷êîâ, ò.å. ôàê-
òè÷åñêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáðûâàþùóþñÿ îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà ñ çàäàííîé
ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé P (x, S), ãäå x ∈ X, X � l-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, S ⊂ X
� èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåñîâûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâà-
íèÿ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ óñëîâíîé ìåðå P (x′, S) îáîáùåí-
íóþ ñóáñòîõàñòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ïåðåõîäà k(x′, x). Îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ k(x′, x) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x′ ∈ X ðàâåíñòâîì∫

X

h(x)P (x′, dx) =

∫
X

k(x′, x)h(x) dx ∀h ∈ C0(X),

ãäå C0(X) - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ïî-
ñëåäíèé èíòåãðàë ñòðîèòñÿ ôîðìàëüíî, ïî àíàëîãèè ñ èíòåãðàëîì îò �äåëüòà-ôóíêöèé�
Äèðàêà (ñì. ïîäðàçä. 4.3.5). Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ è íåíîðìè-
ðîâàííûå (òî åñòü íå îáÿçàòåëüíî âåðîÿòíîñòíûå) ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö, êðîìå èçìåðèìûõ ïëîòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèÿì, èñïîëüçóþòñÿ òàêæå �äåëüòà-ôóíêöèè� ,
îçíà÷àþùèå èíòåãðèðîâàíèå ïî íåêîòîðûì ãèïåðïîâåðõíîñòÿì, ìåíüøåé, ñðàâíèòåëüíî
ñ m, ðàçìåðíîñòè. Èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ïëîòíîñòè (âìåñòî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñî-
îòâåòñòâóþùèì ìåðàì) â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäëîæèë Í.Í. ×åí-
öîâ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òàêîé ïîäõîä óïðîùàåò ïîñòðîåíèå è ðåàëèçàöèþ ìîäèôèêàöèé
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòî âàæíî è äëÿ öåëåé íàñòîÿùåãî ðàçäåëà, ò. ê. â íåì ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì áàçîâûå ïåðåìåííûå � êîîðäèíàòû
è ñêîðîñòè � ñâÿçàíû ñ äîïîëíèòåëüíûìè ôóíêöèîíàëüíî, òî åñòü èõ óñëîâíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè �äåëüòà-ôóíêöèÿìè�.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
∫
k(x′, x) dx = q(x′) ≤ 1 − δ < 1. Âåëè÷èíà q(x′) èìååò ñìûñë

âåðîÿòíîñòè íåîáðûâà òðàåêòîðèè â çàäàííîé òî÷êå x′. Âñëåäñòâèè ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà öåïü îáðûâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, è ñðåäíåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ îáðûâàþùàÿñÿ öåïü Ìàðêîâà x0, x1, . . . , xN , îïðå-
äåëÿåìàÿ ïëîòíîñòüþ f(x) ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 è ñóáñòîõàñòè÷åñêîé
îáîáùåííîé ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà k(x′, x). Çäåñü N - íîìåð ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ðåàëè-
çóåòñÿ îáðûâ òðàåêòîðèè (èíà÷å ìîìåíò îñòàíîâêè). ßñíî, ÷òî îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ çà íà÷àëüíûì, âûðàæàåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

ϕ1(x) =

∫
X

f(x′)k(x′, x) dx′ = [Kf ](x).

Ñëåäîâàòåëüíî îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé öåïè

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ϕn(x),

ãäå ϕn(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé íîìåðà n, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Íåé-
ìàíà (4.2) äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (4.1). Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå N1(X) îáîáùåííûõ ïëîòíîñòåé ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
ò. ê. ðÿä

∑∞
n=0(K

nf, h), â ñèëó óñëîâèÿ q(x′) ≤ 1− δ, ñõîäèòñÿ ∀h ∈ C0(X).
Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

Ih = (ϕ, h) (ñì. ñîîòíîøåíèå (4.4)); çäåñü h ∈ C0(X). Åñëè ðåàëèçóåòñÿ ïðÿìîå ìîäå-
ëèðîâàíèå èñõîäíîé öåïè Ìàðêîâà, òî äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû Ih èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå Ih = E
[∑N

n=0 h(xn)
]
. Îäíàêî ìîæíî ìîäåëèðîâàòü è äðóãóþ, âñïîìîãàòåëüíóþ,

öåïü Ìàðêîâà ñ ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà p(x′, x) è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x), äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.8), è ñòðîèòü âåñîâóþ îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì (4.7):
Ih = Eξ, ξ =

∑N
n=0Qnh(xn).

4.11.2. Ìîäèôèêàöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê ïðàâèëî, ïåðåõîä x′ → x
îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà ñîâîêóïíîñòè çíà÷åíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (ìîæåò áûòü, âåêòîðíûõ): t = (t1, . . . , tm) ∈ T , ò.å. ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

k(x′, x) =

∫
τ

k1(x
′, t1)k2((x

′, t1), t2) . . . km((x′, t1, . . . , tm−1), tm) δ(x− x(x′, t)) dt.

Çäåñü x(x′, t) - ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íîâîå çíà÷åíèå ñòàíäàðòíûõ åâêëèäîâûõ êîîð-
äèíàò ÷åðåç x′ è çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ t.

Êàê ïðàâèëî, ïîñòðîåíèå âåñîâ {Qn} íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì

Q0 =
f(x0)

π(x0)
, Qn = Qn−1

k(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)

äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Äëÿ
ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî çàòðóäíåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ìîäèôèöèðîâàííîìó ôàçîâî-
ìó ïðîñòðàíñòâó T ×X, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòè (t, x). Ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñóáñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî èìååò âèä:

k((t′, x′), (t, x)) = δ(x− x(x′, t))
m∏
i=1

ki((x
′, t1, . . . , ti−1), ti), (4.48)
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ïðè÷åì (x′, t1, t0) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê x′. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: K � èíòåãðàëü-
íûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì (4.48); f(t, x) = f0(t) × f(x), ãäå f0(t) � íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé â T ; ϕt = Kϕt + f ; Ih = (ϕt, h); ϕ

∗
t = K∗ϕ∗t + h. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà:

ϕ(x) =

∫
T

ϕt(t, x)dt, Ih = Ih, ϕ∗t (t, x) ≡ ϕ∗(x).

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî t, âòîðîå � ÷àñòè÷íûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî t â èíòåãðàëå (ϕt, h),
à òðåòüå âûòåêàåò èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4.10) ôóíêöèè öåííîñòè ϕ∗(x).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì ξt îïðåäåëÿþòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü p((t′, x′), (t, x)) âèäà (4.48), íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü
πt(t, x) = f0(t)π(x) è ñîîòâåòñòâóþùèå âåñà {Qn}, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîìíîæåíèåì
íà âåñîâûå ìíîæèòåëè ïîñëå êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðåõîäà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé íåñìåùåííîñòè (4.8) (äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðåõîäà) èìååì:

Ih = Eξt, ãäå ξt =
N∑
n=0

Qnh(xn),

ïðè÷åì Dξt < +∞, åñëè ρ(Kp) < 1, ãäå Kp - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

kp((t′, x′), (t, x)) =
k2((t′, x′), (t, x))

p((t′, x′), (t, x))
.

Ââåäåì äëÿ i = 1, . . . ,m âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè öåííîñòè

ϕ∗i (x
′, t1, . . . , ti) =

∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
m−i+1

δ(x−x(x′, t))

[
m∏

j=i+1

kj((x
′, t1, . . . , tj−1), tj)

]
ϕ∗(x) dti+1 . . . dtmdx,

(4.49)
ïîëàãàÿ

∏m
m+1 ≡ 1. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ϕ∗i (x

′, t1, . . . , ti−1, ti) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû ξt ïðè óñëîâèè, ÷òî òðàåêòîðèÿ öåïè íà-
÷èíàåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êå (x′, t1, . . . , ti).

Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü h(x) ≥ 0. Åñëè äëÿ i = 2, . . . ,m âûïîëíåíî

pi((x
′, t1. . . . , ti−1), ti) =

ki((x
′, t1, . . . , ti−1), ti)ϕ

∗
i (x

′, t1, . . . , ti−1, ti)

ϕ∗i−1(x
′, t1, . . . , ti−2, ti−1)

,

p1(x
′, t1) =

k1(x
′, t1)ϕ

∗
1(x

′, t1)

ϕ∗(x′)− h(x′)
è π(x) =

f(x)ϕ∗(x)

Ih
, òî Dξt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íîðìèðîâàííîñòü óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé pi(., .) çäåñü ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé öåííîñòè ϕ∗i (.). Ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííûå ïëîòíîñòè
â âûðàæåíèå äëÿ p(., .), óáåæäàåìñÿ, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî
óòâåðæäåíèÿ îá îöåíêå ïî ñòîëêíîâåíèÿì ñ íóëåâîé äèñïåðñèåé.

Îòìåòèì, ÷òî ìåíÿÿ ïîðÿäîê âûáîðà âåëè÷èí t1, . . . , tm, ò. å. ñïîñîá ôàêòîðèçàöèè
ñóáñòîõàñòè÷åñêîãî ÿäðà, ìîæíî ñòðîèòü ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è íà èõ
îñíîâå âåñîâûå îöåíêè çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà Ih. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
ñäâèã âäîëü öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ ïåðåõîäîâ, ò.å. ôèêñèðîâàòü ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ïî-
ñëå âûáîðà ti, i < m. Èíîãäà ýòî ìîæåò óïðîñòèòü âûðàæåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî âåñà è
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ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Êàê âèäíî èç ïîäðàçä. 4.10.2 èñïîëüçîâàíèå �öåí-
íîñòíûõ� ïëîòíîñòåé âèäà (4.48) ëèøü äëÿ ÷àñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò
áûòü ìàëîýôôåêòèâíûì.

4.11.3. Îïòèìèçàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Çäåñü áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû äâå, âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîðíûå âñïîìîãàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû t1, t2,
ò. å. ÿäðî èìååò âèä

k((t, x), (t′, x′)) = δ(x′ − x′(x, t′))k1(x, t
′
1)k2((x, t

′
1), t

′
2).

Îïóñêàÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ïðèìåì áîëåå ïðîñòûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå
â òåîðèè âåñîâûõ îöåíîê: ξ, ξx, ϕ, ϕ

∗ è ò.ä. Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Eξx = ϕ∗(x), Eξ2 =

∫
X

f 2(x)

π(x)
Eξ2

x dx.

Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî x ∈ X ìèíè-
ìèçàöèè âåëè÷èíû Eξ2

x. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.15, èñïîëüçîâàíèå �öåííîñòíûõ� ïëîòíî-
ñòåé äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåõîäîâ äàåò àáñîëþòíûé ìèíèìóì : Eξ2

x = (ϕ∗(x))2

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïðàêòè÷åñêè òàêàÿ ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåñüìà
çàòðóäíèòåëüíà, ïîýòîìó âàæíî ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû Eξ2

x

ïóòåì îïòèìàëüíîãî ïîäáîðà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, t1. Ðàññìîòðèì öåïü Ìàðêîâà ñ ñóáñòîõàñòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ
ïåðåõîäà

p((t, x), (t′, x′)) = δ(x′ − x′(x, t′))p1(x, t
′
1)p2((x, t

′
1), t

′
2).

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî∫
T1

k1(x, t
′
1)dt

′
1 ≡

∫
T1

p1(x, t
′
1)dt

′
1 ≡ 1 è

∫
T2

k2
2((x, t

′
1), t

′
2)

p2((x, t′1), t
′
2)
dt′2 ≤ q < 1.

Òåîðåìà 4.16. Óðàâíåíèå

g(x) = h(x)[2ϕ∗(x)− h(x)] +

[∫
T1

k1(x, t
′
1)

(∫
T2

k2
2((x, t

′
1), t

′
2)

p2((x, t′1), t
′
2)
g(x′) dt′2

)1/2

dt′1

]2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ïëîòíîñòü

p1(x, t
′
1) = k1(x, t

′
1)

[∫
T2

k2
2((x, t

′
1), t

′
2)

p2((x, t′1), t
′
2)
g(x′) dt′2

]1/2
/∫

T1

k1(x, t
′
1)

[∫
T2

k2
2((x, t

′
1), t

′
2)

p2((x, t′1), t
′
2)
g(x′) dt′2

]1/2

dt′1

äàåò ðàâíîìåðíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Eξ2
x ∈ Cb(X).

ÃËÀÂÀ 5. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ

5.1. ÎÖÅÍÊÀ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ

5.1.1. Âûáîð îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè (ìåòîä âçâåøåííîé äèñïåðñèè).Ïóñòü
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü M èíòåãðàëîâ

Ii =

∫
gi(x) dx; i = 1, . . . ,M. (5.1)
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Îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòü f(x) (îäíà è òà æå äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M), è ïðèáëèæåíèå
èíòåãðàëîâ (5.1) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó 3.1:

Ii = Eζ(i) ≈ ζ̄(i)
n =

1

n

n∑
j=1

gi(ξj)

f(ξj)
, ãäå ζ(i) =

gi(ξ)

f(ξ)
. (5.2)

Ñëåäóÿ [1] è ïîäðàçä. 4.5.2, çàäàäèìñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè êîíñòàíòàìè
ai (i = 1, . . . ,M) òàêèìè, ÷òî

∑M
i=1 ai = 1, è ïîäáåðåì ïëîòíîñòü f(x) èç (5.2) òàê, ÷òîáû

ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó

DM(a; f) =
M∑
i=1

aiDζ
(i)(f) =

∫ ( M∑
i=1

aig
2
i (x)

f(x)

)
dx−

M∑
i=1

aiI
2
i ; (5.3)

çäåñü a = (a1, . . . , aM). Ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (5.3) äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ìèíèìàëüíà âå-
ëè÷èíà

E2
M(a; f) =

∫ ( M∑
i=1

aig
2
i (x)

f(x)

)
dx = Eη2, ãäå η =

(
M∑
i=1

aig
2
i (ξ)

)1/2

× 1

f(ξ)
.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 3.1 (èíà÷å ãîâîðÿ, ñîãëàñíî ïðèíöèïó âû-
áîðêè ïî âàæíîñòè) èìååì Dη = E2

M(a; f)− Ī2(a) ≥ 0 èëè

E2
M(a; f) ≥ Ī2(a), ãäå Ī(a) =

∫ ( M∑
i=1

aig
2
i (x)

)1/2

dx. (5.4)

Ðàâåíñòâî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè äîñòèãàåòñÿ ïðè

f(x) = fopt(x; a) =
1

Ī(a)

(
M∑
i=1

aig
2
i (x)

)1/2

è DM(a; fopt) = Ī2(a)−
M∑
i=1

aiI
2
i . (5.5)

Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ âûáîðêè ïî âàæíîñòè äëÿ îäíîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçîâàíèå ïëîòíî-
ñòè (5.5) çàòðóäíèòåëüíî. Âîçìîæíî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè
fopt(x) ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì. ðàçäåëû
5.3 è 1.6).

5.1.2. Ìèíèìàêñíûé ïîäõîä. Ïîìèìî ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé äèñïåðñèè (5.3)
ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó èç [2] î âûáîðå ïëîòíîñòè f(x) = f ∗(x) èç (5.2), ïðè êîòîðîé
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âåëè÷èíû maxi=1,...,M Dζ(i)(f) . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.1 [2]. Ïóñòü ξi(F ) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ âåðîÿò-
íîñòíîé ìîäåëüþ F èç íåêîòîðîãî êëàññà äîïóñòèìûõ ìîäåëåé, è Fa � ìîäåëü, íà
êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

min
F

M∑
i=1

aiDξi(F ) = G̃M(a), 0 ≤ ai <∞, a = (a1, . . . , aM), (5.6)

ïðè÷åì ôóíêöèè Dξi(Fa) äèôôåðåíöèðóåìû ïî aj (i, j = 1, . . . ,M) è G̃M(a) < ∞ äëÿ
ëþáûõ a. Òîãäà minF maxi=1,...,M Dξi(F ) äîñòèãàåòñÿ íà Fa0, ãäå a0 � ðåøåíèå çàäà÷è

max
a

(
M∑
i=1

aiDξi(F )

∣∣∣∣∣
M∑
i=1

ai = 1

)
.
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Ïðèìåíèì ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíîé ìèíè-
ìàêñíîé ïëîòíîñòè f ∗(x). Ïî àíàëîãèè ñ (5.6) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

GM(a) = min
f
DM(a; f) = DM(a; fopt) =

∫ ( M∑
i=1

aig
2
i (x)

)1/2

dx

2

−
M∑
i=1

aiI
2
i ,

ñì. ñîîòíîøåíèÿ (5.3) � (5.5).
Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü P0 =

∫
supi=1,...,M |gi(x)| dx < ∞. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ

ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì f ∗(x) = fopt(x; a∗) (ñì. ñîîòíîøåíèå (5.5)), ãäå
a∗ � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè GM(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ GM(a) êîíå÷íà äëÿ âñåõ a, ò.ê. GM(a) ≤ 2P 2
0 . Òåïåðü

óáåäèìñÿ â äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî aj ôóíêöèé

Dζ(i)(fopt(x; a)) = Ī(a)Ri(a)− I2
i , ãäå Ri(a) =

∫
g2
i (x)

(
M∑
i=1

aig
2
i (x)

)−1/2

dx,

ñì. ñîîòíîøåíèÿ (5.4), (5.5). Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî aj îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
Ī(a), ïîëó÷èì

Ī(j)(a) =
1

2

∫
g2
j (x)

(
M∑
i=1

aig
2
i (x)

)−1/2

dx =
Rj(a)

2
.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â Ī(j)(a) ìîíîòîííà ïî aj ïðè aj ≥ 0, ïîýòîìó ïðîâåäåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà äîïóñòèìî, ò.å. [Ī(a)]′aj

= Ī(j)(a). Àíàëîãè÷-
íî îáîñíîâûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè Ri(a). Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ
óòâåðæäåíèÿ 5.1 âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∗(x) = fopt(x; a∗).

Ïðè âû÷èñëåíèè äâóõ èíòåãðàëîâ I1 è I2 îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé g1(x) è g2(x)
öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ïëîòíîñòü f0(x) = (g1(x)+ g2(x))/(I1 + I2). Ïîñêîëüêó ζ

(2) =
(ζ(1)+ζ(2))−ζ(1) è D(ζ(1)(f0)+ζ

(2)(f0)) = 0, òî Dζ(1)(f0) = Dζ(2)(f0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
g1(x)g2(x) = 0, òî f ∗(x) = f0(x), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå g2

1(x) + g2
2(x) = (g1(x) + g2(x))2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f0(x) îïòèìàëüíà, åñëè g1(x) ≡ g2(x). Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
ïëîòíîñòü f0(x) äàåò õîðîøèé ðåçóëüòàò â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ.

5.1.3. Îáùàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ êàæäîãî èç èíòåãðàëîâ Ii èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñâîÿ ïëîòíîñòü fi(x) è ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì 3.1:

Ii = Eβ(i) ≈ β̄(i)
ni

=
1

ni

ni∑
j=1

β
(i)
j =

1

ni

ni∑
j=1

gi(ξ
(i)
j )

fi(ξ
(i)
j )

, ãäå β(i) =
gi(ξ

(i))

fi(ξ
(i))

; (5.7)

çäåñü êàæäûé èç âåêòîðîâ ξ(i) ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ñâîåé ïëîòíîñòè fi(x); i = 1, . . . ,M .
Ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê {β(i)} èç (5.7) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ïëîòíîñòåé {fi(x)} èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïîíèçèòü òðóäî-
åìêîñòü îöåíîê. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî óìåíüøàòü äèñïåðñèè {Dβ(i)} ñîãëàñíî ïðèíöèïó
âûáîðêè ïî âàæíîñòè (ãîäÿòñÿ è äðóãèå ïðèåìû óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè èç ãëàâû 3).
Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí äèñïåðñèé {Dβ(i)} ìîæíî òàêæå âàðüèðîâàòü ÷èñëà èñïûòà-
íèé {ni} (òàì, ãäå äèñïåðñèÿ íåâåëèêà, ìîæíî áðàòü ìåíüøå èñïûòàíèé). Â êà÷åñòâå
îñíîâíîãî íåäîñòàòêà íåçàâèñèìûõ îöåíîê {β(i)} ìîæíî îòìåòèòü íåîáõîäèìîñòü ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñâîåé îòäåëüíîé âûáîðêè β

(i)
1 , . . . , β

(i)
ni äëÿ êàæäîãî i (ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò
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ïðåâðàòèòüñÿ â äîñòîèíñòâî, åñëè â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå êîìïüþ-
òåðíûå ñèñòåìû).

Â òåîðèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (ñì. äàëåå ðàçä. 5.3, à òàê-
æå [3]) âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê èçìåíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

∆M = max
i=1,...,M

δ(i)
ni

= max
i=1,...,M

|β̄(i)
ni
− Ii| (5.8)

ñ ðîñòîì M (çäåñü ïëîòíîñòè {fi(x)} ôèêñèðîâàíû). Ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè èç
ïîäðàçä. 3.1.2 èìååì

∆M = max
i=1,...,M

∣∣∣∣∣S(i)
ni − niIi
ni

∣∣∣∣∣ ≤ σ̄√
n̄

max
i=1,...,M

∣∣∣∣∣S(i)
ni − niEβ

(i)

σi
√
ni

∣∣∣∣∣,
ãäå

S(i)
ni

= β
(i)
1 + . . .+ β(i)

ni
; n̄ = min

i=1,...,M
ni; σ̄ = max

i=1,...,M
σi, σi =

√
Dβ(i).

Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n̄ ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (S

(i)
ni −niEβ(i))/(σi

√
ni) áëèçêè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì

ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì wi ∈ N(0, 1). Ïîýòîìó äëÿ ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ âåëè÷èíà
A(M, ε), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P

(
∆M ≤ A(M, ε)

σ̄√
n̄

)
≈ P

{
max

i=1,...,M
|wi| ≤ A(M, ε)

}
≥ 1− ε.

Òåïåðü èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, êàê çàâèñèò âåëè÷èíà A(M, ε) îò M .

Èçó÷èì ñíà÷àëà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû w
(M)
M = maxi=1,...,M wi. Ýòî M -ÿ ïîðÿäêî-

âàÿ ñòàòèñòèêà èç íàáîðà w1, . . . , wM íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Â òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê äëÿ òàêîãî ìàêñèìóìà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå

Óòâåðæäåíèå 5.3 [4]. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè M → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà

w
(M)
M òàêîâî, ÷òî

P
(
aM

(
w

(M)
M − bM

)
≤ y
)
→ exp(− exp(−y)),

ãäå aM = (2 lnM)1/2, bM = (2 lnM)1/2 − 1
2
(2 lnM)−1/2(ln lnM + ln 4π).

Äàëåå èìååì min(w1, . . . , wM) = −max(−w1, . . . ,−wM) è

max
i=1,...,M

|wi| = max

(
max

i=1,...,M
wi, − min

i=1,...,M
wi

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {wi}
îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M âûïîëíåíî

P

(
aM

(
max

i=1,...,M
|wi| − bM

)
≤ y

)
≈ exp(−2 exp(−y)).

Âûáåðåì ÷èñëî y0(ε), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî exp(−2 exp(−y0(ε))) = 1− ε è
ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

aM

(
max

i=1,...,M
|wi| − bM

)
≤ y0(ε),
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êîòîðîå ðàâíîñèëüíî maxi=1,...,M |wi| ≤ y0(ε)/aM + bM èëè

max
i=1,...,M

|wi| ≤ (2 lnM)1/2 + (2 lnM)−1/2

(
y0(ε)−

ln 4π

2
− ln lnM

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áîëüøèõ n̄ è M âûïîëíåíî

A(M, ε) ≈ (2 lnM)1/2 + (2 lnM)−1/2

(
H(ε)− ln lnM

2

)
, ãäå H(ε) = y0(ε)−

ln 4π

2
.

Áîëåå òî÷íî îêîí÷àòåëüíûé âûâîä ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óòâåðæäåíèå 5.4. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå M0 è äåéñòâè-

òåëüíàÿ êîíñòàíòà H(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî M > M0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî n0(M) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n̄ > n0(M) âûïîëíåíî

P

(
∆M ≤

√
σ̄

n̄

(
(2 lnM)1/2 +

(
(2 lnM)−1/2

(
H(ε)− ln lnM

2

))}
> 1− ε. (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïîãðåøíîñòü ∆M èç (5.8) ðàñòåò ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà èíòåãðàëîâ M , îäíàêî ñêîðîñòü ýòîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà:
åå ïîðÿäîê (lnM)1/2.

5.2. ÌÅÒÎÄ ÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÈÑÏÛÒÀÍÈÉ

5.2.1. Ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó ãëîáàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé
îò ïàðàìåòðà

ϕ1(x) =

∫
g(x,x′) dx′, x ∈ X ⊂ Rs, x′ ∈ Rl. (5.10)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî X � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé â
Rs. Âûáåðåì ïëîòíîñòü f(x′) â Rl òàêóþ, ÷òî

f(x′) ≥ 0,

∫
f(x′) dx′ = 1; f(x′) 6= 0 ïðè g(x,x′) 6= 0

äëÿ âñåõ x ∈ X.
Àëãîðèòì 5.1. Ñòðîèì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ1(x) èç (5.10) ïî ôîðìóëå

ϕ1(x) = Eζ(x) ≈ Zn(x) =
1

n

n∑
j=1

g(x, ξj)

f(ξj)
, ãäå ζ(x) =

g(x, ξ)

f(ξ)
, (5.11)

äëÿ âñåõ x ∈ X. Çäåñü {ξj} � âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ðàñïðåäåëåí-
íîãî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x′).

Àëãîðèòì 5.1 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì çàâèñèìûõ èñïûòàíèé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ èí-
òåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [5].
Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà (5.2) âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ (5.1), ðàññìîòðåííàÿ
â ïîäðàçä. 5.1.1, ÿâëÿåòñÿ "äèñêðåòíûì"àíàëîãîì àëãîðèòìà 5.1, â êîòîðîì ïàðàìåòð
x = i ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé 1, . . . ,M .

Àëãîðèòì 5.1 äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê îäèí èç ýòàïîâ äèñêðåòíî-ñòîõàñ-
òè÷åñêîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ϕ1(x), êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì (ñì. [3], à òàêæå àëãîðèòì 5.3 èç ïîäðàçä. 5.3.5).
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Ââîäèòñÿ ñåòêà {x1, . . . ,xM} â X è ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
{ϕ1(x1), . . . , ϕ1(xM)} ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Çäåñü ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷-
íûå � çàâèñèìûå, íåçàâèñèìûå, ñëàáî çàâèñèìûå è äð. � îöåíêè. Â ÷àñòíîñòè, ãîäèòñÿ
ôîðìóëà (5.11): ϕ1(xi) ≈ ζ̄n(xi), à òàêæå ñîîòíîøåíèå (5.7) èç ðàçä. 5.1. Çàòåì ïðîèñ-
õîäèò âîñïîëíåíèå ôóíêöèè ϕ1(x) ïî ïîëó÷åííûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â óçëàõ
ñåòêè.

Ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ àëãîðèòìîâ (ïîäáîð âîñïîëíåíèÿ,
èññëåäîâàíèå ïîãðåøíîñòè, ñîãëàñîâàííûé âûáîð ïàðàìåòðîâ è ò.ï.), ïîäðîáíî èññëå-
äóþòñÿ äàëåå â ïîäðàçä. 5.3.5�5.3.8.

5.2.2. Ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Â êà-
÷åñòâå âòîðîãî âàæíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ϕ2(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå X ⊂ Rl

ϕ2(x) =

∫
k(x′, x)ϕ2(x

′) dx′ + f(x) èëè ϕ2 = Kϕ2 + f (5.12)

(ñì. ñîîòíîøåíèå (4.1)). Çäåñü x, x′ ∈ Rl ìîãóò áûòü êàê ñêàëÿðíûìè (äëÿ l = 1), òàê è
âåêòîðíûìè (ïðè l > 1); îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû ìû èñïîëüçóåì "ñêàëÿðíûå"îáîçíà÷åíèÿ
(íåæèðíûå áóêâû). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñëàãàåìîå

∫
k(x′, x)ϕ2(x

′) dx′ â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.12) èìååò âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà Ih(x) = (ϕ2, hx) =∫
ϕ2(x

′)hx(x
′) dx′ (ñì. ôîðìóëó (4.3)), ãäå hx(x

′) = k(x′, x). Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ
àëãîðèòì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ Ih, ñâÿçàííûé ñ êîíñòðóèðîâàíèåì ñòàíäàðòíîé
îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (4.7) è (4.12)), ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì 5.2. Ñòðîèì ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ϕ2(x) óðàâíåíèÿ (5.12) ïî ôîðìóëå

ϕ2(x) = Eξ(x) ≈ Z̃n(x) =
1

n

n∑
j=1

Nj∑
m=0

Q(j)
m k(x(j)

m , x)+f(x), ãäå ξ(x) =
N∑
m=0

Qmk(xm, x)+f(x).

(5.13)

Çäåñü {x(j)
0 , x

(j)
1 , . . . , x

(j)
Nj
} � j-ÿ ðåàëèçàöèÿ òðàåêòîðèè îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà

{x0, x1, . . . , xN}, èìåþùåé ïëîòíîñòü íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π(x), ïåðåõîäíóþ ïëîò-

íîñòü p(x′, x) è ñëó÷àéíûé íîìåð îáðûâà òðàåêòîðèè N . Âåñà Q
(j)
m âû÷èñëÿþòñÿ ðå-

êóððåíòíî:

Q
(j)
0 =

f(x
(j)
0 )

π(x
(j)
0 )

; Q(j)
m = Q

(j)
m−1

k(x
(j)
m−1, x

(j)
m )

p(x
(j)
m−1, x

(j)
m )

.

Àëãîðèòì 5.2 ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì çàâèñèìûõ èñïûòàíèé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà [3]. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ(x) íîñèò íàçâàíèå ëîêàëüíîé îöåíêè (ñì. [1] è ïîäðàçä. 4.3.2). Àëãîðèòì
5.2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ãëîáàëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ2(x) âî âñåé îáëàñòè X.
Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà âàæíûõ ïðèëîæåíèé ÿäðà k(x′, x) îïåðàòîðîâ K ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óðàâíåíèé âèäà (5.12) èìåþò îñîáåííîñòè (âûðàæàåìûå ÷àùå âñåãî â òåðìèíàõ
äåëüòà-ôóíêöèé) ïî àðãóìåíòó x, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ξn(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Ýòî îáóñëàâëèâàåò îòíîñèòåëüíî ðåäêîå ïðèìåíåíèå "ãëîáàëü-
íîãî"àëãîðèòìà 5.2. Ïðèáëèæåíèå (5.13) èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî â ìàëîé
îêðåñòíîñòè ∆x̃ âûáðàííîé òî÷êè x̃ ∈ X (îòñþäà è òåðìèí ëîêàëüíàÿ îöåíêà), ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè k(., x), ñîäåðæàùåé îñîáåííîñòè, íà âñþ
ïîäîáëàñòü ∆x̃.

164



Êàê è â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, àëãîðèòì 5.2
ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó (àëãî-
ðèòì 5.3) âîñïîëíåíèÿ ôóíêöèè ϕ2(x) ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè â
óçëàõ ñåòêè (ñì. [3] è ïîäðàçä. 5.2.1, 5.3.5). Äëÿ òàêèõ ïðîöåäóð â óçëàõ ñåòêè ìîæíî
ïðèìåíÿòü îòëè÷íûå îò (5.13) ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè: ìåòîä ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé
(4.11), ìåòîä ïîëèãîíà ÷àñòîò (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 5.3.8) è äð.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ãëàâå òåîðèþ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ åìó äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ìû áóäåì áîëåå ïîäðîáíî
ðàññìàòðèâàòü íà ïðèìåðå ôóíêöèè ϕ1(x) èç (5.10) (ò.å. äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò
ïàðàìåòðà), à ñëó÷àé ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ϕ2(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.12), ïî
ñóùåñòâó àíàëîãè÷íûé, íî ñîäåðæàùèé áîëüøå òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, áóäåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ ñõåìàòè÷åñêè, áåç ïîäðîáíûõ îáîñíîâàíèé.

5.2.3. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå ïîëå
ζ(x) èç (5.11), à òàêæå ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ζ̃(x) = ζ(x)− ϕ1(x), x ∈ X.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî {ξj} � íåçàâèñèìûå, ðàñïðåäåëåííûå ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x),
ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ïîëó÷àåì, ÷òî Zn(x) = (1/n)

∑n
j=1 ζj(x), ãäå ζj(x) = g(x, ξj)/f(ξj)

� íåçàâèñèìûå, ðàñïðåäåëåííûå êàê ζ(x), ñëó÷àéíûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, çàìåòèì,
÷òî

Zn(x)− ϕ1(x) =
1

n

n∑
j=1

(ζj(x)− ϕ1(x)) =
1

n

n∑
j=1

ζ̃j(x). (5.14)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ξn(x) =
√
n (Zn(x)− ϕ1(x)) =

1√
n

n∑
j=1

ζ̃j(x).

Óòâåðæäåíèå 5.5. Ïóñòü òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ζ̃(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà íåïðåðûâíû íà X, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H1 òàêàÿ, ÷òî

Dζ(x) < H1 äëÿ âñåõ x ∈ X, (5.15)

è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (5.16):
äëÿ ëþáîãî k : 1 ≤ k ≤ s ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

∂kζ̃(x1, . . . , xs)

∂xm1
1 . . . ∂xml

l

, mi = 0 èëè mi = 1, m1 + . . .+ml = k

(ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, ïî êàæäîé êîîðäèíàòå íå áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà)
â ñðåäíåì ñòåïåíè p (p > 1), îãðàíè÷åííûå íà X êîíñòàíòîé H2.

Òîãäà íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H3 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(ε) òàêîå, ÷òî ïðè n > N(ε) âûïîëíåíî

P

(
sup
x∈X

|Zn(x)− ϕ1(x)| ≤ H3√
n

)
> 1− ε, (5.17)

òî åñòü ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé èìååò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà n−1/2 (ïî âåðîÿò-
íîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ (5.15), (5.16) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ξn(x)} â C(X) ê íåïðåðûâíîé ïî
âåðîÿòíîñòè ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ξ(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèÿìè
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EΞ(x1)Ξ(x2) = Eζ̃(x1)ζ̃(x2), ãäå x1,x2 ∈ X. Ïðè ýòîì áóäåì ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ óòâåð-
æäåíèÿ 2.4 èç ðàçäåëà 2.3. Èç óñëîâèÿ (5.15) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Dζ̃(x) îãðàíè÷åíà
íà X. Òîãäà ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ξn(x)} ê
ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ [6]. Äàëåå, èç óñëîâèÿ (5.16) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé {Ξn(x)} âûïîëíåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.4 âûïîëíåíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Ξn(x)} ê íåïðåðûâíîé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ξ(x). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
2.8 èç ðàçä. 2.3 è ñîîòíîøåíèþ

sup
x∈X

|z(x)| = max

(
sup
x∈X

z(x), sup
x∈X

(−z(x))

)
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë F (z) = supx∈X |z(x)| íåïðåðûâåí â ìåòðèêå ρC . Òîãäà èç
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ξn(x)} ê Ξ(x) ñëåäóåò, ÷òî

P

(
sup
x∈X

|Zn(x)− ϕ1(x)| ≤ H3√
n

)
= P

(
sup
x∈X

|Ξn(x)| ≤ H3

)
→ P

(
sup
x∈X

|Ξ(x)| ≤ H3

)
ïðè n → ∞. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò (5.17), òàê êàê íåïðåðûâíàÿ (ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1) ôóíêöèÿ Ξ(x) îãðàíè÷åíà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) íà X íåêîòîðîé êîíñòàíòîé,
êîòîðóþ ñëåäóåò âçÿòü â êà÷åñòâå H3.

Ïðîâåðêà óñëîâèé (5.15) è (5.16) äîñòàòî÷íî ïðîñòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåãðèðîâà-
íèå ïî x′ ïðîèñõîäèò ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè X ′ ∈ Rl: äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè g(x,x′) ïî ïàðàìåòðó x è îòäåëåííîñòè ïëîòíîñòè f(x) îò íóëÿ.

Àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 5.5 ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ àëãîðèòìà 5.2: âìåñòî ζ(x) íóæ-
íî âçÿòü ξ(x) èç (5.13), âìåñòî ζ̃(x) � ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ξ̃(x) = ξ(x) − ϕ2(x) è ò.ä.
Íåñêîëüêî ñëîæíåå âûðàæàþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 5.5 â òåðìèíàõ ÿäðà k(x′, x) è
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà f(x) óðàâíåíèÿ (5.12).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óñëîâèå (5.16) ìîæíî îñëàáèòü. Íàïðèìåð,
èñïîëüçóÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ξ(x) ãàóññîâñêàÿ, ñ ïîìîùüþ
äîñòàòî÷íî òîíêèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé
(â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû Äæåéíà�Ìàðêóñà) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå (ïî�âèäèìîìó,
íàèáîëåå ñëàáîå) óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè {Ξn(x)} ê Ξ(x) â C(X): íàéäåò-
ñÿ a > 0 è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà κ > 0 ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì òàêèå, ÷òî
ñîîòíîøåíèå |ζ̃(x1)− ζ̃(x2)| < κ‖x1 − x2‖as âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x1,x2 ∈ X [7].

Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ âèäà (5.17) P
(
‖Zn(x)− ϕ1(x)‖B ≤ H4 n

−1/2
)
> 1− ε ìîæ-

íî ïîëó÷àòü äëÿ äðóãèõ (îòëè÷íûõ îò C(X)) íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ B, ïðè ýòîì íåñêîëüêî èçìåíÿòñÿ óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè {Ξn(x)} ê Ξ(x),
à óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà F (z) = ‖z‖B â ïðîñòðàíñòâå B äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 2.8 èç ðàçä. 2.3. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâî B = Cr(X) (è åãî îáîáùåííûé àíàëîã � ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà W r

2 (X)), òàê
êàê ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåñüìà ýôôåêòèâåí ïðè ïðèáëèæåíèè ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè ϕ1(x) ïî ïàðàìåòðó x èëè åãî êîìïîíåíòàì [7].

5.2.4. Âûáîð îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè (êîíòèíóàëüíûé àíàëîã ìåòîäà âçâå-
øåííîé äèñïåðñèè). Èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ òðóäíîñòü îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî ñëåäóåò
ñ÷èòàòü êðèòåðèåì (ò.å. êàêóþ âåëè÷èíó ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü) ïðè îïðåäåëåíèè îï-
òèìàëüíîé ïëîòíîñòè f(x). Ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûì ñëó÷àåì �
ñì. ñîîòíîøåíèå (5.2). Åñëè ïîëîæèòü ai = mesXi, ãäå X1 ∪ . . . ∪XM = X � ðàçáèåíèå
îáëàñòè X íà ïðîñòûå ïîäîáëàñòè è gi(x

′) = g(xi,x
′) äëÿ xi ∈ Xi, òî âåëè÷èíà DM(a, f)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

M∑
i=1

aiDζ(xi) ≈
∫
X

Dζ(x) dx =

∫
X

E(ζ(x)− ϕ1(x))2 dx =

= E

∫
X

(ζ(x)− ϕ1(x))2 dx = E‖ζ(x)− ϕ1(x)‖2
L2(X); (5.18)

çäåñü èñïîëüçîâàí âåðîÿòíîñòíûé âàðèàíò òåîðåìû Ôóáèíè î ïåðåñòàíîâêå îïåðàöèé
èíòåãðèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïî ýòîé æå àíàëîãèè (ñì. ñîîò-
íîøåíèå (5.5))

fopt(x
′) =

‖g(x,x′)‖L2(X)∫
‖g(x,x′)‖L2(X) dx′

. (5.19)

Òî÷íî òàêîé æå âèä îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû L2(X) íà W r
2 (X))

ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâW r
2 (X). Ïðèâåäåì òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ îïòè-

ìàëüíûõ íà÷àëüíîé è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòåé, àíàëîãè÷íûõ (5.19), äëÿ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (5.12):

πopt(x) =
f(x)τ(x)∫
f(y)τ(y) dy

; popt(x
′, x) =

k(x′, x)τ(x)∫
k(x′, y)τ(y) dy

,

ãäå ôóíêöèÿ τ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

τ 2(x) =

(∫
k(x, y)τ(y) dy

)2

+

∫
k(y, x)(2ϕ∗2,x(y)− k(y, x)) dy,

à ôóíêöèÿ ϕ∗2,x(y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîãî äëÿ (5.12) óðàâíåíèÿ

ϕ∗2,x(y) =

∫
k(y, z)ϕ∗2,x(z) dz + k(y, x).

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè àíàëîãàìè ñîîòíîøå-
íèé èç ïîäðàçä. 4.5.2. Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíûõ ïëîòíîñòåé çàòðóäíèòåëüíî.
Âîçìîæíî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé πopt(x) è popt(x

′, x) ñ ïîñëå-
äóþùèì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì. ðàçäåëû 5.3 è 1.6).

5.2.5. Ìèíèìàêñíûé ïîäõîä. Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ïîäðàçä. 5.1.2 ìîæíî
ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âûáîðà ïëîòíîñòè f(x′) = f ∗(x′) èç (5.11), ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì âåëè÷èíû supx∈X Dζ(x; f). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî x = x ∈ [A,B] ⊂ R.
Îáîçíà÷èì

P0 =

∫ (
sup

x∈[A,B]

|g(x,x′)|
)
dx′; Φ2(x′) = inf

M

M+1∑
i=1

a∗i g
2(xi,x

′),

ãäå {xi = A + (i − 1)h; h = (B − A)/M} � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà [A,B], à a∗ =
(a∗1, . . . , a

∗
M , a

∗
M+1) � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè

GM+1(a) =

∫ (M+1∑
i=1

aig
2(xi,x

′)

)1/2

dx′

2

−
M+1∑
i=1

ai

(∫
g(xi,x

′) dx′
)2

; ai ≥ 0;
M+1∑
i=1

ai = 1.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 5.2.
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Óòâåðæäåíèå 5.6 [2]. Åñëè P0 <∞, |g(x,x′)g′x(x,x′)| ≤ h(x′) è èíòåãðàëû∫
g2(x,x′)

Φ(x′)
dx′,

∫
h(x′)

Φ(x′)
dx′ êîíå÷íû, òî

f ∗(x′) = f(x′; Λ∗) =

(∫ B
A
g2(x,x′) Λ∗(dx)

)1/2

∫ (∫ B
A
g2(x,x′) Λ∗(dx)

)1/2

dx′
;

çäåñü Λ∗ � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè G(Λ), îïðåäåëÿåìîé àíàëîãè÷íî GM+1(a) ñ çà-
ìåíîé ñóìì íà èíòåãðàëû ïî ìåðå Λ(dx):

G(Λ) =

(∫ (∫ B

A

g2(x,x′) Λ(dx)

)1/2

dx′

)2

−
∫ B

A

ϕ2
1(x) Λ(dx).

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ïëîòíîñòü èç óòâåðæäåíèÿ 5.2:

f(x′) =
1

Ī(a∗)

(
M+1∑
i=1

a∗i g
2(xi,x

′)

)1/2

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà (M + 1) óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè íà [A,B]. Èçó÷åíèå
ðÿäà ïðèìåðîâ ïîêàçàëî, ÷òî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè
f(x′) ôóíêöèþ f0(x

′) =
(
supx∈[A,B] |g(x,x′)|

)
/P0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Dζ(x; f0) ≤ ϕ̃1(x)

(
P0 −

ϕ2
1(x)

ϕ̃1(x)

)
, ãäå ϕ̃1(x) =

∫
|g(x,x′)| dx′.

5.3. ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ-ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

5.3.1. Êîìáèíèðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Òðàäèöèîííî ìåòîäûÌîíòå-Êàð-
ëî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíûõ "äåòåðìèíèðîâàííûì"÷èñëåííûì ìå-
òîäàì (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ñõåìàì). Îäíàêî âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû, ñîäåðæàùèå â ñåáå
ýëåìåíòû äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ñõåì. Òàêèå êîìáèíèðîâàí-
íûå àëãîðèòìû ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè
[3].

5.3.2. Ñìåøàííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Öåëåñîîá-
ðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ îáíàðóæèâàåòñÿ óæå íà óðîâíå ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ïîëó÷åíèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèñòîãðàìì, ïîëèãîíîâ ÷àñòîò è
äðóãèõ ïðèáëèæåíèé ïëîòíîñòåé, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ, â òîì
÷èñëå, äâóñòîðîííèõ � ñì. ðàçä. 1.7, 1.8) òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûå âåêòîðû ξ
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f(x) = HLMg(x) = H

M∑
m=1

wm(g)χm(x), (5.20)

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rl; çäåñü H � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Â ôîðìóëå
(5.20) LMg(x) îáîçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ (èëè èíòåðïîëÿöèþ) íåîòðèöàòåëüíîé ôóíê-
öèè g(x) íà ñåòêå X(M) = {x1, . . . ,xM}. Áàçèñíûå ôóíêöèè Ξ(M) = {χ1(x), . . . , χM(x)}
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è êîýôôèöèåíòû W (M) = {w1(g), . . . , wM(g)} ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé g =
(g(x1), . . . , g(xM)). Áàçèñ Ξ(M) è êîýôôèöèåíòû âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(x) áëèçêà ê ôóíêöèèHg(x) â íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé íîðìå è àïïðîêñèìàöèÿ
(5.20) óñòîé÷èâà. Äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ýôôåêòèâíîãî àëãî-
ðèòìà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ (5.20) (â
ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü áàçèñ Ξ(M) "ìîäåëèðóåìûì").

Ïóñòü
χm(x) ≥ 0 äëÿ x ∈ Rl è wm(g) ≥ 0, m = 1, . . . ,M. (5.21)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü (5.20) â âèäå

f(x) =
M∑
m=1

pmfm(x); fm(x) =
χm(x)

Ym
, Ym =

∫
χm(y) dy, pm = Hwm(g)Ym. (5.22)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (ñì. àëãîðèòì 1.20 èç ðàçä.
1.6): âûáèðàåì íîìåð i ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pm} è ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå
âåêòîðà ïîëó÷åíèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi(x). Òàêèì
îáðàçîì, ïîìèìî (5.21) ñëåäóåò òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ ïëîòíîñòåé {fm(x)} èç (5.22) èìå-
ëèñü àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

5.3.3. Àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà-Ôèêñà è åå ñâîéñòâà. Åñëè ïðîâåñòè ñðàâíå-
íèå ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ áàçèñîâ Ξ(M) ñ òî÷êè çðåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ
òðåáîâàíèé, òî íàèëó÷øåé îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�
Ôèêñà, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [8, 9]. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì â êà÷åñòâå
X ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

X = {x = (x(1), . . . , x(l) ∈ Rl | ak ≤ x(k) ≤ bk, k = 1, . . . , l}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rl çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà, è êàæäîìó óçëó xi èç
X(M) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìóëüòèèíäåêñ j(i) = (j

(1)
(i) , . . . , j

(l)
(i)) òàê, ÷òî xi = (j

(1)
(i) h, . . . , j

(l)
(i)h),

ãäå h � øàã ñåòêè. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà h ïðîïîðöèîíàëüíà 1/M1/l. Àïïðîêñèìàöèÿ
Ñòðåíãà�Ôèêñà îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñîì

χi(x) = χ
(j

(1)
(i)
...,j

(l)
(i)

)
(x(1), . . . , x(l)) = χ

j
(1)
(i)

(x(1))× . . .× χ
j
(l)
(i)

(x(l)), (5.23)

ãäå χ
j
(m)
(i)

(x(m)) = χ(x(m)/h − j
(m)
(i) ), à χ(x) � ôèíèòíàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ êîîðäèíàò,

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âûáèðàþò B-
ñïëàéí β(r)(x) ïîðÿäêà r (ñì. îïðåäåëåíèå 1.5 èç ðàçä. 1.8). Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå B-ñïëàéíîâ èìååò áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîé
"ìîäåëèðóåìîñòè"ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ïëîòíîñòüþ (5.20) â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.17 èç
ðàçä. 1.8.

Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéíû ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (èëè "ôóíêöèè-êðûøêè"), â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå LMg(x) èç (5.20) íàçûâàåò-
ñÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè g(x). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòðàæàåò
àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèÿ (5.20) ñ áàçèñîì (5.23).

Óòâåðæäåíèå 5.7 [9]. Ïóñòü g(x) ∈ Cp+1(X) è χ(x) ∈ Cp(R), òîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå êîýôôèöèåíòû wm(g) â (5.20), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρCs(X)(g, LMg) ≤ Hsh
p+1−s‖g‖Cp+1(X), 0 ≤ s ≤ p,

ãäå êîíñòàíòû Hs íå çàâèñÿò îò g(x) è h.
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Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà ïî h îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà ñëåäóåò âûáèðàòü
áîëåå ãëàäêèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Äëÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè îïòèìàëü-
íûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â óòâåðæäåíèè 5.7 äàþò êîýôôèöèåíòû wm(g) = g(xm), è
òîãäà LMg(xm) = g(xm). Ïðè ýòîì χ(x) = β(1)(x) ∈ C0(R) è äëÿ g(x) ∈ C1(X) ïîëó÷à-
åì ρC0(X)(g, LMg) ≤ H0h‖g‖C1(X). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè g(x) ∈ C2(X) ïîãðåøíîñòü
ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ρC0(X)(g, LMg) ïðîïîðöèîíàëüíà h

2 [9]. Â ñëó÷àå r > 1
âûáîð ïîäõîäÿùèõ êîýôôèöèåíòîâ {wm(g)} â (5.20) áîëåå ñëîæåí. Ñóùåñòâóþò àëãî-
ðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëèðóþùåé ñïëàéí-ôóíêöèè, òî åñòü ñïëàéíà, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ. Îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü,
êàê â ñëó÷àå ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ èíòåðïîëèðóþùåé ñïëàéí-ôóíêöèè. Ýòî çàòðóäíÿåò ðåàëèçàöèþ òàêèõ àë-
ãîðèòìîâ íà ÝÂÌ è, êðîìå òîãî, óñëîæíÿåò ðàññìîòðåíèå óñòîé÷èâîñòè ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè ê âîçìîæíîé îøèáêå çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâî "ñíîñà ïîãðåøíîñòè â óçëû"äëÿ ìóëüòèëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèè, êîòîðîå îáîñíîâûâàåò óñòîé÷èâîñòü ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ê
ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ.

Óòâåðæäåíèå 5.8. Ïóñòü çàäàíû äâå ôóíêöèè g(x), g̃(x) ∈ C0(X), òîãäà äëÿ ìóëü-
òèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
x∈X

ρC0(X)(LMg, L(M)g̃) ≤ max
m=1,...,M

|g(xm)− g̃(xm)| .

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè X = [0, 1] ⊂ R íåïëîõèìè ñâîéñòâàìè àïïðîêñèìàöèè è
"ìîäåëèðóåìîñòè"îáëàäàåò àïïðîêñèìàöèÿ Áåðíøòåéíà ñ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè

χm(x) = Cm
n x

m(1− x)M−m, m = 0, 1, . . . ,M ; 0 ≤ x ≤ 1.

5.3.4. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Óêà-
æåì íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé (ñâÿçàííûõ ñ óìåíüøåíèåì òðóäîåìêîñòè S = t × Dζ)
ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =

∫
X

g(x) dx = Eζ; ζ =
g(ξ)

f(ξ)
; ξ ∼ f(x)

(ñì. àëãîðèòì 3.1 èç ðàçä. 3.1), â êîòîðûõ ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ
âèäà LMg(x) èç (5.20). Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ ÿâëÿ-
åòñÿ âûáîðêà ïî âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 3.2). Çäåñü ïëîòíîñòü f(x) âûáèðàåòñÿ áëèçêîé ê
ìîäóëþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè |g(x)|. Â ÷àñòíîñòè, ïðè g(x) ≥ 0 ìîæíî âûáðàòü
ïðèáëèæåíèå âèäà (5.20) ñ áàçèñîì (5.23) (ñì. òàêæå ôîðìóëó (3.18) èç ðàçä. 3.2), ÷òî
îáåñïå÷èâàåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ äèñïåðñèè Dζ ïðè h ↓ 0. Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé 5.7,
5.8 ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó âèäà

Dζ ≤ H̃

Q
h4‖g‖W 2

2 (X). (5.24)

Âåëè÷èíà Q = minm g(xm) äîëæíà áûòü îòäåëåíà îò íóëÿ.
Äðóãîé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ (5.20) äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ ñâÿ-

çàí ñ àëãîðèòìîì âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè (ñì. ðàçä. 3.6), â êîòîðîì èíòåãðàë ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

I = I1 + I2; I1 =

∫
X

(g(x)− LMg(x)) dx; I2 =

∫
X

LMg(x) dx,
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ïðè÷åì èíòåãðàë I2 âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, à äëÿ ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû I1 èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 3.1. Ïðè ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåíèÿ LMg(x) èç (5.20)
ñ ìóëüòèëèíåéíûì áàçèñîì (5.23) àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè äàåò òîò æå ïîðÿ-
äîê óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ïî øàãó h ñåòêè X(M), ÷òî è àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè
(ñì. ñîîòíîøåíèå (5.24)). Ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû I2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðî-
ñòûå ïëîòíîñòè (íàïðèìåð, ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â X) è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ, òàêæå áîëåå ïðîñòûå ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì
âûáîðêè ïî âàæíîñòè.

Êîìáèíàöèþ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé àëãîðèòìû Í.Ñ.Áàõâàëîâà èç ðàçä. 3.9 è íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå êóáàòóðíûå
ôîðìóëû � ñì. ðàçä. 3.10. Ýëåìåíòû ïðèáëèæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âèäà
(5.20) èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè äâóñòîðîííåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà èç ðàçä.
3.11.

5.3.5. Ôóíêöèîíàëüíûå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
âèäà L(M)g(x) èç (5.20) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ïðè ðåàëèçàöèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ
÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ϕ(x), çàäàííûõ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:
èíòåãðàëà ϕ1(x), çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà (ñì. ñîîòíîøåíèå (5.10)), è ðåøåíèÿ ϕ2(x)
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (5.12) [3].

Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ϕ(x) = ϕ1(x) ∨ ϕ2(x) âèäà (5.20):

ϕ(x) ≈ LMϕ(x) =
M∑
m=1

wm(ϕ)χm(x). (5.25)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé wm(ϕ) = ϕ(xm).
Àëãîðèòì 5.3. Ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ {ϕ(xm)}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ ÷èñëàìè ðåàëèçàöèé {nm}:

ϕ(xm) ≈ Znm(xm) =
1

nm

nm∑
j=1

ζ
(m)
j .

Ñòðîèì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ(x):

ϕ(x) ≈ LM ϕ̃(x) =
M∑
m=1

Znm(xm)χm(x). (5.26)

Â àëãîðèòìå 5.3 â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ LMϕ(x) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àï-
ïðîêñèìàöèþ Ñòðåíãà�Ôèêñà ñ áàçèñîì (5.23) (îñîáåííî âàæíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñâîé-
ñòâî óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ � ñì. óòâåðæäåíèå 5.8). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îöåíêà (5.26) ïîëó÷àåòñÿ ñîãëàñíî ìåòîäó çàâèñèìûõ èñïûòàíèé (ò.å. â óçëàõ ñåòêè
èñïîëüçóþòñÿ îäíè è òå æå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è îäíè è òå æå âûáîðî÷íûå çíà-
÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî ýòèì ïëîòíîñòÿì), àëãîðèòì 5.3 ìîæíî íàçâàòü "ïðàêòè-
÷åñêîé"âåðñèåé àëãîðèòìîâ 5.1 è 5.2. Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé
òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè ϕ(x) (ñì. óòâåðæäåíèå 5.5). Íà ïðàêòèêå
ýòî óñëîâèå ÷àñòî íå âûïîëíåíî, è ïîýòîìó â êà÷åñòâå îöåíîê {ζ(m)} âûáèðàþò íåçàâè-
ñèìûå, ñëàáî çàâèñèìûå îöåíêè è ò.ï. (ñì. ïîäðàçä. 5.1.3, 5.3.7, à òàêæå [3]).

5.3.6. Âåðîÿòíîñòíûå ïîäõîäû ê îöåíêå ïîãðåøíîñòåé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïðè èçó÷åíèè ïîãðåøíîñòè δ(B) = ρB(ϕ,LM ϕ̃) àëãîðèòìà 5.3 âîçíè-
êàþò ïðîáëåìû âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà B, à òàêæå âåðîÿòíîñòíîãî ñìûñëà ñòðåìëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû δ(B) ê íóëþ
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ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ M è n̄ = min(n1, . . . , nM). Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíû L2-
ïîäõîä, â êîòîðîì ñòðîÿòñÿ âåðõíèå ãðàíèöû âåëè÷èíû

(
Eδ(L2)

)2
=

(
E

(∫
X

(ϕ(x)− LM ϕ̃(x))2 dx

)1/2
)2

,

è C-ïîäõîä, â êîòîðîì âåëè÷èíà δ(C) = supx∈X |ϕ(x) − LM ϕ̃(x)| îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåðõó
ïî âåðîÿòíîñòè. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîäõîäîâ óäàåòñÿ ðàçáèòü ïîãðåøíîñòü íà äâà ñëà-
ãàåìûõ � äåòåðìèíèðîâàííóþ è ñòîõàñòè÷åñêóþ êîìïîíåíòû. Äëÿ L2-ïîäõîäà, â ñèëó
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìû Ôóáèíè (î ïåðåñòàíîâêå îïåðàöèé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ), èìååì

(
Eδ(L2)

)2 ≤ E

(∫
X

(ϕ(x)− LM ϕ̃(x))2 dx

)
× E12 =

∫
X

E(ϕ(x)− LM ϕ̃(x))2 dx.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ELM ϕ̃(x) = LMϕ(x) (ñì. ñîîòíîøåíèå (5.25)). Ïîýòîìó

E(ϕ(x)− LM ϕ̃(x))2 = (ϕ(x)− LMϕ(x))2 + DLM ϕ̃(x) è
(
Eδ(L2)

)2 ≤ (δ(L2)
1

)2

+ δ
(L2)
2 ;

δ
(L2)
1 =

(∫
X

(ϕ(x)− LMϕ(x))2 dx

)1/2

, δ
(L2)
2 =

∫
X

DLM ϕ̃(x) dx. (5.27)

Äëÿ C-ïîäõîäà, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, èìååì

δ(C) ≤ ρC(ϕ,LMϕ) + ρC(LMϕ,LM ϕ̃) = δ
(C)
1 + δ

(C)
2 . (5.28)

Ïåðâûå ñëàãàåìûå δ
(L2)
1 è δ

(C)
1 èç ñîîòíîøåíèé (5.27), (5.28) ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè (äå-

òåðìèíèðîâàííûìè) è îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó íà îñíîâàíèè àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ
áàçèñà Ξ(M). Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà ñ áàçèñîì
(5.23) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå 5.7 è åãî îáîáùåííûé àíàëîã äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà W r

2 (X).

Âòîðûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) ñëàãàåìûå δ
(L2)
2 è δ

(C)
2 èç ñîîòíîøåíèé (5.27), (5.28) îöå-

íèâàþòñÿ ñâåðõó íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè áàçèñà Ξ(M) (äëÿ àïïðîêñèìàöèè
Ñòðåíãà�Ôèêñà ýòî ñâîéñòâî îòðàæàåò óòâåðæäåíèå 5.8) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëü-
íûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, êàêèå îöåíêè {ζ(m)} â
óçëàõ {xm} èñïîëüçóþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â óçëàõ ñåòêè èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè ìå-

òîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé, òî ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ δ
(L2)
2 è δ

(C)
2 ìîæíî

èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå 5.5, òàê êàê

P

(
max

m=1,...,M
|Zn̄(xm)− ϕ(xm)| ≤ H√

n̄

)
≥ P

(
sup
x∈X

|Zn̄(x)− ϕ(x)| ≤ H√
n̄

)
.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê â óçëàõ {ζ(m)} ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèÿ èç ïîä-
ðàçä. 5.1.3, îñíîâàííûå íà òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Åñëè ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå
îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ϕ(x), òî îöåíêè ñâåðõó äëÿ δ

(C)
2 ìîæíî ïîëó÷àòü ñ

ïîìîùüþ òåîðåì âëîæåíèÿ [10].
5.3.7. Óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Âàæ-

íîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî (ñîãëàñîâàííîãî) âûáîðà ïàðàìåòðîâ àë-

ãîðèòìà 5.3: ÷èñëà óçëîâ M ñåòêè X(M) è ÷èñëà n̄ èñïûòàíèé ζ
(m)
j â óçëàõ ñåòêè. Ñòà-

âèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè [3, 10]: íàéòè ìèíèìóì òðóäîåìêîñòè
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minM,n̄ S(M, n̄) ïðè T (B)(M, n̄) = γ, ãäå γ � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à T (B)

� âåðõíÿÿ ãðàíèö ïîãðåøíîñòè â íîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà B. Îáùàÿ ñõåìà
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàêîâà: èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ T (B)(M, n̄) îäèí èç ïàðàìåòðîâ (íà-
ïðèìåð, n̄) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé (M) è ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ
â âûðàæåíèå äëÿ S, ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî (M), êîòîðàÿ è
èññëåäóåòñÿ íà ìèíèìóì.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðîñòåéøåãî ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïû-
òàíèé. Ïîëàãàåì, ÷òî òðóäîåìêîñòü èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ S(M,n) = H1Mn (çäåñü
n̄ = n), äåòåðìèíèðîâàííàÿ êîìïîíåíòà ïîãðåøíîñòè èìååò ïîðÿäîê h2 (ñì. óòâåðæäå-

íèå 5.7) èëè δ
(C)
1 = H2/M

2/l, à ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò âèä δ
(C)
2 = H3/

√
n.

Èìååì óðàâíåíèå

T (C)(M, n̄) =
H2

M2/l
+
H3√
n

= γ. (5.29)

Òîãäà n = H2
3/(γ −H2/M

2/l)2 è òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

S̃(M) =
H1H

2
3M

(γ −H2/M2/l)2
.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ

S̃(M)

dM
=

H1H
2
3

(γ −H2/M2/l)3

(
γ − H2

M2/l

(
l + 4

l

))
,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ óñëîâíî-îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Mopt =

(
H2(l + 4)

l

)l/2
γ−l/2; nopt =

(H3(l + 4))2

16
γ−2;

S̃opt =
H1H

l/2
2 H2

3 (l + 4)2+l/2

16ll/2
γ−2−l/2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïîðÿäîê ïî γ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Mopt

è nopt, ò.å. ñîîòíîøåíèÿ âèäà

Mopt � γ−l/2, nopt � γ−2, S̃opt � γ−2−l/2, (5.30)

è òðóäîåìêîñòü S ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ Mn, òî äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü äå-
òåðìèíèðîâàííóþ è ñòîõàñòè÷åñêóþ êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè è ïîëó÷èòü òðåáóåìûé
ïîðÿäîê èç ñîîòíîøåíèÿ (5.29).

5.3.8. Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ãëî-
áàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà. Êàê îòìå÷åíî âûøå
(ñì. ïîäðàçä. 5.2.2), ëîêàëüíàÿ îöåíêà (5.13) (ñì. òàêæå ñîîòíîøåíèå (4.12)) ìîæåò
áûòü îáîñíîâàíà (è ýôôåêòèâíà) â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) è ÿäðî k(x′, x)
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.12) (ñì. òàêæå ñîîòíîøåíèå (4.1)) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïî
x. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îòíîñèòåëüíî ðåäêî âûïîëíåíî íà ïðàêòèêå, ÷òî ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîé îöåíêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â êà÷åñòâå
{ζ(m)} â àëãîðèòìå 5.3 ìîæíî âûáðàòü îöåíêè ïî ìåòîäó ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé (4.11)
(ýòî àíàëîã íåçàâèñèìûõ îöåíîê (5.7)):

ϕ(xm) = Eζ(m)∗; ζ(m)∗ =
N∗∑
i=0

Q
(m)∗
i f(x

(m)∗
i ) = f(xm) +

N∗∑
i=1

Q
(m)∗
i f(x

(m)∗
i ),
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ãäå {x(m)∗
i } � îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì xm è ïëîòíîñòüþ ïå-

ðåõîäà p∗(x′, x), à âåñà {Q(m)∗
i } ðåêóððåíòíî:

Q
(m)∗
0 ≡ 1; Q

(m)∗
i = Q

(m)∗
i−1

k(x
(m)∗
i , x

(m)∗
i−1 )

p∗(x
(m)∗
i−1 , x

(m)∗
i )

.

Åùå îäèí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü îöåíêó çíà÷åíèÿ ϕ(xm), ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî {xm} ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ñ øàãîì H ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå. Ðàññìîòðèì l-ìåðíûé êóá ñ öåíòðîì xm è ðåáðîì H è ôóíêöèþ hm(x),
ðàâíóþ 1/H l ïðè x ∈ ∆m è íóëþ èíà÷å. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì è ñîîòíîøåíèþ
(4.7), äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî H èìååì

ϕ(xm) ≈ (ϕ, hm) =

∫
∆m

ϕ(x′) dx′

H l
= Eζ̃(m); ζ̃(m) =

N∑
i=0

Qihm(xi). (5.31)

Â çàâèñèìîñòè îò âîñïîëíåíèÿ LM ϕ̃(x) ðåøåíèÿ ϕ(x) îïèñàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõå-
ìà èìååò ðàçíûå íàçâàíèÿ: åñëè èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïðèáëèæåíèå ïî ïî-
ëó÷åííûì çíà÷åíèÿì {ϕ̃(uj)} (ò. å. ϕ(x) ≡ ϕ̃(uj) ïðè x ∈ ∆uj

), òî ïîëó÷àåòñÿ ìåòîä
ãèñòîãðàìì; åñëè l = 1 è èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, òî èìååì ìå-
òîä ïîëèãîíà ÷àñòîò; åñëè l > 1 è èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà, òî
âîçíèêàåò ìíîãîìåðíûé àíàëîã ìåòîäà ïîëèãîíà ÷àñòîò.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ζ̃(xm) âåëè÷èíû ϕ(xm) ïîëó÷àåòñÿ ñìåùåííîé íà âåëè÷èíó
dm = |ϕ(xm)− (ϕ, hm)|. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè hm(x), ñìåùåíèå ðàâíî

dm =
∣∣∣H l ϕ(xm)−

∫
∆m

ϕ(y) dy
∣∣∣/H l.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ(x) ýòà âåëè÷èíà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî H. Èç
óòâåðæäåíèÿ 5.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîìåðíîãî àíàëîãà ìåòîäà ïîëèãî-
íà ÷àñòîò íå èìååò ñìûñëà âûáèðàòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ χ(x) = β(r)(x) èç (5.23)
äëÿ áîëüøèõ r (ò.å. ëó÷øå âñåãî âçÿòü r = 1 � ìóëüòèëèíåéíîå âîñïîëíåíèå).

Îïðåäåëåííîé òðóäíîñòüþ ïðè èçó÷åíèè ìåòîäà ïîëèãîíà ÷àñòîò ÿâèëîñü òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî îöåíêè (5.31) ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè: ñ îäíîé òðàåêòîðèè öåïè Ìàðêîâà
ïðîèñõîäÿò âêëàäû â îöåíêè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ âî ìíîãèõ óçëàõ. Çäåñü
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ ðîñòîì M êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó îöåíêàìè (5.31)
óáûâàþò, ò.å. âåëè÷èíû {ζ(m)∗} ÿâëÿþòñÿ ñëàáî çàâèñèìûìè. Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèÿ
âèäà (5.30) äëÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà 5.3 (äëÿ C-ïîäõîäà) ñ îöåíêàìè
(5.31) â óçëàõ ñåòêè [3]:

Mopt � γ−l/2, nopt � γ−2−l/2 ln γ−l/2, S̃opt � γ−2−l/2 ln γ−l/2.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ïîëèãîíà ÷àñòîò îêàçàëñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì (à
èíîãäà � åäèíñòâåííî âîçìîæíûì) ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ðÿäà ñëîæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

ÃËÀÂÀ 6. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÏÅÐÅÍÎÑÀ ×ÀÑÒÈÖ

6.1. ÂÂÎÄÍÀß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß
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Òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà èçëó÷å-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

ω∇Φ + σΦ =

∫
V

σs(r, v
′)ws(v,v

′; r)Φ(r,v′) dv′+

+

∫
V

ν(r, v′)σf (r, v
′)wf (v,v

′; r)Φ(r,v′) dv′ + f0(r,v), r ∈ D ⊂ R3. (6.1)

Çäåñü Φ = Φ(r,v) � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ èëè ïëîòíîñòü ïîòîêà ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷àñòèö; V � ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé v = v · ω; v = |v|; σ = σ(r, v) � ïîëíîå ñå÷åíèå,
σs(r, v) � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, σf (r, v) � ñå÷åíèå äåëåíèÿ (ðàçìíîæåíèÿ),

σ = σs + σf + σc,

ãäå σc � ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ (ãèáåëè ÷àñòèöû); ws(v,v
′; r) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ,

wf (v,v
′; r) � èíäèêàòðèñà äåëåíèÿ; ν(r, v′) � ñðåäíåå ÷èñëî âòîðè÷íûõ ÷àñòèö íà îäíî

äåëåíèå, âûçâàííîå ÷àñòèöåé ñî ñêîðîñòüþ v′ â òî÷êå r; f0(r,v) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èñòî÷íèêà ÷àñòèö.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåäà îãðàíè÷åíà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ, âíå êîòîðîé
σ = σc 6= 0, òî óðàâíåíèå (6.1) ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà âñå ïðîñòðàíñòâî [1].
Îòìåòèì, ÷òî (6.1) âûðàæàåò ëîêàëüíûé áàëàíñ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, êîòîðûé
âûòåêàåò èç ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå âåðîÿòíîñòíî-ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà.

Ïðîöåññ ïåðåíîñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà ñòîëêíîâå-
íèé ÷àñòèö ñ ýëåìåíòàìè âåùåñòâà. Â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè ïî-
ãëîùåíèå, ðàññåÿíèå èëè äåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè σc/σ, σs/σ è σf/σ ñîîòâåòñòâåííî.
Òðàåêòîðèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå ïîãëîùåíèÿ èëè âûëåòà ÷àñòèöû èç ñðåäû. Ïðè íàëè-
÷èè ðàçìíîæåíèÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ âåòâÿùåéñÿ. Ñâîáîäíûé ïðîáåã l ÷àñòèöû ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ðàñïðåäåëåí ñ ïëîòíîñòüþ

fl(t) = σ(r(t), v) exp

{
−
∫ l

0

σ(r(t1), v) dt1

}
,

ãäå r(t) = r0+tω, r0 � èñõîäíàÿ òî÷êà, ω � íàïðàâëåíèå ïðîáåãà. Ýòà ïëîòíîñòü íîðìèðî-
âàíà ïðè óñëîâèè, ÷òî óðàâíåíèå (6.1) ðàñïðîñòðàíåíî íà âñå ïðîñòðàíñòâî, êàê óêàçàíî
âûøå. Ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé ϕ(r,v) ñâÿçàíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ ñîîòíîøåíèåì

ϕ(r,v) = σ(r, v)Φ(r,v). (6.2)

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ò. å. ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö, ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè ñëåäóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ. Èíòåãðàë∫

Di

∫
V

ϕ(r,v) dr dv (6.3)

åñòü ñðåäíåå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé â îáëàñòè Di è îöåíèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ñðåäíèì
âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì. Åñëè ñòîëêíîâåíèÿ ó÷èòûâàòü ñ âåñîì 1/σ(r, v), òî, âñëåäñòâèå
(6.2), ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà èíòåãðàëà

Ji = JDi
=

∫
Di

∫
V

Φ(r,v) dr dv. (6.4)

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî èíòåãðàë (6.4) ðàâåí ñðåäíåé äëèíå Li ïóòè ÷àñòèöû â îáëàñòè Di,
ò. å. Ji = E(Li). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî íàçûâàåòñÿ �îöåíêîé ïî
ïðîáåãó� (ñì. äàëåå ðàçäåë 6.6).
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Ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé ϕ(r,v) óäîâëåòâîðÿåò (ñì., íàïðèìåð, [1]) èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ ïåðåíîñà

ϕ(x) =

∫
X

k(x′x)ϕ(x′) dx′ + f(x),

ãäå x = (r,v) ∈ R3×V , f � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ, k(x′, x)
� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà âòîðè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé îò îäíîãî ñòîëêíî-
âåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñêîðîñòüþ v′ â òî÷êå r′, x′ = (r′,v′). Íåòðóäíî [1] âûâåñòè ñîîòíîøåíèå

k(x′, x) ≡ k0(x
′, x) =

[
σs(r

′, v′)

σ(r′, v′)
ws(v,v

′; r′) + ν(r′, v′)
σf (r

′, v′)

σ(r′, v′)
wf (v,v

′; r′)

]
×

×σ(r, v) exp{−τ(r′, r; v)}
|r− r′|2

δ

(
ω − r− r′

|r− r′|

)
, ãäå τ(r′, r; v) =

∫ |r′−r|

0

σ(r′ + tω) dt. (6.5)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè x â ñèñòåìå êîîðäèíàò
(l = |r − r′|,v) ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ σs(r

′,v′)/σ(r′,v) è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä â äåêàðòîâó ñèñòåìó
(r,v), ÷òî äàåò ìíîæèòåëü |r− r′|−2; �äåëüòà-ôóíêöèÿ� â (6.5) ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó
r = r′ + lω.

Âûðàæåíèå (6.5) óæå ñâÿçàíî ñ âåñîâîé ìîäèôèêàöèåé ïðîöåññà, â êîòîðîé îäíà
âòîðè÷íàÿ ÷àñòèöà ñ âåñîì ν(r′, v′) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå äåëåíèÿ. Â áîëåå îá-
ùåì âåñîâîì àëãîðèòìå òðàåêòîðèè ìîäåëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàäàííîé ïåðåõîä-
íîé ïëîòíîñòè p(x′, x) ñ âñïîìîãàòåëüíûì âåñîì Q, óìíîæàåìûì íà âåñîâîé ìíîæè-
òåëü k(x′, x)/p(x′, x) ïîñëå ïåðåõîäà x′ → x. Îäíàêî â ìíîãîñêîðîñòíîé òåîðèè ïåðåíîñà
ïðÿìàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî àëãîðèòìà íåâîçìîæíà èç-çà íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ðàç-
ëè÷íîãî òèïà â èíäèêàòðèñàõ ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîñëå
ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñîîòâåòñòâåííî òèïó ðàññåÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî âåñîâîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ðàññëîèòü ðàñïðåäåëåíèå ñòîëê-
íîâåíèé ïî èõ òèïó ïóòåì ââåäåíèÿ íîìåðà k òèïà ñòîëêíîâåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëàãàÿ x = (r,v, k) è dx = dr dv dP (k). Ïðè ýòîì
íîâîå çíà÷åíèå x îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå âûáîðà òèïà ñòîëêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðî-
ÿòíîñòÿì σk/σ, ò. å. ìîäåëèðîâàíèå ïåðåõîäà x

′ → x îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ
íîâûõ êîîðäèíàò â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: v, r, k. Äðóãèå ìîäèôèêàöèè ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 6.3.

Ìîäèôèöèðîâàííîå ÿäðî çäåñü èìååò âèä

k(x′, x) = wk′(v,v
′; r′)

σ(r, v) exp{−τ(r′, r; v)}
|r− r′|2

σk(r, v)

σ(r, v)
δ

(
ω − r− r′

|r− r′|

)
. (6.6)

Çäåñü ìîæíî ïîëîæèòü σ1 ≡ σf è w1 ≡ ν ·wf , à òàêæå ó÷åñòü ðàçëè÷íûå òèïû ðàññåÿíèÿ,
âêëþ÷àÿ ôèêòèâíîå äåëüòà-ðàññåÿíèå áåç èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 6.2.2).

Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èñòî÷íèê ÷àñòèö êàê èñêóñ-
ñòâåííûé èñòî÷íèê ñòîëêíîâåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, íà÷àëî òðàåêòîðèè ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü êàê íà÷àëüíîå ñòîëêíîâåíèå ñ k = 0, ïðèâîäÿùåå ê ðàññåÿíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
èíäèêàòðèñîé (íàïðèìåð δ-ðàññåÿíèþ).

6.2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ

6.2.1. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö ïåðåõîä
x′ → x îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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1) ðåàëèçóåòñÿ ïîãëîùåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ σc(x)/σ(x) èëè íîìåð ν òèïà ðàññåÿ-

íèÿ, ïðè÷åì P (ν = i) = σ
(i)
s (x)/σ(x);

2) âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ñêîðîñòü v ñîîòâåòñòâåííî èíäèêàòðèñå wi;
3) îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà χ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â íàïðàâëåíèè ω = v/v ñîîòâåòñòâåííî

ñóáñòîõàñòè÷åñêîé ïëîòíîñòè

pχ(l; r
′,v) = σ(r′ + ωl, v) exp(−τop(l; r′,v)), l ≤ l∗(r′, ω),

ãäå τop(l; r,v) =
∫ l

0
σ(r′ + sω, v) ds � îïòè÷åñêàÿ äëèíà îòðåçêà [r′, r′ + lω], l∗(r′, ω) �

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r′ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ω äî ãðàíèöû ñðåäû, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷è-
òàòü âûïóêëîé; çäåñü âîçìîæåí îáðûâ òðàåêòîðèè âñëåäñòâèå âûëåòà ÷àñòèöû èç
ñðåäû;

4) îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà ñòîëêíîâåíèÿ ïî ôîðìóëå r = r′ + χω.
Ïåðåñ÷åò êîîðäèíàò íàïðàâëåíèÿ ïðîáåãà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

a = a′µ− (b′ sinϕ+ a′c′ cosϕ)

√
1− µ2

1− c′2
,

b = b′µ+ (a′ sinϕ− b′c′ cosϕ)

√
1− µ2

1− c′2
,

c = c′µ+ (1− c′2) cosϕ

√
1− µ2

1− c′2
.

Çäåñü µ = (ω, ω′), ϕ � àçèìóòàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå îòñ÷èòû-
âàåòñÿ îò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ω′ è Oz (ò.å. ϕ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè (ω′;Oz)
è (ω′;ω)). Óãîë ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì è åãî ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïî ôîðìóëå ϕ = 2πα.
Îäíàêî, ýêîíîìè÷íåå ìîäåëèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî cosϕ è sinϕ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ,
êàê êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1) ðåàëèçóåì w1 = 1− 2α1, w2 = 1− 2α2 è âû÷èñëÿåì d = w2
1 + w2

2;
2) åñëè d > 1, òî ïîâòîðÿåì ïóíêò 1 è ò. ä., èíà÷å ïîëàãàì cosϕ = w1/

√
d è

sinϕ = w2/
√
d.

Â ðàññìîòðåííîé ñõåìå íàèáîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, åñëè σ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ äàííîé ñðåäû. Èíòåãðèðîâàíè-
åì ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ χ: Fχ(l) = 1−exp(τ(l)), l > 0. Òàêèì îáðàçîì,
χ ìîæíî îïðåäåëÿòü èç óðàâíåíèÿ

τ(χ) =

∫ χ

0

σ(r(l)) dl = − lnα.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ, åñëè σ(r(l)) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå òàêîé æå, êàê äëÿ óðàâíåíèÿ F (ξ) = α ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ (ñì. ïîäðàçä. 1.8.1).
Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îáû÷íî ñðåäó ðàç-
áèâàþò íà äîñòàòî÷íî ìàëûå îáëàñòè ñ ïîñòîÿííûì σ. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ðàññòîÿíèé {ti} äî ãðàíèö óêàçàííûõ îáëàñòåé è ìîäåëèðîâàíèÿ χ ïðèâåäåíû,
íàïðèìåð, â [1]. Äàëåå èçëîæåí äðóãîé ñïîñîá, äîïóñêàþùèé ïðîèçâîëüíûé âèä σ(r) è
ýôôåêòèâíûé, åñëè σ(r) íå ñëèøêîì ñèëüíî ìåíÿåòñÿ (äëÿ ïðîñòîòû çäåñü è äàëåå â
σ(r, v) îïóñêàåì v).

6.2.2. �Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ� äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû. Î÷åíü óäîáåí ñëåäóþùèé �ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ�
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äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ χ (â ïðåäïîëîæåíèè σ(r) ≤ σm). Êîíñòðóèðóþòñÿ äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé: ξ1, . . . , ξn � ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ σm exp(−σmt); α1, . . . , αn � äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíîìåðíîãî â (0, 1); ζn =

∑n
k=1 ξk.

Ïóñòü
N = min{n : αn ≤ σ(r + ζnω)/σm}.

Òîãäà χ = ζn. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò ðàäèêàëüíî óïðîñòèòü ðàñ÷åòû ïî
ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìíîãèõ ñëîæíûõ ñèñòåì.

Ïðèâåäåì îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà. Ïóñòü w(v,v′, r) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñêîðîñòè v ïîñëå ðàññåÿíèÿ â òî÷êå r ïðè óñëîâèè, ÷òî v � ñêîðîñòü äî ðàññåÿíèÿ. Ïî-
òîê ÷àñòèö Φ(r,v) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
ïåðåíîñà:

(ω, grad Φ) + σ(r)Φ(r,v) =

∫
Φ(r,v′)σs(r)w(v,v′, r) dv′ + Φ0(r,v),

ãäå Φ0(r,v) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö èñòî÷íèêà. Ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðèáàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ðàâåíñòâà:

[σm − σ(r)]Φ(r,v) =

∫
Φ(r,v′)[σm − σ(r)]δ(v′ − v) dv′

è îáúåäèíèì ñòîÿùèå ñïðàâà èíòåãðàëû. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ôèêòèâíîé ñðåäå, äëÿ êîòîðîé σm � ïîëíîå ñå÷å-
íèå, σ(r) � ñå÷åíèå ôèçè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ñ èíäèêàòðèñîé w(v,v′, r) è [σm− σ(r)] � ñå-
÷åíèå ðàññåÿíèÿ áåç èçìåíåíèÿ v (�äåëüòà-ðàññåÿíèÿ�). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìîå
ìîäåëèðîâàíèå îïèñàííîãî òàêèì îáðàçîì ïðîöåññà ïåðåíîñà ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåííîé
âûøå ïðîöåäóðå ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû χ ïðîáåãà ìåæäó ôèçè÷åñêèìè ñòîëêíîâåíèÿìè.

Ïðèâåäåííîå îáîñíîâàíèå ïîêàçûâàåò, êàê ïðèìåíÿòü ýòîò ñïîñîá òîëüêî â ïðåäåëàõ
íåêîòîðûõ çîí ñèñòåìû, ïðè÷åì σm ìîæåò çàâèñåòü îò íîìåðà çîíû è âîîáùå îò òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà. Ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì òàêæå, êàê ñî÷åòàòü òàêîå ìîäåëèðîâàíèå χ ñ
âåñîâûìè ìåòîäàìè ðàñ÷åòà, òðåáóþùèìè, êàê ïðàâèëî, âû÷èñëåíèÿ îïòè÷åñêîé äëèíû
ïðîáåãà (ñì. ðàçäåë 6.3).

Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ñòîëêíîâåíèé ðàâíî

(σ,Φ) =

∫ ∫
σ(r)Φ(r,v) dr dv.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ðàâíî (σm,Φ). Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîãóò ïîìî÷ü ïðè âûáîðå ñïîñîáà ìîäåëèðîâàíèÿ
äëèíû ïðîáåãà ÷àñòèöû äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû.

6.2.3. Ìíîãîñêîðîñòíûå è íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è. Â ìíîãîñêîðîñòíîì ñëó-
÷àå ñêîðîñòü ÷àñòèöû v îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì ω è ýíåðãèåé E,
êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà v2. Ðàñïðåäåëåíèå íîâîé ýíåðãèè E ïîñëå ðàññåÿíèÿ â òî÷êå
r çàäàþò óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ p(e) = p(e, E ′, µ, r), e ≥ 0, ãäå E ′ � ýíåðãèÿ ÷àñòèöû
äî ðàññåÿíèÿ, à µ = cos v � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ. Ýòà ïëîòíîñòü âõîäèò äîïîëíè-
òåëüíûì ìíîæèòåëåì â ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Èíîãäà, íàïðèìåð, â
ñëó÷àå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ, âåëè÷èíà E âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè E ′

è µ, ò. å. p(e) = δ(e− E(E ′, µ)).
Äàëåå ðàññìîòðåíû ôîðìóëû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ è

ãàììà-êâàíòîâ. Ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè íåéòðîíà íîâàÿ ýíåðãèÿ è êîñèíóñ óãëà ðàññå-
ÿíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

E =
1 + A2 + 2Aµ0

(1 + A)2
E ′, µ =

1 + Aµ0√
1 + A2 + 2Aµ0

,
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ãäå µ0 � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Âåëè÷èíû E è µ ñâÿçûâàåò
ñîîòíîøåíèå

E

E ′ =
(µ+

√
µ2 + A2 − 1

A+ 1

)2

.

Åñëè ðàññåÿíèå â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ èçîòðîïíî (ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ÿäåð
âîäîðîäà), òî ìîæíî ïîëîæèòü µ0 = 2α− 1. Ïðè ýòîì äëÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà âîäî-
ðîäå ïîëó÷àåì îñîáåííî ïðîñòûå ôîðìóëû: E = αE ′, µ =

√
α.

Åñëè ýíåðãèÿ íåéòðîíà è ìàññà ÿäðà äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî ðàññåÿíèå â ñèñòåìå
öåíòðà ìàññ àíèçîòðîïíî. Îáû÷íî çàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèêàòðèñû g0(x,Ei) äëÿ
íàáîðà çíà÷åíèé E ′ = Ei, i = 0, 1, 2, . . .. Åñëè Ei−1 ≤ E ′ ≤ Ei, òî öåëåñîîáðàçíî ìîäå-
ëèðîâàòü E èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

g0(x,E
′) =

E ′ − Ei−1

Ei − Ei−1

g0(x,Ei) +
Ei − E ′

Ei − Ei−1

g0(x,Ei−1), −1 ≤ x ≤ +1.

Óäîáåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äëÿ òàêîé ïëîòíîñòè: âûáèðàåòñÿ
çíà÷åíèå α; åñëè α < (E ′ − Ei−1)/(Ei − Ei−1), òî µ0 ìîäåëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïëîòíîñòè g0(x,Ei) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñîîòâåòñòâåííî g0(x,Ei−1).

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
èñïàðèòåëüíûé ñïåêòð íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî

pE(e, E ′) = c e exp(−e/T ), 0 ≤ e ≤ E ′.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå: x = e/T , çäåñü ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü óñå÷åííîãî
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïàðèòåëüíûé ñïåêòð ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ðåàëèçóåì E0 = −T ln(α1α2);
2) åñëè E0 > E ′, òî ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò 1 è ò. ä., èíà÷å E = E0.
Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå îáû÷íî ñ÷èòàþò èçîòðîïíûì â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Ýôôåê-

òèâíûå ñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàññåÿíèÿ, ïîãëîùåíèÿ è äåëåíèÿ çàâèñÿò îò ýíåðãèè
íåéòðîíà è îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðàññåÿíèÿ ãàììà-êâàíòîâ. Åñëè ãàììà-êâàíò ñ áåçðàçìåð-
íîé ýíåðãèåé E ′ ðàññåèâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå êîìïòîí-ýôôåêòà, òî p(e, E ′) ïðîïîðöèîíàëü-
íà ôóíêöèè

f(e, E ′) =
e

E ′ +
E ′

e
+

(
1

E ′ −
1

e

)(
2 +

1

E ′ −
1

e

)
, E ′(1 + 2E ′)−1 < e < E ′.

Ýòî âûðàæåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Êëåéíà-Íèøèíû äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî ñå÷åíèÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó E çäåñü ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî âàðèàíòà ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ:

1) ðåàëèçóåì E0 = E ′(1 + 2E ′α1)(1 + 2E ′)−1;
2) åñëè α2[1+ 2E ′ +(1+2E ′)−1] > f(E0, E

′), òî ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò 1 è ò. ä.,
èíà÷å E = E0.

Ýòîò àëãîðèòì âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà f(e, E ′) ≤ 1 + 2E ′ + (1 + 2E ′)−1. Âåëè÷èíà
êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé µ = 1− 1/e+ 1/E ′.

Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ(E) = 2πr2
e

{
1 + E

E3

[
2E(1 + E)

1 + 2E
− ln(1 + 2E)

]
+

1

2E
ln(1 + 2E)− 1 + 3E

(1 + 2E)2

}
,
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ãäå re � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Ôóíêöèþ σ(E) îáû÷íî òàáóëèðóþò. Êàê óæå áû-
ëî óêàçàíî âûøå, çäåñü E � áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ãàììà-êâàíòà, ò. å. ýíåðãèÿ â ýëåêòðîí-
âîëüòàõ, ïîäåëåííàÿ íà me c

2, ãäå me � ìàññà ïîêîÿ ýëåêòðîíà, à c
2 � ñêîðîñòü ñâåòà.

Äëÿ îöåíêè âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ïîòîêà ÷àñòèö äîñòàòî÷íî ðàññ÷èòûâàòü âðå-
ìÿ �æèçíè� ÷àñòèö ïî î÷åâèäíûì ïðîñòûì ôîðìóëàì. Ïðè ââåäåíèè âðåìåííîé êîîð-
äèíàòû t óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ëåâóþ ÷àñòü èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí ∂Φ/∂t, à ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äîìíîæàåòñÿ íà δ(t − [t′ + l/v]), ãäå v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ëîêàëüíîé îöåíêè (ñì. äàëåå ðàçäåë 6.10) âêëàä îò ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷êå (x, t) îòíîñèò-
ñÿ êî âðåìåíè t + |r − r∗|/v. Åñëè èñòî÷íèê ÷àñòèö ðàñïðåäåëåí ïî âðåìåíè ñ ïëîòíî-
ñòüþ p(t), òî îöåíêó âðåìåííîé çàâèñèìîñòè I(t) ìîæíî óëó÷øèòü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé
ñâåðòêè I(t) =

∫ t
0
p(t− t′)I0(t

′) dt′, ãäå I0(t) � çàâèñèìîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíîé
ïëîòíîñòè p0(t) = δ(t) (ñì. äàëåå ðàçäåë 6.10).

6.3. ÂÅÑÎÂÛÅ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ

Âåñîâûå àëãîðèòìû ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
ðÿäîì Íåéìàíà (ñì. ðàçäåë 4.3). Ñóùåñòâîâàíèå n0, òàêîãî, ÷òî ‖Kn0‖ < 1, äîñòàòî÷íî
äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà. Íîðìà îïåðàòîðà ëåãêî îöåíèâàåòñÿ çäåñü, åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü
äåéñòâóþùèì èç L1 â L1. Íîðìà â L1 ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì äèñêðåòíîñòè êîîðäèíàòû k. Â
äàííîì ñëó÷àå

‖K‖ ≤ sup

(
σs
σ

+ ν
σf
σ

)
= q.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç âåòâëåíèÿ, òî äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå q < 1.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ âèäà (4.3):

Jh = (ϕ, h) =

∫
X

ϕ(x)h(x) dx.

Íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà (6.3) h(x) = 1, à äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà (6.4) h(x) =
1/σ(r, v) ïðè r ∈ Di è h(x) = 0 ïðè r /∈ Di. Åñëè {xn} � ôèçè÷åñêàÿ öåïü ñòîëêíî-
âåíèé (ýòî âîçìîæíî â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ïðè ν ≡ 1), òî Jh = Eξ, ãäå
ξ =

∑N
n=0 h(xn). Åñëè íåôèçè÷åñêàÿ öåïü ñòîëêíîâåíèé ìîäåëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè p(x′, x), îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì ξ
èìååò âèä (4.7):

ξ =
N∑
n=0

Qnh(xn); Q0 =
f(x0)

π(x0)
, Qn = Qn−1

k(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
. (6.7)

Ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü p(x′, x) äîëæíà âêëþ÷àòü îáîáùåííûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ
ñèíãóëÿðíîñòÿìè èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ; ýòè ôóíêöèè ìîæíî ñîêðàùàòü â îòíîøåíèè
k(x′, x)/p(x′, x), ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå Eξ = Jh îáîñíîâûâàåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì (ñì.
ðàçäåë 4.3). Êîíñòðóêöèè âåñîâ áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå â ðàçäåëå 6.4 ñ öåëüþ ïîñòðî-
åíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèîíàëîâ Jh.

Ñîãëàñíî ðàçäåëó 4.4, äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååì

Dξ = (χ, h[2ϕ∗ − h])− (f, ϕ∗)2,
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ãäå ϕ∗ � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ϕ∗ = K∗ϕ∗ + h, χ � ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ

χ(x) =

∫
X

k2(x′, x)

p(x′, x)
χ(x′) dx′ +

f 2(x)

π(x)
. (6.8)

Ïðîñòåéøåé ìîäèôèêàöèåé ôèçè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ öåïü Ìàð-
êîâà, äëÿ êîòîðîé ïëîòíîñòü p0(x

′, x) ïîëó÷àåòñÿ èç (6.6) çàìåíîé ν → 1. Ïðè ýòîì
Qn åñòü ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èí ν äëÿ äåëåíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ xn, à ÿäðî óðàâíåíèÿ
(6.8) ïîëó÷àåòñÿ èç (6.6) çàìåíîé ν → ν2. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ òàêîãî âåñîâîãî
àëãîðèòìà êîíå÷íà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

sup
(σs
σ

+ ν2σf
σ

)
= q1 < 1. (6.9)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì íà âåòâÿùåéñÿ öåïè
Ìàðêîâà ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 4.6. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà äèñïåðñèÿ êîíå÷íà, åñëè Jh êîíå÷íî,
ò. å. äëÿ ïîäêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå (6.9) ìîæåò áûòü îñëàáëåíî, åñëè óâåëè÷èòü
σf íà âåëè÷èíó σc = σ − σf − σs è ïåðåñ÷èòàòü çíà÷åíèå ν ïî ôîðìóëå

ν ′ =
νσf

σf + σc
=
νσf
σa

≤ ν. (6.10)

Ïðè ýòîì ÿäðî (6.6) è ôóíêöèÿ ϕ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, à òðàåêòîðèè äëÿ îãðàíè÷åí-
íîé ñèñòåìû îáðûâàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âñëåäñòâèå âûëåòà ÷àñòèö.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â êîíöå ðàçäåëà 4.4, äèñïåðñèè îöåíîê óìåíüøàþòñÿ, åñëè íå
ìîäåëèðîâàòü ïîãëîùåíèå, íî âåñ óìíîæàòü íà âåðîÿòíîñòü �âûæèâàíèÿ� èëè íå ìîäå-
ëèðîâàòü âûëåò, à âåñ óìíîæàòü íà âåðîÿòíîñòü íåâûëåòà 1− exp(−τ ∗).

6.4. ÂÅÑÎÂÛÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÊÈ

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ σk, σ â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà λ. Êàê áû-
ëî çàìå÷åíî â ðàçäåëå 6.1, ñîîòíîøåíèå ρ(K) < 1 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè q < 1 èëè ñðåäà
îãðàíè÷åíà òàê, ÷òî ÷àñòèöà âûëåòàåò èç íåå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ïðè ýòèõ óñëî-
âèÿõ, èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè âèäà k(n)(x, y, λ) (ñì. ðàçäåë 4.9) îãðàíè÷åíû
è ρ(K) < q0 < 1, åñëè σk ≤ C < +∞, σ0 = σ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ σ′k, ïðèíàäëåæà-
ùèõ èíòåðâàëàì σk ± ε, ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

k(x, x′) ≤ (1 + C0ε)kε(x, x
′), (6.11)

ãäå kε(x, x
′) � ÿäðî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî σk − ε, k = 0, 1, . . . . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.13 äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ∂mIh/∂(σk)
m ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå îöåíêè ξ. Äèñïåðñèè ïîëó÷àåìûõ îöåíîê êîíå÷íû,
íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäèôèêàöèè ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè óñëîâèè (6.9).

Äàëåå ïîñòðîèì ñêàëÿðíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèîíàëîâ âèäà (6.3), (6.4)
ïî σ, σk è σc.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå ïî ïîëíîìó ñå÷åíèþ. Ïðåäïîëàãàÿ σk ïîñòîÿííû-
ìè, ìû, ïî ñóùåñòâó, îöåíèâàåì ïðîèçâîäíûå ïî ìàñøòàáíîìó ìíîæèòåëþ ρ, êîòîðûé
ââîäèòñÿ â çàäàííîé îáëàñòè Dj çàìåíîé σ íà ρσ è σk íà ρσk. Òðàåêòîðèè ñòðîÿòñÿ äëÿ
ρ = ρ0. Çäåñü âåñîâîé ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâåííî (6.6), èìååò âèä

k(x′, x)

p0(x′, x)
= νk′

(
ρ

ρ0

)δj(r)
exp{−(ρ− ρ0)τj(r

′, r; v)}, (6.12)
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ãäå ν1 ≡ ν è νk ≡ 1 äëÿ k 6= 1; δj(r) � èíäèêàòîð îáëàñòè Dj; τj(r
′, r, v) � îïòè÷åñêàÿ

äëèíà ïóòè â Dj îò r′ äî r ïðè ρ = 1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå îò
ôóíêöèîíàëà (6.4) ïðè h(x) ≡ δi(r). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî îöåíêó ξ ìîæíî

äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî, ò. å. ïîñòðîåíèå îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû J
(m)
j ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ âûðàæåíèé äëÿ Q(m), ãäå Q ≡ Qn � òåêóùèé âåñ. Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ
Q′ = Q(lnQ)′ ïîëó÷àåì

Q(m) =
m∑
k=1

ukQ
(m−k) (m− 1)!

(k − 1)(m− k)!
. (6.13)

ßñíî, ÷òî

u1 = (lnQ)′ =
mj

ρ
− Tj, uk = (lnQ)(k) =

(−1)k−1

ρk
mj(k − 1)!. (6.14)

Çäåñü mj � ïîëíîå ÷èñëî ïðåäøåñòâóþùèõ ñòîëêíîâåíèé (âêëþ÷àÿ òåêóùåå) â Dj, è Tj
� àíàëîãè÷íàÿ îïòè÷åñêàÿ äëèíà â Dj äëÿ ρ = 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå ïî ñå÷åíèþ σk íåêîòîðîãî òèïà ðàññåÿíèÿ (èëè
äåëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì ν), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïîñòîÿííà âDj. Ïîñêîëüêó
âåëè÷èíà σ(r, v) ñîêðàùàåòñÿ â (6.6), òî çíà÷åíèÿ uk îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (6.14)

ñî ñëåäóþùèìè ïîäñòàíîâêàìè: ρ → σk, ρ0 → σ
(0)
k , Tj = Lj, ãäå Lj � ïîëíàÿ äëèíà

ïðåäøåñòâóþùåãî ïóòè ÷àñòèöû â Dj, mj � ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿíèé òèïà k â Dj.
Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ïðîèçâîäíûõ ïî ρ â ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ôèêòèâíîå

äåëüòà-ðàññåÿíèå (ñì. ïîäðàçä. 6.2.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρσ ≤ σm; ñîîòâåòñòâóþùèé
âåñîâîé ìíîæèòåëü èìååò âèä

k(x′, x)

p0(x′, x)
= νk

(
ρ

ρ0

)δj(r)
äëÿ ôèçè÷åñêîãî ñòîëêíîâåíèÿ è

k(x′, x)

p0(x′, x)
= νk′

[
σm

σm − σρ0

(
1− σ

σm
ρ

)]δj(r)
äëÿ äåëüòà-ðàññåÿíèÿ. Ôîðìóëà (6.13) çäåñü òàêæå ïðèìåíèìà; îäíàêî ïðè σ/σm = const
â Dj ìîæíî âû÷èñëÿòü Q

(m) ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ

ρmj

(
1− σ

σm
ρ

)nj

, (6.15)

ãäå mj � ïîëíîå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ñòîëêíîâåíèé, à nj � ïîëíîå ÷èñëî äåëüòà-ðàññåÿíèé
â îáëàñòè Dj.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ïî σk èñïîëüçóåòñÿ òîò æå âåñîâîé ìíîæèòåëü ñ çà-
ìåíàìè σρ → σk, σρ0 → σ

(0)
k , è åñëè σk/σm = const â Dj, òî âåëè÷èíà Q(m) ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ σ
mj

k (1− ρσ/σm)nj , ãäå mj � òåïåðü
ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿíèé k-ãî òèïà â Dj.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîíñòàíòà s ïðèáàâëÿåòñÿ ê ïîëíîìó ñå÷åíèþ (è, çíà÷èò,
ê ñå÷åíèþ ïîãëîùåíèÿ σc = σ −

∑
k σk) â îáëàñòè Dj. Èç (6.6) ïîëó÷àåì

k(x′, x)

p0(x′, x)
= νk′ exp{−ljs},
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ãäå lj � äëèíà ïóòè â Dj äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîáåãà. Ïóñòü ν̃ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäå-
íèå ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé νk. Òîãäà Q = ν̃ exp{−Ljs}, ãäå Lj � ïîëíàÿ äëèíà ïðåäûäó-
ùåãî ïóòè â Dj. Ñëåäîâàòåëüíî, Q

(m)|s=0 = ν̃(−Lj)m.

6.5. ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Çàìåòèì, ÷òî îáîáùåííàÿ ñóáñòîõàñòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íîìåðà ν òèïà
ðàññåÿíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

pν(z;x) =
∑
i

δ(z − i)σ(i)
s (x)/σ(x).

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëàãàòü (ñì. ïîäðàçä. 4.11.2) t = (i, l) è

k((t′, x′), (t, x)) = pν(i, x
′)wi(v

′ → v, r′) pχ(l; r
′,v) δ(r− (r′ + lω)). (6.16)

Ýòî íîâûé âèä ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, ñîîòâåòñòâóþùèé îáû÷íîìó,
óêàçàííîìó âûøå, ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ ïåðåõîäà îò ñòîëêíîâåíèÿ ê ñòîëêíîâåíèþ. Ñî-
îòíîøåíèå q(x′) ≤ 1 − δ çäåñü âûïîëíÿåòñÿ è ïðè σc ≡ 0 âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè
ñðåäû. Åñëè íåîáõîäèìî ó÷åñòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè τ , òî ÿäðî (6.16) äîìíîæàåòñÿ
íà δ(τ − τ ′ − l/v).

Åñëè çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî çíà÷åíèÿì ν ñîîòâåòñòâóþùèì ñóììèðîâàíèåì,
òî â âûðàæåíèè (6.16) pν(i, x) çàìåíÿåòñÿ íà σ

(i)
s (x)/σ(x). Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî èñïîëü-

çóåòñÿ ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå (6.5), ò. å. k0(x
′, x). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

k1(x
′, x) =

∫
T
k((t′, x′), t, x)) dt.

Òåîðåìà 6.1. Îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (6.16) îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ k1(x
′, x) ñîâ-

ïàäàåò ñ k0(x
′, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, êàê íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

X

k1(x
′, x)h(x) dx =

∫
X

k0(x
′, x)h(x) dx ∀ x′ ∈ X, h ∈ C1(X).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåñîâîé îöåíêè ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü
òèïà (6.16) òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè (4.8) è âåñîâûå
ìíîæèòåëè èìåþò ñìûñë äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðåõîäà. Îñîáåííî âàæíî, ÷òî
â ÷èñëî êîîðäèíàò âêëþ÷àåòñÿ íîìåð òèïà ðàññåÿíèÿ, ò. ê. âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè
ïåðåíîñà èíäèêàòðèñû äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ðàññåÿíèÿ ñîäåðæàò ñèíãóëÿðíîñòè ðàçíûõ
òèïîâ. Èìåííî ñ ïîìîùüþ òàêîãî âêëþ÷åíèÿ äàëåå â ïîäðàçä. 6.15.2 ïîñòðîåíû âåñîâûå
àëãîðèòìû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè àíñàìáëåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Òî÷íåå ãîâî-
ðÿ, ïðåäëîæåíî âêëþ÷èòü â ÷èñëî êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà àíñàìáëÿ ÷àñòèö
íîìåð ïàðû ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ â î÷åðåäíîé, ñëó÷àéíî âûáðàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ â ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîì
ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñóáñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî âèäà (6.16), ðàññìàòðèâàÿ
â êà÷åñòâå X ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé âñåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö.

Ïîëåçíîñòü âîçìîæíîñòè ñäâèãà ôèêñèðîâàíèÿ ôàçîâîé òî÷êè âäîëü öåïî÷êè ýëå-
ìåíòàðíûõ ïåðåõîäîâ ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ, ò. å. ìî-
äåëèðóåìàÿ öåïü Ìàðêîâà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé çàíóëåíèåì êîýôôèöèåíòà σc, ò. å.
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σ(.) çàìåíÿåòñÿ íà σs(.). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì

Qn = exp(−τ (n)
c )σ(rn, vn)/σs(rn, vn),

ãäå τ
(n)
c � îïòè÷åñêàÿ, îòíîñèòåëüíî σc(.), äëèíà ïðîáåãà ÷àñòèöû îò r0 äî rn:

τ (n)
c =

n∑
k=1

∫ χk

0

σc(rn−1 + sωn, v) ds.

Åñëè æå ôèêñèðîâàòü ôàçîâóþ òî÷êó ïîñëå âûáîðà íîìåðà òèïà ðàññåÿíèÿ, òî, î÷åâèä-
íî, Qn = exp(−τ (n)

c ). Òàêîé âåñ ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ∂mξt/∂σ
m
c ïðè

σc(·) ≡ σc, ò. å. êîãäà τ
(n)
c = σcLn, ãäå Ln � äëèíà ïðîáåãà îò r0 äî rn. Åñëè ρ(Kp) < 1, òî

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ∂mξt/∂σ
m
c ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè âåëè÷èí ∂mJh/∂σ

m
c

ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè (ñì. ðàçäåë 6.4).
Ðàññìàòðèâàåìûé ñäâèã ìîæåò áûòü ïîëåçíûì òàêæå äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîñòè îöåíêè íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ îò èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ (ïîòîêà ÷àñòèö)
Φ(r,v), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ñòîëêíîâåíèé ñîîòíîøåíèåì (6.2). Â ÷àñòíîñòè,
ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, ïåðåñåêàþùèõ íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü S, ðàâíî ñëåäóþùåìó ïî-
âåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó ∫

S

ds

∫
V

Φ(r(s),v)
∣∣(ω,ns)∣∣ dv, (6.17)

ãäå ns � îðò íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå r(s). Ñîãëàñíî �ìåòîäó óñëîâíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé� íåñìåùåííóþ îöåíêó èíòåãðàëà (6.17) ìîæíî ïîëó÷èòü, ñóììèðóÿ
âû÷èñëÿåìóþ ïîñëå êàæäîãî �ôèçè÷åñêîãî� ðàññåÿíèÿ âåëè÷èíó

hS(r
′,v) = exp(−τop(l′S, r′,v))∆S(r

′, ω),

êîòîðàÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ðàññåÿííàÿ ÷àñòèöà ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü S.
Çäåñü ∆S(r

′, ω) � èíäèêàòîð ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè S ëó÷îì r(l) = r′ + lω, à l′S �
ðàññòîÿíèå âäîëü ýòîãî ëó÷à äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî ïîñòðîåíèå è èññëåäîâà-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåñîâîé îöåíêè óïðîùàåòñÿ, åñëè ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ôèêñèðîâàòü
ñðàçó ïîñëå âûáîðà çíà÷åíèÿ v, ò.å. èñïîëüçîâàòü ñõåìó ìîäåëèðîâàíèÿ �ïî ðàññåÿíè-
ÿì�. Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè öåííîñòè ðàññåÿíèé è ñòîëêíîâåíèé äàåò
ñîîòíîøåíèå (4.51).

6.6. ÂÅÑÎÂÀß ÎÖÅÍÊÀ ÏÎ ÏÐÎÁÅÃÓ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Di

∫
V

Φ(r,v) dr dv = IDi
= E(Li), (6.18)

ãäå Li � äëèíà òîé ÷àñòè òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ëåæèò â îáëàñòè Di. Âåñîâàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ �îöåíêè ïî ïðîáåãó� ïðè èñïîëüçîâàíèè äîïîëíèòåëüíûõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò ÿâëÿ-
åòñÿ âàðèàíòîì ñòàíäàðòíîé îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì (4.7):

ξ
(i)
t =

N∑
n=0

Qnχ
(i)
n , (6.19)

ãäå χ
(i)
n � äëèíà òîé ÷àñòè îòðåçêà [rn−1, rn], êîòîðàÿ ëåæèò â Di. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå

χn âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé (tn, xn). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿ ñîîò-
íîøåíèÿ (6.18) íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåëè÷èíà E(χn|xn−1) ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåìó
çíà÷åíèþ èíòåãðàëà èç (6.18).
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Ïðè îáùèõ óñëîâèé íåñìåùåííîñòè (4.8) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Eξ
(i)
t = IDi

. Åñëè

îáëàñòü Di îãðàíè÷åíà, òî Dξ
(i)
t < +∞ ïðè ρ(Kp) < 1, ò. å., â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî Kp ≡ K.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Di

è äëÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ ÷àñòèöû ïðè ñòîëêíîâåíèè q(.), íå ïðåâîñõîäÿùåé 1− δ.
Äëÿ èñòî÷íèêà ÷àñòèö, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå (r,v), èìååì

IDi
≡ IDi

(r,v) < +∞ ∀ r,v ∈ R× V.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: ϕ∗i (r,v) = IDi
(r,v) = IDi

(x).
Ïåðåéäåì äàëåå ê ñõåìå ìîäåëèðîâàíèÿ �ïî ðàññåÿíèÿì", â êîòîðîé âñïîìîãàòåëüíûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âûáèðàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: χ, ν,v, ò. å. (t, x) = (l, i, x),
ïðè÷åì x0 âûáèðàåòñÿ èç èñòî÷íèêà ÷àñòèö. Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ
÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, âíå íåêîòîðîé âûïóêëîé îáîëî÷êè ñðåäû, çàïîëíåíà ôèêòèâíîé
ñðåäîé ñ σ(.) ≡ σc(.). ßñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå âåñîâàÿ îöåíêà ïî ïðîáåãó ïðèíèìàåò âèä

ξ
(i)
t =

N∑
n=1

Qnhi(tn, xn),

ãäå hi(tn, xn) ≡ χn
(i), ïðè÷åì χ0

(i) ≡ 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ∗i (x) = Eξ
(i)
t (x) < C <

+∞ ∀ x ∈ R × V , ãäå ξ
(i)
t (x) ≡ ξ

(i)
t ïðè óñëîâèè, ÷òî èñòî÷íèê ÷àñòèö ñîñðåäîòî÷åí

â òî÷êå x = (r,v).
Òåîðåìà 6.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ îáùèå óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè (4.8), ρ(Kp) < 1,

à òàêæå K∗h2
i ∈ C1, f2/π ∈ N1, òî Dξ

(i)
t < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâåäÿ ñóììó, âûðàæàþùóþ âåëè÷èíó ξ
(i)
t (x), â êâàäðàò è ïðî-

âåäÿ ñòàíäàðòíîå ÷àñòè÷íîå îñðåäíåíèå ñóììû ïðîèçâåäåíèé íåîäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ
(ñì. ðàçäåë 4.5), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E
[
ξ

(i)
t (x)

]2
= E

N∑
n=1

Q2
n

[
h2
i (tn, xn) + 2hi(tn, xn)ϕ

∗
i (xn)

]
.

Âåñ Q2
n ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó Kp (ñì. ðàçäåë 4.5). Ñëåäîâàòåëüíî,

H(x) = E
[
ξ

(i)
t (x)

]2
< C0

∞∑
n=1

[
K∗n
p h2

i

]
(x) < C < +∞ ∀ x ∈ R× V.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì E
[
ξ

(i)
t

]2
= (H, f2/π) < +∞.

Ñîîòíîøåíèå K∗h2
i ∈ C1 èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âñëåä-

ñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.
Ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû àâòîìàòè÷åñêè îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êî-

ãäà âìåñòî èíòåãðàëà èç (6.18) íåîáõîäèìî îöåíèâàòü èíòåãðàë
∫
g(x)Φ(x) dx, ãäå g(x)

� îãðàíè÷åííàÿ, êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì âìåñòî χ
(i)
n â

(6.19) ðàññìàòðèâàåòñÿ âåëè÷èíà
∫ χn

0
g(rn−1 + lωn−1,vn−1) dl. Îòìåòèì, ÷òî ïðè h(x) =

∆Di
(r)/v ìîäèôèöèðîâàííîå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûðàæåíèå (6.19) îïðåäåëÿåò

âåñîâóþ �îöåíêó ïî âðåìåíè�, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî èíòåãðàëó îò êîíöåí-
òðàöèè òðàåêòîðèé ïðîöåññà ïåðåíîñà ÷àñòèö ïî îáëàñòè Di. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî
îöåíêè òàêîãî òèïà ïîñòðîåíû òàêæå äëÿ äèôôóçèîííûõ è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðåðûâ-
íûõ ïðîöåññîâ (ñì. äàëåå ðàçäåë 7.4).
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6.7. ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ

6.7.1. Îäíîìåðíûé âàðèàíò. Â ýòîì ðàçäåëå îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî, ñâÿçàííàÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïîòîê
÷àñòèö.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç òîëñòûé îäíîðîäíûé ñëîé âåùå-
ñòâà 0 ≤ z ≤ H ïîòîê ÷àñòèö óáûâàåò ïðèáëèçèòåëüíî êàê exp(−cz). Îòñþäà âîçíèêàåò
ìûñëü î ïåðåõîäå ê óðàâíåíèþ ïåðåíîñà äëÿ

Φ1(r,v) = eczΦ(r,v).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â (6.1) è ñîêðàùåíèÿ íà exp(−cz) ïîëó÷àåì

(ω, grad Φ1) + (σ − c cos v)Φ1 =

∫
Φ1σsw(v,v′, r) dv′ + eczΦ0(r,v),

ãäå v � óãîë ìåæäó ω è îñüþ z. Ýòî óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé σ1 =
σ−c cos v = σ−cµ, à â êàæäîì ñòîëêíîâåíèè îáðàçóåòñÿW = σs/(σ−c cos v) ðàññåÿííûõ
÷àñòèö.

Âåëè÷èíó W ìîæíî íàçâàòü êîýôôèöèåíòîì âûæèâàíèÿ. Åñëè W ≤ 1, òî åãî ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ. Âåëè÷èíà 1 −W áóäåò, ñîîòâåòñòâåííî,
âåðîÿòíîñòüþ ïîãëîùåíèÿ. Åñëè W > 1, òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ìîæíî èñïóñêàòü W
ðàññåÿííûõ ÷àñòèö èëè èñïóñêàòü îäíó ÷àñòèöó, íî âåñ åå äîïîëíèòåëüíî óìíîæàòü
íà W . Ïîñëåäíèé ñïîñîá óïðîùàåò ðàñ÷åòíóþ ïðîãðàììó, íî óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèþ
ðåçóëüòàòà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äàæå áåñêîíå÷íîé, åñëè âîçìîæíû çíà÷åíèÿ âåñîâîãî
ìíîæèòåëÿ, ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöó.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîñêîðîñòíîé ñëó÷àé: v ≡ ω. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî êîìïåí-
ñèðîâàòü ôëóêòóàöèè âåñîâ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ìîäèôèêàöèè ðàññåÿíèÿ w1(ω

′, ω) =
w(ω′, ω)a(µ), ãäå a(µ) � ïîêà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëå ìîäåëèðîâàíèÿ (áåç ïîãëîùå-
íèÿ) òàêîãî ðàññåÿíèÿ âåñ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå

Q = Q′ q

∫ +1

−1

w(ω′, ω)a(µ) dω

/[(
1− c cos v′

σ

)
a(µ)

]
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå(
1− cµ

σ

)
a(µ) = q

∫ +1

−1

w(ω, ω′)a(µ′) dω′, (6.20)

òî ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîêðàùåíèå âåñîâ; ýòî ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò àëãî-
ðèòì. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èçâåñòíî â òåîðèè ïåðåíîñà ïîä íàçâàíèåì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðîáëåìû Ìèëíà. Åìó óäîâëåòâîðÿåò çíà÷åíèå c = 1/L, ãäå L > 1/σ
� òàê íàçûâàåìàÿ äèôôóçèîííàÿ äëèíà. Ôóíêöèÿ a(µ) è âåëè÷èíà c äëÿ èçîòðîïíîãî
ðàññåÿíèÿ (ò. å. ïðè w = 1/4π) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

a(µ) =
1

1− µ/(σL)
,

q

2

σ

c
ln
σ/c+ 1

σ/c− 1
= 1.

Â îáùåì ñëó÷àå èíîãäà îöåíêó âåëè÷èíû c ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òðàíñïîðòíîãî
ïðèáëèæåíèÿ (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 6.7.3). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííîå òàêèì
îáðàçîì ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò ìîäåëèðîâàíèÿ
ïî öåííîñòè (ñì. ðàçä. 4.5), â êîòîðîì â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè öåííîñòè
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èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìèëíà exp(z/L)a(µ); ïàðàìåòð c ïðè
ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Êîíñòðóêöèè è îáîñíîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèò-
ìîâ òàêîãî ðîäà ïîäðîáíî èçëîæåíû â [2]. Ïîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ çäåñü ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî òîëùèíå ñëîÿ, à íå
ýêñïîíåíöèàëüíî, êàê ïðè ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè.

6.7.2. Èññëåäîâàíèå äèñïåðñèè. Èçó÷èì âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè ÷àñòè÷íîãî
öåííîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè öåííîñòè ìîäèôèöèðó-
åòñÿ òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå äëèíû ïðîáåãà.

Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìóþ çàäà÷ó îá îöåíêå âåðîÿòíîñòè P âûëåòà ÷à-
ñòèö èç ïîëóïðîñòðàíñòâà −∞ < z ≤ H. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå ýòîãî ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà íàõîäèòñÿ àáñîëþòíûé ïîãëîòèòåëü (σ = σc), ïðè÷åì ñðåäíèé ñâîáîäíûé ïðîáåã
σ−1 = 1 âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññåÿíèå ÷àñòèöû â òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ îïèñûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ w(µ, µ′), ãäå µ - êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâ-
ëåíèåì ïðîáåãà è îñüþ z. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû
âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíà e−l, l ≥ 0. Âåðîÿò-
íîñòü âûæèâàíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè â òî÷êå z < H ðàâíà q < 1. Ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå
(4.3) äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè, ñ ó÷åòîì âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé l, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

ϕ∗(z, µ) = q

∫ A

0

e−l
∫ 1

−1

w(µ, µ′)ϕ∗(z′, µ′) dµ′ dl + h(z, µ), z < H, (6.21)

ãäå A = +∞ ïðè µ < 0 è A = (H − z)/µ ïðè µ > 0, ïðè÷åì z′ = z + µl.
Â ñõåìå �ïî ðàññåÿíèÿì� (ñì. ðàçäåë 6.5) âåðîÿòíîñòü âûëåòà ÷àñòèöû, ñòàðòîâàâøåé

â òî÷êå x = (z, µ), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé Eξx (ñì. äàëåå ðàçäåë 6.9) ïðè

h(z, µ) =

{
exp{−(H − z)/µ} ïðè z < H è µ > 0,

0 èíà÷å.
(6.22)

Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíî óðàâíåíèå (6.21) ñî ñâîáîäíûì ýëåìåíòîì

ha(z, µ) =

{
a(µ) exp{−(H − z)/µ} ïðè z < H è µ > 0,

0 èíà÷å.
(6.23)

Çäåñü a(µ) ñîâìåñòíî ñ äëèíîé äèôôóçèè 1/L óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ (6.20) ïðè σ = 1. Äëÿ ðåàëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ èìååì: a(µ) ≥ ε > 0
ïðè µ > 0. Â ñëó÷àå (6.23) ïîäñòàíîâêîé íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ñì. ðàçäåë 4.4), ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ öåííîñòè ðàâíà

ϕ∗(z, µ) = Eξx = a(µ) exp{−(H − z)/L}. (6.24)

Ìîäåëèðîâàíèå äëèíû ïðîáåãà ñîãëàñíî ïëîòíîñòè e−lecµl ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèîíàëü-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, äëÿ êîòîðîãî σ′ = 1 − cµ. Ïðè ýòîì, åñëè îáðûâ òðàåêòîðèè
ìîäåëèðóåòñÿ ôèçè÷åñêè è c = 1/L, òî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíò-
íî �öåííîñòíîìó� ìîäåëèðîâàíèþ äëèíû ïðîáåãà ñ èñïîëüçîâàíèåì (6.24), äëÿ êîòîðîãî
Qn = Qn−1e

−lcµ/(1−cµ). Îòìåòèì, ÷òî, åñëè σ 6= 1, òî öåííîñòíîå âåñîâîå ìîäåëèðîâàíèå
ñòðîèòñÿ äëÿ σ′ = σ(1− µ/L).

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ áûëî ïîëó÷åíî [2], ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðà-
òîðà K∗

p óðàâíåíèÿ (4.15) ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(K
∗
p) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè öåííîñò-

íîì ìîäåëèðîâàíèè äëèíû ïðîáåãà äëÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî
ðàññåÿíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé êðèòåðèé êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè. Îäíàêî äèñ-
ïåðñèÿ âñå òàêè îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé äàæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ.
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Òåîðåìà 6.3. Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì ξx ïðè öåííîñòíîì (ñîîòâåò-
ñòâåííî (6.24)) ìîäåëèðîâàíèè äëèíû ïðîáåãà êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ôóíêöèé, ïðè èñïîëüçîâàíèè (6.24)
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ðàçäåë 4.4):

Eξ2
x =

∞∑
n=0

K∗n
p

(
ha[2ϕ

∗ − ha]

)
(x). (6.25)

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé, ñ ó÷åòîì (6.23) è (6.24), ìîæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: ϕ∗ = K∗
pϕ

∗+
ϕ∗h. Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî ïîä çíàê îïåðàòîðà K∗

p âìåñòî ϕ
∗ ðàâíóþ åé ôóíêöèþ

K∗
pϕ

∗ +ϕ∗h, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ϕ∗ = K∗2
p ϕ

∗ +K∗
p(ϕ

∗h) +ϕ∗h. Äàëåå ñäåëàåì òàêóþ æå
ïîäñòàíîâêó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîä çíàê îïåðàòîðà K∗2

p , è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå,
ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

ϕ∗ = lim
n→∞

[
K∗n
p ϕ

∗ +
n−1∑
k=0

K∗k
p (ϕ∗h)

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑

kK
∗k
p (ϕ∗h) ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ha(2ϕ

∗ − ha) ≤ Chϕ∗, òî ñõî-
äèòñÿ è ðÿä (6.25). Àíàëîãè÷íûé ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè (6.22) âñëåäñòâèè
íåðàâåíñòâà a(µ) ≥ ε > 0 ïðè µ > 0.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6.3 äàåò îáîñíîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ýêñïîíåöèàëüíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì c = 1/L â îäíîñêîðîñòíîì ñëó÷àå: îíà ïîçâîëÿåò êîððåêòíî
îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòíóþ ïîãðåøíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê. Òàê-
æå îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6.3 ñïðàâåäëèâà è äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé �áåðíóëëèåâîé�
îöåíêè, êîòîðàÿ �ïîäñ÷èòûâàåò� âåñà QN âûëåòàþùèõ ÷àñòèö, ò.ê. ýòà îöåíêà ïîëó-
÷àåòñÿ ïóòåì ñòàíäàðòíîé ðàíäîìèçàöèè ðàññìîòðåííîé îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì (ñì.
ðàçäåë 4.7). Äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòè âûâîäû ñïðàâåäëèâû è
äëÿ çíà÷åíèé c ∈ (0, 1/L).

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ, ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè ïî ñòîëêíîâå-
íèÿì è ìîäèôèöèðîâàííîé �áåðíóëèåâîé� îöåíêè äëÿ îöåíèâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(6.21) ñî ñâîáîäíûì ýëåìåíòîì (6.22) ïîêàçàëè, ÷òî öåííîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå äëèíû
ïðîáåãà ïðè H − z ≥ 10 ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò äèñïåðñèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì
ìîäåëèðîâàíèåì, íå çíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîìó, äëÿ êîòî-
ðîãî c =

√
1− q (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 6.7.3). Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî òàêæå óñòàíîâëåíî,

÷òî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå H − z = 2 öåííîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå äëèíû ïðîáåãà óâåëè÷è-
âàåò äèñïåðñèþ. Äëÿ ïîäîáíîé çàäà÷è c w(µ, µ′) = δ(µ′ − µ), µ > 0, äèñïåðñèè �áåðíóë-
ëèåâîé� îöåíêè âåðîÿòíîñòè âûëåòà ïðè ïðÿìîì è öåííîñòíîì ìîäåëèðîâàíèè äëèíû
ïðîáåãà ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ z < H [2].

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ôàêòà ñóùåñòâî-
âàíèÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòè÷íîå öåííîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèþ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ìîäåëèðîâàíèåì.

6.7.3. Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå c. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ îïòèìè-
çàöèè (ñì. ïîäðàçä. 4.11.3) ïðè H →∞ äàåò âìåñòî (6.20) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå [2]:

a(µ) =
q

(1− cµ)2

∫ 1

−1

w(µ, µ′)a(µ′)dµ′. (6.26)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì òðàíñïîðòíîå ïðèáëèæåíèå [1]

w(µ, µ′) = µ0 δ(µ
′ − µ) + (1− µ0)/2,
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ãäå µ0 � ñðåäíèé êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè (6.26) ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî
∫ 1

−1
a(µ) dµ = 1. Ïîäñòàâèâ â (6.26) òðàíñïîðòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ w(µ, µ′),

ïîëó÷èì

a(µ) =
q

2
(1− µ0)

/ [
(1− cµ)2 − qµ0

]
.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ c∗:

ln
1−

(
c− (qµ0)

1/2
)2

1−
(
c+ (qµ0)1/2

)2 = c
4

1− µ0

(
µ0

q

)2

.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ èç (6.26) èìååì c = (1 − q)1/2. Åñëè σ 6= 1, òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå ìîäèôèöèðîâàííîå ñå÷åíèå ðàâíî σ(1 − cµ), åñëè çíà÷åíèå c
îïðåäåëÿåòñÿ èç (6.26).

6.7.4. Ñôåðè÷åñêèé âàðèàíò. Èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî ðàññ÷èòûâàòü ïðîõîæ-
äåíèå ÷àñòèö ÷åðåç îïòè÷åñêè òîëñòóþ ñðåäó â îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé òî÷êè, íàïðèìåð,
r = 0. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå:

Φ1(r, ω) = e−crΦ(r, ω).

Ïîäñòàíîâêà â (6.1) ïðèâîäèò çäåñü ê àíàëîãè÷íîé ìîäèôèêàöèè ïðîöåññà ñ òåì îòëè-
÷èåì, ÷òî σ1 = σ + c cos v(t), ãäå v(t) � óãîë ìåæäó r(t) = r0 + tω è ω, ò. å. σ1 ìåíÿåòñÿ
âäîëü ïðîáåãà ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû ïðîáåãà íåîáõîäèìî ðå-
øàòü óðàâíåíèå ∫ l

0

[σ + c cos v(t)] dt = − lnα.

Åñëè σ ïîñòîÿííî, òî ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ, òàê êàê

cos v(t) =
∂r(t)

∂t
,

∫ l

0

cos v(t) dt = r(l)− r0, r(l) =
√
r2
0 + l2 + 2l cos v(0).

Âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå l îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: l = (B −
√
B2 − AC)/A, ãäå

A = σ2 − c2, B = σ(− lnα+ cr0) + c2r0 cos v(0), C = (− lnα+ cr0)
2 − c2r2

0.

Â ñõåìå "ïî ñòîëêíîâåíèÿì"ýòî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè öåííîñòè g(r, ω) = [1 + cµ(r, ω)]e−cr. Çäåñü ‖Kp‖ < 1, åñëè |c| <

√
1− q.

6.8. ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÏÅÐÅÍÎÑÀ. ÒÅÎÐÅÌÀ
ÎÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÇÀÈÌÍÎÑÒÈ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîñêîðîñòíîé ñëó÷àé. Ïóñòü íåîáõîäèìî îöåíèòü
ôóíêöèîíàë Ip = (Φ, p), ãäå p � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî Ip =
(Φ, p) = (Φ∗,Φ0) (ñì. ñîîòíîøåíèå (4.4)). Çäåñü Φ∗ � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà

−(ω, grad Φ∗) + σΦ∗ =

∫
w(ω′, ω, r)σs(r)Φ

∗(r, ω′) dω′ + p

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Φ∗(r, ω) = 0, åñëè r ∈ Γ è (ω,nr) < 0. Èçìåíèâ çíàêè ó ω è ω′,
ïîëó÷àåì äëÿ Φ∗

1(r, ω) = Φ∗(r,−ω) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(ω, grad Φ∗
1) + σΦ∗

1 =

∫
w(ω′, ω, r)σs(r)Φ

∗
1(r, ω

′) dω′ + p(r,−ω)
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ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Φ∗
1(r, ω) = 0, åñëè r ∈ Γ è (ω, rr) > 0. Ýòî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêà p1(r, ω) = p(r,−ω). Äàëåå èìååì

Ip = (Φ∗,Φ0) =

∫
R

∫
Ω

Φ∗Φ0 dr dω =

∫
R

∫
Ω

Φ∗
1(r, ω)Φ0(r,−ω) dr dω.

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû Ip ìîæíî ìîäåëè-
ðîâàòü ïðîöåññ ïåðåíîñà èç èñòî÷íèêà ñ ïëîòíîñòüþ p(r,−ω) è âû÷èñëÿòü ïîêàçàíèÿ
ïðèåìíèêà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé Φ0(r,−ω). Ýòî óòâåðæäåíèå âûðàæàåò õîðîøî èçâåñò-
íóþ òåîðåìó îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðå-
ìû îñòàåòñÿ ëèøü ïðåäñòàâèòü Ip â âèäå ôóíêöèîíàëà îò ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé, ò. å.
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ip =

∫
R

∫
Ω

ϕ∗1(r, ω)
Φ0(r,−ω)

σ(r)
dr dω.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ çäåñü íóæíî âû÷èñëÿòü âåëè÷èíó
Φ0(r,−ω)/σ(r). Äàëåå ðàññìîòðåí âåñüìà ïîêàçàòåëüíûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåî-
ðåìû îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè, êîòîðûé äàåò òåñòîâóþ çàäà÷ó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåê-
òèâíîñòè ëîêàëüíûõ îöåíîê.

Ïðèìåð 6.1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè ïåðåíîñà. Íåîäíîðîäíàÿ
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ÷èñòî ðàññåèâàþùàÿ ñðåäà îñâåùåíà ìîíîíàïðàâëåííûì ïî-
òîêîì èçëó÷åíèÿ. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èíòåãðàë I0 ïî íàïðàâëåíèÿì îò èíòåíñèâ-
íîñòè â öåíòðå ñôåðû. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò ñðåäó. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ðàâíîé 1/(πR2); ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò åäèíè÷íîìó èñòî÷íèêó íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà
ðàâíà (ñì., íàïðèìåð, [1]) èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî ïîòîêà, ïîìíîæåííîé íà êîñèíóñ
óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ÷àñòèöû è âíóòðåííåé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå ïà-
äåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå èìååì

Φ0(r, ω) =
1

πR2
∆s(r)δ(ω − ω0)

|(r, ω)|
R

,

ãäå ∆s(r) � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîâåðõíîñòè
ñôåðû S. Èñêîìûé ôóíêöèîíàë I0 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

I0 =

∫
Ω

Φ(0, ω) dω = (Φ, p),

ãäå p(r, ω) = δ(r). Îòñþäà ïî òåîðåìå îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè

I0 = (Φ∗,Φ0) =
1

πR2

∫
S

Φ∗(r(s), ω0)
|r(s), ω0)|

R
ds.

Çäåñü Φ∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ èçîòðîïíîãî èñòî÷íèêà ÷àñòèö ñ ïëîòíî-
ñòüþ p(r, ω) = δ(r). Ôóíêöèÿ

Q(ω0) =

∫
S

Φ∗(r(s), ω0)
|(r(s), ω0)|

R
ds

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó èñòî÷íèêó èíòåãðàëüíóþ óãëîâóþ ïëîò-
íîñòü ÷èñëà ÷àñòèö, âûëåòàþùèõ èç ñðåäû. Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü

Q(ω0) ≡ Q = const è

∫
Ω

Qdω = 4πQ =

∫
R

∫
Ω

p(r, ω) dr dω = 4π.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Q = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: I0 = 1/(πR2). Äëÿ
ïóñòîé ñôåðû (ò. å. êîãäà êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ðàâåí íóëþ) ýòîò ðåçóëüòàò î÷åâèäåí.
Äîâîëüíî èíòåðåñíî, ÷òî îí ìåíÿåòñÿ ïðè ââåäåíèè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñòî ðàññåèâàþùåãî
âåùåñòâà. Äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïîòîêà Is(0) ðàññåÿííûõ õîòÿ áû ðàç ÷àñòèö î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Is(0) = (1 − e−τ )/(πR2), ãäå τ � îïòè÷åñêàÿ äëèíà ðàäèóñà
ñôåðû S.

Äîñòàòî÷íî, î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìó îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü, êîãäà ïðèåìíèê èçëó÷åíèÿ ëîêàëèçîâàí, à èñòî÷íèê ðàñïðåäåëåí â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

6.9. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ

6.9.1. Ñòàíäàðòíûå îöåíêè. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ
îäíîñêîðîñòíîé ñëó÷àé. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû àâòîìàòè÷åñêè ïðèìåíèìû äëÿ îöåí-
êè âåëè÷èíû

∫
Φ(r∗, ω∗v) dv.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïîòîê ÷àñòèö Φ â çàäàííîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
x∗ = (r∗, ω∗). Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé ϕ(x) ðàâíà σ(r)Φ(x). Äëÿ ïðîñòîòû
çàïèñè ôîðìóë ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x∗) = 0 è σ = σs, ò. å. σc = 0. Äåëÿ îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íà σ(r), ïîëó÷àåì

Φ(x∗) =

∫
X

k(x′, x∗)

σ(r∗)
ϕ(r′) dx′. (6.27)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Φ(r∗) ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà îò ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé. Îäíàêî ÿäðî k(x′, x∗) ñîäåðæèò äåëüòà-ôóíêöèþ. Äëÿ
åå óñòðàíåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü âûðàæåíèå (6.27) ïî íåêîòîðîé îáëàñòè
íàïðàâëåíèé Ωi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì∫

Ωi

Φ(r∗, ω∗) dω∗ =

∫
X

li(x
′, x∗)ϕ(x′) dx′ = E

N∑
n=0

Qnli(xn, x
∗), (6.28)

ãäå li(x, x
∗) =

exp[−τ(r, r∗)]g(µ∗, r)
2π|r− r∗|2

∆i(s
∗).

Çäåñü s∗ = (r∗ − r)/|r∗ − r|, µ∗ = (ω, s∗) è ∆i(s) � èíäèêàòîð îáëàñòè ωi.
Ôîðìóëà (6.28) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíóþ ëîêàëüíóþ îöåíêó ïîòîêà

÷àñòèö. Ýòà îöåíêà èìååò ñëåäóþùèå íåäîñòàòêè: îíà íå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ïîòîê
íåïîñðåäñòâåííî â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ω∗ â òî÷êå r∗, äèñïåðñèÿ åå áåñêîíå÷íà èç-çà
ìíîæèòåëÿ |r− r∗|2 â çíàìåíàòåëå.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ϕ = K2ϕ+Kf+f .
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ëîêàëüíàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü íàçâàíà äâîé-
íîé ëîêàëüíîé. Ïóñòü f � ïëîòíîñòü ôèêòèâíûõ ñòîëêíîâåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ ïàäàþ-
ùåìó íà ñðåäó ïîòîêó ÷àñòèö. Òîãäà ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé Kf ñîîòâåòñòâóåò íåðàñ-
ñåÿííîìó ïîòîêó â ñðåäå. Ïîýòîìó äâîéíàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà ïîòîêà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö
çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Φ(x∗) =

∫
X

k1(x
′, x∗)

σ(r∗)
ϕ(x′) dx′, ãäå

k1(x
′, x∗)

σ(r∗)
=

1

σ(r∗)

∫
X

k(x′, x′′)k(x′′, x∗) dx′′. (6.29)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëó÷ó r′′(t) = r∗ − ω∗t, t > 0.
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Äâîéíàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü èíòåíñèâíîñòü íåïî-
ñðåäñòâåííî â çàäàííîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà x∗; äèñïåðñèÿ åå õîòÿ è áåñêî-
íå÷íà, íî ðàñõîäèòñÿ ñëàáåå, ÷åì äèñïåðñèÿ ëîêàëüíîé îöåíêè.

Èíòåãðàë â (6.29) ìîæíî îöåíèâàòü ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó óãëó ρ′′, êîòîðûé âûáèðà-
åòñÿ ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì. Íàèáîëåå ïðîñòî ïîëàãàòü: ρ′′ = r∗−ω∗l∗, ãäå l∗ � ñëó÷àéíàÿ
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èç r∗ â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì ω∗. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àé-
íàÿ îöåíêà âåëè÷èíû (6.29) ïîñëå ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ñ öåíòðîì r∗ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

h1(r
′, ω′, l∗) = g

[(
ω′
ρ′′ − r′

|ρ′′ − r′|

)
, r′
]
g
[( ρ′′ − r′

|ρ′′ − r′|
ω∗
)
, ρ′′
]
e−τ(r

′,ρ′′)
/(

2π|ρ′′ − r′|2
)
.

Íåñìåùåííîñòü îöåíêè

ξ1 =
N∑
n=0

Qnh1(rn, ωn, l
∗
n) (6.30)

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïîâòîðíûì îñðåäíåíèåì. Îöåíêà (6.30) ìîæåò äàâàòü ïëîõèå ðåçóëü-
òàòû äëÿ ñðåä ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé èíäèêàòðèñîé èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ çíà÷åíèé ýòîé
ôóíêöèè â h1. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå, âïðî÷åì, ìîæíî ñäåëàòü è â îòíîøåíèè îáû÷-
íîé ëîêàëüíîé îöåíêè. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñèëüíî çàíèæåííûå îöåíêè ðåçóëüòàòà è
äèñïåðñèè äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ÷àñòèöû, ðàññåèâàþùèåñÿ
íàçàä è çàòåì èñïûòûâàþùèå îäíî èëè íåñêîëüêî ðàññåÿíèé íà ïóòè ê ïðèåìíèêó.

6.9.2. Ìîäèôèêàöèè ëîêàëüíûõ îöåíîê. Ïóñòü íåîáõîäèìî îöåíèòü âåëè÷èíó
I(r∗) =

∫
Ω

Φ(x∗) dω∗. Èíòåãðèðóÿ (6.29) ïî ω∗, ïîëó÷àåì:

I(r∗) =
1

σ(r∗)
E

N∑
n=0

Qn

∫
X

k(xn, x
′′)

∫
Ω

k(x′′, x∗) dω∗ dx′′. (6.31)

Èçâåñòíî, ÷òî äèñïåðñèÿ âûòåêàþùåé îòñþäà ñëó÷àéíîé îöåíêè äëÿ I êîíå÷íà. Îäíàêî
äâîéíîé èíòåãðàë â (6.31) ïðàêòè÷åñêè íåâû÷èñëèì. Îöåíêó ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî
ðàíäîìèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîîòâåòñòâåííî çàäàííîé èíäèêàòðèñå âûáèðàåòñÿ
íàïðàâëåíèå ω âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîáåãà èç òî÷êè r è ïî íåìó âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë

I(rn, ω) =

∫ ∞

0

σ(r(t))e−τ [rn,r(t)]−τ [r(t),r∗]g
[(
ω, r∗−r(t)

|r∗−r(t)|

)]
dt

2π|r(t)− r∗|2
, (6.32)

ãäå r(t) = rn+ωt. Äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàñõîäèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè, òàê êàê I(rn, ω) ∼
1/ sin 0 ïðè ìàëûõ óãëàõ Θ ìåæäó ω è r∗ − rn. Åñëè âêëþ÷èòü óêàçàííóþ îñîáåííîñòü
â ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ω, òî äèñïåðñèÿ ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé. Îäíàêî ñäåëàòü ýòî
óäîâëåòâîðèòåëüíî äëÿ ðåàëüíûõ èíäèêàòðèñ âåñüìà íåïðîñòî.

Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Êàëîñ [3] ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ëîêàëü-
íîé îöåíêè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Èíòåãðàë â (6.31) âû÷èñëÿåòñÿ ïî îäíîìó ñëó÷àé-
íîìó óçëó r′′, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà c |rn − r∗|/(|r∗ − rn|2|r′′ − r∗|2). Îáîñíîâàíèå
êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè äëÿ òàêîé ìîäèôèêàöèè ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ èíòåãðàëà, âû-
ðàæàþùåãî âêëàä îò ñòîëêíîâåíèÿ íåêîòîðîé êðàòíîñòè. Ðåàëèçàöèÿ îöåíêè Êàëîñà [3]
çàòðóäíåíà ñëîæíîñòüþ âûáîðà r′′ (îäèí èç âàðèàíòîâ � ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì (Θ, t) è âûáèðàòü Θ ðàâíîìåðíî, à t � ñîãëàñíî ïëîòíîñòè c1/|r(t)− r∗|2). Êðîìå
òîãî, â ñëó÷àéíóþ îöåíêó èíòåãðàëà âõîäèò äâà çíà÷åíèÿ èíäèêàòðèñû. Ýòî âåñüìà
îòðèöàòåëüíî âëèÿåò íà êà÷åñòâî îöåíêè, åñëè èíäèêàòðèñà ñèëüíî âûòÿíóòà.
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Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòîé z, òî ëîêàëü-
íûå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Ìû
ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó îöåíêè èíòåãðàëà Iz0(ω

∗) îò ôóíêöèè Φ(r, ω∗) ïî ïëîñ-
êîñòè z = z0 â ïðîèçâîëüíîé ñðåäå. Ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé (ϕ, h∗z0), ãäå
h∗z0(x) � ïîòîê ÷àñòèö, ïðèøåäøèõ íà ïëîñêîñòü z = z0 ïî íàïðàâëåíèþ ω∗ íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷êå x. Î÷åâèäíî, ÷òî

h∗z0(r, ω1) =

{ (
g(µ∗) exp(−τ1)

)/
(2πc∗) ïðè (z0 − z)c∗ ≥ 0,

0 ïðè (z0 − z)c∗ < 0.

Çäåñü ω1 � íàïðàâëåíèå ïðîáåãà ïîñëå ðàññåÿíèÿ â òî÷êå r, C1 = ω1,z, τ1 � îïòè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå îò r äî ïëîñêîñòè z = z0 â íàïðàâëåíèè ω1.

Ëîêàëüíûå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ïîòîêà ÷à-
ñòèö ïî íåêîòîðûì îáëàñòÿì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Φ(x) = E

∑N
n=0Qnh(xn, x).

Òîãäà, íà îñíîâå òåîðåìû Ôóáèíè, èìååì∫
D

Φ(x) dx = E
N∑
n=0

Qn

∫
D

h(xn, x) dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèâàòü ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó óçëó yn, êîòîðûé âû-
áèðàåòñÿ â îáëàñòè D ñîîòâåòñòâåííî çàäàííîé ïëîòíîñòè p1(xn, yn). Íåñìåùåííîñòü
ðàíäîìèçèðîâàííîé îöåíêè

ξ =
N∑
n=0

Qn
h(xn, yn)

p1(xn, yn)

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïîâòîðíûì îñðåäíåíèåì ïî {yn} è {xn}. Â ïëîòíîñòü p1(xn, yn) ïî âîç-
ìîæíîñòè ñëåäóåò âêëþ÷àòü îñîáåííîñòè ôóíêöèè h(xn, yn) äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè
Dξ. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îöåíèâàòü èíòåãðàëû ïîòîêà ïî ïîâåðõíîñòè äåòåêòîðà, ïî
óãëó àïåðòóðû äåòåêòîðà è ò. ä.

6.10. ÎÖÅÍÊÀ ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÅÉ

6.10.1. Îñíîâíûå îöåíêè. Öåïü Ìàðêîâà ñòîëêíîâåíèé x0, x1, . . . , xN ðàññìàòðè-
âàåòñÿ çäåñü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X = R × V × T êîîðäèíàò, ñêîðîñòåé è âðå-
ìåíè, ò.å. xn = (rn,vn, tn), ãäå rn � òî÷êà n-ãî ñòîëêíîâåíèÿ, vn � ñêîðîñòü, à tn =
tn−1 + |rn−1 − rn|/vn−1 � âðåìÿ �æèçíè� ñòàëêèâàþùåéñÿ ÷àñòèöû. Öåïü îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïëîòíîñòüþ f(x) ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ x0 è ïëîòíîñòüþ k(x′, x)
ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x′ â x, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî∫

X

k(x′, x) dx = q(x′) ≤ 1− δ, δ > 0, (6.33)

ò.å. öåïü ðàíî èëè ïîçäíî îáðûâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåõîäîâ
êîíå÷íî. Óñëîâèå (6.33) âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû.

Íàðÿäó ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì (4.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â L∞(X) ñîïðÿæåííîå óðàâ-
íåíèå (4.3). Äàëåå ïîñòðîåíà âåñîâàÿ îöåíêà, ñâÿçàííàÿ ñ ñîïðÿæåííûì ðåøåíèåì ϕ∗.
ßñíî, ÷òî ôóíêöèþ

J(t) =

∫
R

∫
V

ϕ(r,v, t)h(r,v) dr dv, h ∈ L∞(R× V ),
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

J(t) =

∫
R

∫
V

∫ t

0

f(r0,v0, τ)F (r0,v0, t− τ) dr0 dv0 dτ. (6.34)

Çäåñü

F (r0,v0, t) =

∫
R

∫
V

ϕ0(r,v, t; r0,v0)h(r,v) dr dv,

ãäå ϕ0(x; r0,v0) � ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé (ïî àðãóìåíòó x) îò îäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ â
òî÷êå (r0,v0, 0), ò. å. äëÿ f(x) = δ(r− r0) δ(v− v0) δ(t). Ôóíêöèÿ ϕ0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Ãðèíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �ñòîëêíîâèòåëüíîé� ìîäåëè ïðîöåññà ïåðåíîñà è õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ϕ(x) =

∫
R

∫
V

∫ t

0

f(r0,v0, τ)ϕ0(r,v, t− τ ; r0,v0) dr0 dv0 dτ, ∀ f ∈ L1(X).

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f(r,v,−t) ≡ 0.
Ëåììà 6.1. Ïóñòü f ∈ L1(X). Òîãäà

J(t) =

∫
R

∫
V

∫ ∞

0

f(r0,v0, t− τ)F (r0,v0, τ) dr0 dv0 dτ. (6.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà ïåðåìåííûõ τ → t− τ â (6.34) äàåò ðàâåíñòâî

J(t) = −
∫
R

∫
V

∫ 0

t

f(r0,v0, t− τ)F (r0,v0, τ) dr0 dv0 dτ.

Èçìåíèâ íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ F (r,v,−t) ≡ 0 ïðè
t > 0, îòñþäà ïîëó÷àåì (6.35).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(r0,v0) îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ ôóíêöèîíàëà

J
(0)
h (r0,v0) =

∫
R

∫
V

∫ ∞

0

ϕ0(r,v, τ ; r0,v0)|h(r,v)| dr dv dτ,

êîòîðûé, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è, ñîïðÿæåííîé ê ðàññìàòðèâàå-
ìîé, â òî÷êå (r0,v0, 0), ïðè h ≡ |h(r,v)|, ò. å.

Eη(r0,v0) = ϕ∗(r0,v0, 0) äëÿ h ≡ |h(r,v)|.

Èçâåñòíî, ÷òî Eη2(r0,v0) < +∞, åñëè ρ(K)p < 1 (ñì. ðàçä. 4.4).
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà ϕ0(r,v, t; r0,v0) ìîæíî ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ñîïðÿæåííîå ðåøåíèå ϕ∗(r0,v0, 0) ïðè h(r′,v′, t′) = δ(r′ − r)δ(v′ − v)δ(t′ − t).
Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü òî÷êà (r0,v0) ðàñïðåäåëåíà äëÿ t0 ≡ 0 ñ ïëîòíîñòüþ f1(r,v),

ïðè÷åì
|f(r0,v0, t)/f1(r0,v0)| < C < +∞, è f1Eη

2 ∈ L1(R× V ).

Òîãäà â óñëîâèÿõ ëåììû 6.1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå J(t) = Eξt, ãäå

ξt =
N∑
n=0

Qnh(rn,vn)f(r0,v0, t− tn)/f1(r0,v0), Q0 ≡ 1, (6.36)

ïðè÷åì Dξt < +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì

J(t) =

∫
R

∫
V

f1(r0,v0)

{∫
R

∫
V

∫ ∞

0

ϕ0(r,v, τ ; r0,v0)

[
f(r0,v0, t− τ)

f1(r0,v0)
h(r,v) dr dv dτ

]}
dr0 dv0 =

=

∫
R

∫
V

f1(r0,v0)J1(r0,v0, t) dr0 dv0 = Ef1J1(r0,v0, t) = Ef1ϕ
∗
t (r0,v0, 0),

ïðè÷åì ϕ∗t (r0,v0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ðåøåíèåì äëÿ

h ≡ h1(r,v, τ) =
f(r0,v0, t− τ)

f1(r0,v0)
h(r,v).

Ðàíäîìèçàöèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âåëè÷èíû J(t) ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè ïî
ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ ñîïðÿæåííîãî ðåøåíèÿ (ñì. ïîäðàçä. 6.10.1) è äàåò (6.36). Ñîîòíî-
øåíèå Eξ2

t (t) < +∞ âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå óñëîâèÿ f1Eη
2 ∈ L1(R×V ) è ðàâíîìåðíîé

îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû |f/f1|.
Ëåììà 6.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f

(n−1)
t (x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t âî âñÿêîì êîíå÷-

íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ∀ (r,v) ∈ R×V , |f (m)
t | ≤ Cf1(r,v) äëÿ ïî÷òè âñåõ x, ïðè÷åì

f1F ∈ L1(X), m = 0, 1, . . . , n, è F (x) < C < +∞. Òîãäà

J
(m)
t (t) =

∫
R

∫
V

∫ ∞

0

f
(m)
t (r0,v0, t− τ)F (r0,v0, τ) dr0 dv0 dτ, (6.37)

ïðè÷åì J
(m)
t ∈ L1(−∞,+∞), m = 0, 1, . . . n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â âûðàæåíèè (6.35) èíòåãðàë ïî âðåìåíè èìååò, î÷åâèäíî, ïåðå-
ìåííûé âåðõíèé ïðåäåë t. Ïðîèçâîäíûå ïî ýòîìó ïðåäåëó èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, òàê
êàê â óñëîâèÿõ ëåììû f

(m−1)
t (0) = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, è â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè F (x)

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè äëÿ τ = t íåïðåðûâíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âíåñåíèå ïðîèçâîäíîé ïîä çíàê èíòåãðàëà çäåñü äîïóñòèìî âñëåäñòâèå èçâåñòíîé òåîðå-
ìû î ïàðàìåòðè÷åñêîì äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ëåììû äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì çàìåíû τ → t − τ è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t â
(6.37).

Ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.37) âìåñòî (6.35) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 6.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.4 ñ çàìåíîé f → f
(n)
t ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ëåììû 6.2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå J (n)(t) = Eξ
(n)
t , ïðè÷åì Dξ

(n)
t < +∞.

6.10.2. Îöåíêà âðåìåííîé êîíñòàíòû. Ðàññìîòðèì òåïåðü îöåíêó ïàðàìåòðà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé âðåìåííîé àñèìïòîòèêè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîâîëüíî îáùèõ
óñëîâèé èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

F (r,v, t) ∼ C(r,v)eλt, t→ +∞, (6.38)

ãäå λ � âåäóùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíî-
ãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ çàìåíîé σc → σc+λ/|v|. Ýòè óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî
äëÿ îäíîñêîðîñòíîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà â îãðàíè÷åííîé ñðåäå ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà,
äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùåé ïî âðåìåíè.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, åñëè f(r,v, t) exp(−λt) −→
t→+∞

0 äëÿ âñåõ

(r,v), òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.38) è

J(t) = Ceλt[1 + ε(t)], ε(t) −→
t→+∞

0. (6.39)
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Âñëåäñòâèå (6.37) ôóíêöèÿ J ′(t) îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì, òî åñòü

J ′(t) = C1e
λt[1 + ε1(t)], åñëè f ′(r,v, t) exp(−λt) −→

t→+∞
0 äëÿ âñåõ (r,v).

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ λ < 0 èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè J ′(t) â ïðåäåëàõ (τ,+∞) ïðè τ → +∞
ïîêàçûâàåò, ÷òî

J ′(t) = Cλeλt[1 + ε1(t)], ε1(t) −→
t→+∞

0. (6.40)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ λ < 0 èìååì

J(τ) = Ceλτ [1+ε(τ)] = −
∫ +∞

τ

J ′(t) dt = C1λ
−1eλτ−C1

∫ ∞

τ

eλtε1(t) dt = C1λ
−1eλτ [1+ε2(τ)],

ò. å. C1 = Cλ. Ïóñòü òåïåðü λ ≥ 0. Ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîå ïîãëîùåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì
σ

(0)
c > λ, ïîëó÷àåì (ñì., íàïðèìåð, [2])

J0(t) = exp(−σ(0)
c t)J(t) = C exp((λ− σ(0)

c )t)[1 + ε(t)],

ïðè÷åì J ′0 = C exp((λ− σ
(0)
c )t)[1 + ε1(t)]. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïîñëå äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ J(t) = exp(σ
(0)
c t)J0(t), ïîëó÷àåì (6.40) è â ñëó÷àå λ ≥ 0.

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (6.39) è (6.40), âåëè÷èíà J ′(t)/J(t) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî çíà÷åíèÿ t äàåò îöåíêó âðåìåííîé êîíñòàíòû λ. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùóþ,
îïðåäåëÿåìóþ òåîðåìàìè 6.4 è 6.5, îöåíêó ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ìîæíî ðàíäîìèçèðî-
âàòü (ñì. ðàçä. 4.7) ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ôëóêòóàöèé âðåìåííîé êîíñòàíòû ïðîöåññà
ïåðåíîñà ÷àñòèö â ñëó÷àéíîé ñðåäå.

6.11. ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÎÁÐÀÒÍÛÕ È ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÇÀÄÀ×

6.11.1. Îáðàòíûå çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíû çíà÷å-
íèÿ Ĩk ôóíêöèîíàëîâ

Ik(σ1, . . . , σn) = (ϕ, hk) = (Φ, pk), k = 1, . . . , N,

ãäå ϕ � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, à Φ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåíñèâ-
íîñòü (ñì. ïîäðàçä. 6.1.1). Íåîáõîäèìî îöåíèòü ïàðàìåòðû σ1, . . . , σn. Ïóñòü (σ

(0)
1 , . . . , σ

(0)
n )

� íà÷àëüíûå îöåíêè, òîãäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìååì ñèñòåìó:

n∑
i=1

akiδi = Ĩk − Ik, k = 1, . . . , N, ãäå Ik ≡ Ik(σ
(0)
1 , . . . , σ(0)

n ),

aki =
∂Ik(σ

(0)
1 , . . . , σ

(0)
n )

∂σi
, δi = σi − σ

(0)
i ,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå:
Aδ = Ĩ− I, δ = σ − σ(0). (6.41)

Ïðîèçâîäíûå {aki} âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îäíîâðåìåííî ñ {Ik} (ñì. ðàçäåë
6.4). Åñëè ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, òî ìîæíî ñòðîèòü ñëåäóþùèå
èòåðàöèè. Ñèñòåìà (6.41) ìîæåò áûòü ïåðåîïðåäåëåííîé è òîãäà íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò. å. îïðåäåëÿòü (σ1, . . . , σn) ïóòåì ìèíèìèçàöèè
êâàäðàòè÷åñêîé íîðìû

(
Aδ − (Ĩ− I),Aδ − (Ĩ− I)

)
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

A∗Aδ = A(Ĩ− I)
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ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A∗A. Ïðåäâàðèòåëüíî öåëåñîîáðàçíî ïîäåëèòü k-þ ñòðîêó èñ-
õîäíîé ñèñòåìû (6.41) íà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü sk ýêñïåðèìåíòàëüíîé

îöåíêè Ĩk è óìíîæèòü i-é ñòîëáåö ìàòðèöû A íà σ
(0)
i (k = 1, . . . , N ; i = 1, . . . , n). Òàêóþ

ïðîöåäóðó ìîæíî íàçâàòü ìàñøòàáèðîâàíèåì; îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ ðå-
ãóëÿðèçàöèþ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü áîëåå äåòàëèçèðîâàííóþ ðåãóëÿðèçàöèþ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè î (σ1, . . . , σn). Êðîìå òîãî íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëó-
÷àåìûõ îöåíîê ê îøèáêàì â èñõîäíîé ìîäåëè çàäà÷è ïåðåíîñà.

6.11.2. Ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå ïåð-
âîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé êîíãëîìåðàò øàðîâûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
öåíòðû øàðîâ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâåííûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òî÷åê (ñì. ïðèìåð 2.2
èç ðàçä. 2.4), ò. å. ÷èñëà öåíòðîâ â íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòÿõ íåçàâèñèìû è ïîä÷èíåíû
çàêîíó Ïóàññîíà; âîçìîæíî ïåðåñå÷åíèå øàðîâ. Ïîëíîå ñå÷åíèå âåùåñòâà âíóòðè ñôåð
ðàâíî σ1 è ðàâíî σ2 â îñòàëüíîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè; äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî max(σ1, σ2) = σ1.

Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé â ðåàëèçàöèè òàêîé ñðåäû ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ìåòî-
äîì ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ (ñì. ïîäðàçä. 6.2.1). Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå l = − lnα, ãäå α �
ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â (0, 1), è, åñëè ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ñòîëê-
íîâåíèÿ íå íàõîäèòñÿ âíóòðè êàêîé-ëèáî ñôåðû, òî ìîäåëèðóåòñÿ äåëüòà-ðàññåÿíèå, ò. å.
÷àñòèöà ñíîâà äâèãàåòñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ (σ1−σ2)/σ1. Èíîãäà öå-
ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü âåñîâîé ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ, äèñïåðñèþ êîòîðîãî äëÿ ñðåä
ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ìîæíî îöåíèâàòü íà îñíîâå ìåòîäèêè, èçëîæåííîé â ðàçäåëå
4.4.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè ñðåäû çäåñü äîñòàòî÷íî âûáðàòü çíà÷åíèå N ÷èñëà öåí-
òðîâ ñôåð èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è çàòåì âûáðàòü òî÷êè êàæäî-
ãî èç N öåíòðîâ íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ïî îáúåìó îáëàñòè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà
âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæíî ðàçáèòü îáëàñòü íà ÷àñòè è äîâûáèðàòü â ýòèõ ÷àñòÿõ
ðåàëèçàöèþ ïîòîêà öåíòðîâ ïî ìåðå ïîïàäàíèÿ â íèõ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Î÷åâèäíî,
÷òî ëèíåéíûå ðàçìåðû óêàçàííûõ ÷àñòåé äîëæíû áûòü âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäè-
óñàìè ñôåð. Óæå âûáðàííûå ÷àñòè ïîòîêà òî÷åê, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóåò çàïîìèíàòü,
òàê êàê âîçìîæíî âîçâðàùåíèå ÷àñòèöû â ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè îáëàñòè. Ïåðåâûáîð
÷àñòåé ïîòîêà íå ñîîòâåòñòâóåò èçëîæåííîìó â ðàçäåëå 4.7 ïðèíöèïó ðàíäîìèçàöèè
è äàåò ñìåùåíèå îöåíêè, êîòîðûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ëèøü ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè
ðàññåÿíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ñðåäû âïîëíå óäîâëåòâî-
ðèòåëüíà äëÿ îïèñàíèÿ êó÷åâîé îáëà÷íîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðåíîñà ñîëíå÷íîãî
èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè îïèñàíèè äûìîâ áîëåå ïîäõîäÿùåé
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïëîòíîñòè äëÿ îáùèõ òî÷åê øàðîâûõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ
ñóììàðíûìè, ò. å. σ1 çàìåíÿåòñÿ íà nσ1, ãäå n � ÷èñëî øàðîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò
äàííàÿ òî÷êà.

Äðóãàÿ îáùàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîëíîãî
ñå÷åíèÿ σ(r) â âèäå

σ(m)(r) =
m∑
i=1

σ
(m)
i (r), (6.42)

ãäå σ
(m)
i (i = 1, . . . ,m) � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî

ïîëÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àéíîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïîëÿ, ñâÿçàííîãî ñî ñòàöèîíàðíûìè
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òî÷å÷íûìè ïîòîêàìè (ñì. ðàçäåë 2.7). Íàïîìíèì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿ σ

ñîâïàäàåò ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî σ
(m)
i , à îäíîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì êîìïîçèöèè, ò. å. ïðåäñòàâëåíèå (6.42) óäîáíî, åñëè
îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîäåëèðóåìîãî ïîëÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìî.

Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîëåé âèäà (6.42) ïðåäñòàâëåíû â [2]. Â ÷àñòíîñòè, òàì îïðåäå-
ëåí êëàññ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé k(r) äëÿ èçîòðîïíûõ ïîëåé (6.42), êîòîðûé îêà-
çûâàåòñÿ áëèçêèì ê êëàññó âûïóêëûõ ôóíêöèé, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ñîçäàíèÿ
óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíî-
ñà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèåé î êîððåëÿöèîííûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ ðåàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ áûâàåò òîëüêî âåëè÷èíà ìàñøòàáà, èíà÷å
äëèíû êîððåëÿöèè ρ. Âåëè÷èíà ρ îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ρ =

∫∞
0
k(r) dr, íî

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà è âûðàæåíèåì ρ1 = [−k(0)/(2k′′(0))]1/2.
Öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ (6.42) ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè m, òàê

êàê ïðè m → ∞ ðåàëèçàöèè äàæå ñëó÷àéíîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïîëÿ σ(m) ñòàíî-
âÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåïðåðûâíûìè, à ýòî íàèáîëåå åñòåñòâåííî (äëÿ ïîëåé ñ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûìè îäíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè). Îäíàêî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïå-
ðåíîñà âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå m, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíûé
ðàçìåð îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà σ(m) ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñðåäíåé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðî-
áåãà ÷àñòèöû; òàêîå çíà÷åíèå m öåëåñîîáðàçíî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ
ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòè-
öû â ñðåäå ñ ïîëíûì ñå÷åíèåì âèäà (6.42). Íàèáîëåå ïðîñòûì (íî, âîçìîæíî, íå ñàìûì
ýêîíîìè÷íûì) çäåñü ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî äëèíà ïðîáåãà ìîäåëè-

ðóåòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ σ
(m)
i (r), à çàòåì âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ

èç ïîëó÷åííûõ äëèí; ðàñïðåäåëåíèå òàêîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ôèçè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ).

Èçâåñòíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî çàäà÷ òåîðèè ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñòîõàñòè÷åñêèõ ïëîñêèõ ñðåäàõ. Êàê îêàçàëîñü, ýòè ðåçóëüòàòû
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèâåäåííîé äàëåå àñèìïòîòèêîé ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè èçëó-
÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òàêèå ñðåäû. Ýòà àñèìïòîòèêà ïîêàçûâàåò âàæíîñòü ó÷åòà
ñòîõàñòè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ðåàëüíûõ ñðåä è äàåò òåñòîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ àëãîðèò-
ìîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ; êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíò
ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì âûðàæåíèè öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî. Ïîýòîìó äàëåå êðàòêî ïðåäñòàâëåíà óêàçàííàÿ àñèìïòîòèêà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòèêà èíòåíñèâíîñòè â ïëîñêîì ñëîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â áåñêîíå÷íîé ñðåäå,
ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíà ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

1. Ïëîòíîñòü áåñêîíå÷íîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ
ïëîñêîé àñèììåòðèåé; òî÷íåå, êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ çàâèñÿò ëèøü
îò îäíîé êîîðäèíàòû z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σs = σs(z) = qσ(z), σc = σc(z) = (1− q)σ(z), 0 ≤ q < 1,

à èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ âåçäå îäèíàêîâà. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ σ(z) îäíîðîäíà ïî z è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìû äëÿ τ =

∫ z
0
σ(z′) dz′.

2. Èñòî÷íèê ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî íà ïëîñêîñòè z = 0, ïðè÷åì óãëîâîå ðàñïðå-
äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêà óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
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òåîðèè ïåðåíîñà [2] è, ñëåäîâàòåëüíî, âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïåðåíîñå â áåñêîíå÷íîé
ñðåäå. Ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè σ îïðåäåëÿåòñÿ îï-
òè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò ïëîñêîñòè z = 0:

I(z;σ) = I(τ(z)) = e−τ/L, τ =

∫ z

0

σ(z′) dz′,

ãäå L � äëèíà äèôôóçèè, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ σ = 1, σs = q; èíà÷å ãîâîðÿ, L � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà
äèôôóçèè äëÿ äàííûõ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ è âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ êâàíòà â
àêòå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.

3. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó ïðè z →∞ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè, ò. å.
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ EI(z;σ).

Òàêèì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìî-
ìåíòà ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè EIk(z;σ) ïóòåì çàìåíû L → L/k. Ïîñêîëüêó e−x �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Èåíñåíà èìååì

EI(z;σ) ≥ Ee−Eτ/L = e−σ0τ/L, σ0 = Eσ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè EI(z;σ) ∼ ce−αz ïðè z →∞, òî α ≤ σ0/L. Íà îñíîâå ïðåäåëü-
íîé òåîðåìû äëÿ îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

EI(z;σ) ≈ exp

{
−zσ0

L

(
1− s2ρ

Lσ0

)}
,

ãäå s2 = Dσ, ρ � êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ñëó÷àéíîé ôóíêöèè σ(z), â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2s2ρ < Lσ0. Óíèâåðñàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ïîñòðîåíà â
[2] íà îñíîâå ñëåäóþùåé ìîäèôèêàöèè íîðìàëüíîãî (â àñèìïòîòèêå) ðàñïðåäåëåíèÿ
N(σ0z, 2zρs

2): �õâîñò� îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñîáèðàåòñÿ â �àòîì� â òî÷êå τ = 0. Ïðè
ýòîì óêàçàííàÿ âûøå àñèìïòîòèêà ðåàëèçóåòñÿ, åñëè 2s2ρ < Lσ0, è

EI(z) ∼ 2ρs3
√

2ρ

σ0(2ρs2 − Lσ0)
√

2πz
exp

{
−zσ0

L

Lσ0

4s2ρ

}
,

åñëè 2s2ρ > Lσ0. Ïðèâåäåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòîõàñòè÷-
íîñòü ñðåäû ìîæåò â ñðåäíåì ñóùåñòâåííî óñèëèâàòü ïðîõîæäåíèå èçëó÷åíèÿ. Ýòî îò-
íîñèòñÿ è ê ïðîòÿæåííîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó ñëîþ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ýðãîäè÷åñêîãî ïîëÿ.

6.12. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎËßÐÈÇÀÖÈÈ

6.12.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà ñ ïîëÿðèçàöèåé. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå
ñïîñîáû îïèñàíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñâîéñòâ ñâåòà. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì è óäîá-
íûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, ïðåäëîæåííûé Ñòîêñîì â 1852 ã. Îí ââåë ÷åòûðå ïàðàìåòðà:
I,Q, U, V , èìåþùèå ðàçìåðíîñòü èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþ ñîîòâåòñòâåííî èí-
òåíñèâíîñòü, ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè, ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè è ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè
èçëó÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ, êàê êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè
èíòåíñèâíîñòè ñâåòà

I(r, ω) =
(
I1(r, ω), I2(r, ω), I3(r, ω), I4(r, ω)

)T
â ÷åòûðåõìåðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
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�Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ� ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ïîëÿðèçàöèåé íàè-
áîëåå ïðîñòà â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïíîñòè ñðåäû. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé
ðàíåå ñêàëÿðíîé ìîäåëè (ñì. ðàçäåë 6.1) ëèøü òåì, ÷òî èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ çàìå-
íÿåòñÿ íà ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò àññîöèèðóåìûé ñ äàííûì �ôîòî-
íîì� ÷èñëîâîé âåêòîð Ñòîêñà â êîíöå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: x =
(r, ω), Φ(x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé, ò. å.

Φ ≡ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)
T =

(
σI1, σI2, σI3, σI4

)
,

P (µ, r) � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, µ = (ω∗, ω) � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ, q(r) = σs(r)/σ(r).
Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ÿäðî (6.5) ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäó-

þùåå ìàòðè÷íîå ÿäðî:

K(x′, x) =
q(r′)e−τ(r

′,r)σ(r)P (µ, r)

|r− r′|2
δ

(
ω − r− r′

|r− r′|

)
.

Áîëåå äåòàëèçèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðè÷íîãî ÿäðà ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãà-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ � äëèíû ïðîáåãà è àçèìóòàëüíîãî óãëà ðàññåÿíèÿ � èñïîëüçîâàíî
äàëåå â ïîäðàçä. 6.12.3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè
îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé Φ:

Φ(x) =

∫
X

K(x′, x)Φ(x′) dx′ + F (x) (6.43)

èëè ϕi(x) =
4∑
j=1

∫
X

kij(x
′, x)ϕj(x

′) dx′ + fi(x), i = 1, . . . , 4. (6.44)

Àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(6.43) ðÿäîì Íåéìàíà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî, åñëè íîðìà îïåðàòîðà K (èëè
êàêîé-íèáóäü åãî ñòåïåíè Kn0) ìåíüøå åäèíèöû. Ïðîñòûå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ áûñòðûì óáûâàíèåì èíòåíñèâíîñòè ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ çàäà÷è î ïîëÿðèçàöèè ñâåòà â ñôåðè÷åñêîé àòìîñôåðå ýòî ñîîòíî-
øåíèå âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè n0 = 3.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà. Çàïèøåì ñèñòåìó (6.44) â âèäå

ϕi(x) = [KΦ]i(x) + fi(x), i = 1, . . . , 4, (6.45)

ãäå X � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à âåêòîð-ôóíêöèè Φ è F ïðèíàäëåæàò
ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó L1, ïðè÷åì ‖F‖ =

∑4
i=1

∫
X
|fi(x)| dx. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî K ∈ [L1 → L1]. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

‖K‖L1 ≤ sup
j,x′

4∑
i=1

∫
X

|kij(x′, x)| dx.

Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé Ñòîêñà èç L1:

Φ = (I,Q, U, V ) = (I[Φ], Q[Φ], U [Φ], V [Φ]),

êîòîðûå îáëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: I ≥ 0, I2 ≥ Q2 + U2 + V 2.
Îòñþäà |Q|+ |U |+ |V | ≤

√
3I è

‖Φ‖L1 ≤ (1 +
√

3)

∫
X

I dx = (1 +
√

3)‖I[Φ]‖L1 .
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ÎïåðàòîðK ïðåäñòàâèì â âèäåK = D×S, ãäå S � �îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ�, àD � �îïåðàòîð
îñëàáëåíèÿ�. Íåïîñðåäñòâåííî èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò,
÷òî K, D, S ∈ |F → F], ‖I[SΦ]‖L1 = ‖I[Φ]‖L1 , ò. å. èíòåãðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïîñëå
ðàññåÿíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, è ‖I[DΦ]‖L1 ≤ q‖I[Φ]‖L1 , ãäå q < 1 äëÿ ñèñòåìû êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ èëè ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ. Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

‖KnF‖L1 ≤ (1 +
√

3)‖I[KnF ]‖L1 ≤ (1 +
√

3) qn‖I(F )‖L1 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (6.45) ïðè F ∈ F.
6.12.2. Ðåøåíèå ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îáû÷íî îöåíèâàþò ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ðåøåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íèæå ïðèâîäèòñÿ îáùèé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ îöåíêè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ â ñëó÷àå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ðîäà. Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàë

IH = (Φ, H) =
m∑
i=1

∫
X

ϕi(x)h(x) =
∞∑
n=0

(KnF,H)

îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕi(x) = [KΦ]i(x) + fi(x) =
4∑
j=1

∫
X

kij(x
′, x)ϕj(x

′) dx′ + fi(x).

Çäåñü H � âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè êîìïîíåíòàìè ò. å. H ∈ L∞. Îïðåäåëèì
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå X îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà {xn} ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé
r0(x) íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0, ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà r(x′, x) èç x′ â x
è âåðîÿòíîñòüþ p(x) îáðûâà òðàåêòîðèè ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ x. Ââåäåì òàêæå
âñïîìîãàòåëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð �âåñîâ� Q ïî ôîðìóëàì:

Q
(i)
0 =

Fi(x0)

r0(x0)
, Q(i)

n =
4∑
j=1

Q
(j)
n−1

kij(xn−1, xn)

r(xn−1, xn)
× 1

1− p(xn−1)
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ îäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ðàçäåë
4.3), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

E
N∑
n=0

[
Q(i)
n Fi(xn)

]
= (Φ, H) = IH = (F,Φ∗) (6.46)

Çäåñü N � ñëó÷àéíûé íîìåð ïîñëåäíåãî ñîñòîÿíèÿ öåïè. Ñîîòíîøåíèå (6.46) îïèñûâàåò
àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû IH . Ïðè îáîñíîâàíèè ýòîãî ñî-
îòíîøåíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ðÿä
Íåéìàíà. Â (6.46) Φ∗ � ýòî ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 6.12.3).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ
ðàñ÷åòîâ èíòåíñèâíîñòè è ïîëÿðèçàöèè ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ñôåðè-
÷åñêîé àòìîñôåðå. Íàèáîëåå �ôèçè÷åñêîé� äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòåé ïåðåõîäà r(x′, x), îïðåäåëÿåìàÿ ÿäðîì k11(x

′, x), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðî-
öåññó ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè. Î÷åâèäíî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè òà-
êîãî ïðîöåññà âåêòîð �âåñîâ� ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñëå ðàññåÿíèÿ ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè
pij(ω

′, ω, r)/p11(ω
′, ω, r). Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñõåìà îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøèå ôëóêòóàöèè

�âåñîâ�, íî íå íàèìåíüøóþ âåðîÿòíîñòíóþ ïîãðåøíîñòü îöåíêè ðåçóëüòàòà. Îöåíêè ñ
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ìàëîé äèñïåðñèåé ìîæíî ïîëó÷èòü, ó÷èòûâàÿ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè ñîïðÿæåííîé
çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå äèñïåðñèè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëü-
çóÿ â ðàñ÷åòàõ ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè: öåííîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ òî÷åê
òðàåêòîðèé, ìîäåëèðîâàíèå ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ñòîëêíîâåíèé áåç �âûëåòà�, óìíîæåíèå
âåðîÿòíîñòè ïðèõîäà ôîòîíà íà Çåìëþ íà ïðèáëèæåííóþ �öåííîñòü� àëüáåäíîãî ñëó-
÷àÿ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ âåëè÷èíå èíòåãðàëüíîãî àëüáåäî.

Íàèáîëåå ïîëíî ñâåòîâîé ëó÷ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîð-ïàðàìåòðîì Ñòîêñà ~I(I,Q, U, V ),
êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþò èíòåíñèâíîñòü, ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè, ïëîñêîñòü ïî-
ëÿðèçàöèè è ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè èçëó÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàññåÿííûé ñîë-
íå÷íûé ñâåò ~I0 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ò. å. ~I0 = (I0, 0, 0, 0).

Ïîñëå ðàññåÿíèÿ âåêòîð-ïàðàìåòð Ñòîêñà ~I ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå

~I1(r, ω) = P (ω′, ω, r) · ~I(r, ω′), (6.47)

ãäå P (ω′, ω, r) = L(π − i2)R(ω′, ω, r)L(−i1),

L(i) =


1 0 0 0
0 cos 2i sin 2i 0
0 sin 2i cos 2i 0
0 0 0 1


Çäåñü i1 è i2 � óãëû ìåæäó ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ è ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
îñü ñèñòåìû êîîðäèíàò è âåêòîðû ~ω′ è ~ω ñîîòâåòñòâåííî, L � ìàòðèöà ïîâîðîòà [1]. Ìàò-
ðèöà ðàññåÿíèÿ ñâåòà â âîçäóõå R(ω′, ω, r) ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíåâçâåøåííîå îò ìàòðèö
ìîëåêóëÿðíîãî è àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ:

R(ω′, ω, r) =
Ra(ω

′, ω, r)σa(r) +RM(ω′, ω)σM(r)

σa(r) + σM(r)
.

Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû, âîîáùå ãîâîðÿ, âñå 16 êîìïîíåíò ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ðàçëè÷-
íû. Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ óïðîùàåòñÿ:

r11 r12 0 0
r21 r12 0 0
0 0 r33 r34
0 0 −r43 r44

 (6.48)

Åñëè ðàññåèâàþùèå ÷àñòèöû ñàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ñôåðàìè, òî r11 = r22, r12 =
r21, r33 = r44, r34 = r43. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñâåòà â àòìîñôåðå, ïîêàçàëè, ÷òî ìàòðèöà Ra äëÿ àòìîñôåðíîãî
àýðîçîëÿ èìååò òàêæå âèä (6.48). Ìàòðèöà ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

RM(ω′, ω) =
3

4


(1 + µ2)/2 −(1− µ2)/2 0 0

−(1− µ2)/2 (1 + µ2)/2 0 0
0 0 µ 0
0 0 0 µ


ãäå µ = (ω′, ω) � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ Θ. Ìàòðèöà R íîðìèðîâàëàñü òàêèì îáðàçîì,

÷òî
∫ 1

−1
r11(µ) dµ = 1. Êîñèíóñ µ óãëà ðàññåÿíèÿ Θ ìîäåëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëå-

ìåíòó r11 ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ R(ω′, ω, r), ò. å. ïî èíäèêàòðèñå ðàññåÿíèÿ, àçèìóòàëüíûé
óãîë ϕ ñ÷èòàåòñÿ èçîòðîïíûì. Óãëû Θ è ϕ çàäàþò íîâîå íàïðàâëåíèå ôîòîíà ïîñëå ðàñ-
ñåÿíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí I,Q, U, Y ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü êîòîðîé
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ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè ðàññåÿíèÿ. Ïðè òàêîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò âåêòîð-ôóíêöèÿ ~I ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèþ ñîë-
íå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ëîêàëüíîãî ñ÷åòà.
Êðîìå òîãî, ââåäåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàèáîëåå óäîáíà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ ðàñ÷åòîâ è ñðàâíåíèÿ èõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïîñëå âûáîðà íîâîãî
íàïðàâëåíèÿ óãëû i1 è i2 [1] ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè ñôåðè÷åñêîé
òðèãîíîìåòðèè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x, y, z � êîîðäèíàòû òî÷êè ðàññåÿíèÿ O, r � ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè ðàññåÿíèÿ äî öåíòðà Çåìëè, s = (x/r, y/r, z/r) � åäèíè÷íûé âåêòîð
íàïðàâëåíèÿ îñè OZ ′,

µ = cos Θ = (ω′, ω), µ0 = sin Θ, µ1 = cos ν ′ = (ω′, s),

µ2 = sin ν ′, µ3 = cos ν = (ω, s), µ4 = sin ν.

Èç ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà (0, ω, ω′) íàõîäèì

µ3 = µ1µ+ µ2µ0 cos i1, µ1 = µ3µ+ µ4µ0 cos i2,

îòñþäà cos i1 = (µ3 − µ1 µ)/(µ2 µ0), cos i2 = (µ1 − µ3 µ)/(µ4 µ0),

sin i1 =
√

1− cos2 i1 sign(q), sin i2 =
√

1− cos2 i2 sign(q), q = ω′ × ω × r.

Çíàêè ñèíóñîâ îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ q äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü
íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðà Ñòîêñà îò ïëîñêîñòè ω′, r ê ïëîñêî-
ñòè ω, r.

Âàæíîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ëîêàëüíîãî ñ÷åòà äëÿ îöåíêè ïîòîêà ÷à-
ñòèö â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. Êîîðäèíàòû âåêòîð-ïàðàìåòðà Ñòîêñà äëÿ ëîêàëüíîé îöåí-
êè ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî µ∗ = (ω′, ω∗) � êîñèíóñà óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ω′ ÷àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ è íàïðàâëåíèåì ω∗ èç òî÷êè ðàññåÿíèÿ r(x, y, z) â òî÷-

êó íàáëþäåíèÿ r∗(x∗, y∗, z∗): ~I1(r, ω
∗) = P (ω′, ω∗, r) × ~I(r, ω′). Èñòîðèÿ ÷àñòèöû ïîñëå

ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷êå ïðîäîëæàåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì ñ ïàðàìåòðàìè, ïðåîáðàçîâàí-
íûìè ñîãëàñíî ôîðìóëå (6.47). Ïðîöåäóðà ïåðåñ÷åòà âåêòîð-ïàðàìåòðà ïîñëå ðàññåÿíèÿ
÷àñòèöû ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû:

I(r, ω) = R11I0(r, ω
′) +R12A, V (r, ω) = R43B +R44V0(r, ω

′);

Q(r, ω) = (R21I0(r, ω
′) + AR22) cos i2 − (R33B −R34V0(r, ω

′)) sin 2i2,

U(r, ω) = (R21I0(r, ω
′) + AR22) sin 2i2 + (R33B −R34V0(r, ω

′)) cos 2i2,

ãäå A = Q0(r, ω
′) cos 2i1 − U0(r, ω

′) sin 2i1, B = Q0(r, ω
′) sin 2i1 + U0(r, ω

′) cos 2i1.
6.12.3. Êðèòåðèé êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè

ôóíêöèîíàëà (6.46) â âèäå (F,Φ∗) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè

ϕ∗i (x) =

∫ 4∑
j=1

kji(x, x
′)ϕ∗j(x

′) dx′ + hi(x), i = 1, . . . , 4.

Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: H(x) � âåêòîð-ñòîëáåö ôóíêöèé h1(x), . . . , h4(x); K(x, x′)
� ìàòðèöà ÿäåð ñèñòåìû. Çäåñü x = (r, ω), ãäå r � òî÷êà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
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R, à ω ∈ Ω � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè êâàíòà â òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ.
Ôóíêöèÿ

Φ∗(x) = (ϕ∗1(x), ϕ
∗
2(x), ϕ

∗
3(x), ϕ

∗
4(x))

T

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíóþ öåííîñòü ñòîëêíîâåíèé. Ñðàâíèòåëüíî ñ (6.44) ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé, ïîýòîìó

K(x, y) = qpχ(l; r, ω
′)P T (µ)δ(ω′ − ω′(ω, µ, ϕ))δ(r′ − r− ω′l),

ãäå y = (t′, x′) = (µ, ϕ, l, x′), P T (µ, ϕ) = L(i1)R
T (µ)L(−π + i2)/2π, µ = (ω, ω′),

R(µ) =


r11 r12 0 0
r21 r22 0 0
0 0 r33 r34
0 0 −r43 r44

 , L(i) =


1 0 0 0
0 cos 2i sin 2i 0
0 − sin 2i cos 2i 0
0 0 0 1


ãäå ik = ik(ω, µ, ϕ); k = 1, 2; ϕ ∈ U(0, 2π); rij = rij(µ); r11 ≥ 0;

∫ +1

−1
r11(µ) dµ = 1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäà èçîòðîïíà è P íå çàâèñèò îò r.
Äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñòðîèòñÿ âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ξx, òàêàÿ, ÷òî Eξx = Φ∗(x). Åñëè ïî÷ëåííîå îñðåäíåíèå ðÿäà äëÿ ξxξ
T
x äîïóñòèìî,

òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà E(ξxξ
T
x ) = ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ (ñì. ðàçäåë 4.8)

ψ(x) = A(x) +

∫
K(x, y)ψ(y)KT (x, y)

p(x, y)
dy,

ãäå A = HΦ∗T + Φ∗HT − HHT , à p(x, y) � ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü ìîäåëèðóåìîé öåïè
Ìàðêîâà:

p(x, y) = q1 p
(1)
χ (l; r, ω′) p2(µ) δ(ω′ − ω′(ω, µ, ϕ) δ(r′ − r− ω′l)/(2π).

Óðàâíåíèå äëÿ ψ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå E(R × Ω) ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé, íåïðåðûâíûõ íà R × Ω, ñ íîðìîé ‖ψ‖ = supi,j,x |ψij(x)|. Îáîçíà÷èì ìàòðè÷íî-
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç Kp. Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(Kp)
ìåíüøå åäèíèöû, òî óêàçàííîå âûøå îñðåäíåíèå ìàòðèöû ξxξ

T
x ïðè HT ≡ (1, 0, 0, 0) äî-

ïóñòèìî, òàê êàê â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Ñòîêñà çäåñü ξx,1 ≥ 0, Eξ2
x,1 < +∞, |ξx,i| ≤

cξx,1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè â íåì ñëåâà ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé H.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ rij(µ)[p2(µ)]−1/2 ∈ C[−1,+1], ãäå
i, j = 1, 2, 3, 4, îïåðàòîð Sp, ïîëó÷àåìûé èç Kp ïîäñòàíîâêîé x→ ω, y → ω′, p→ p2/2π,
K → P T , âïîëíå íåïðåðûâåí (Sp ñîîòâåòñòâóåò �÷èñòîìó� ðàññåÿíèþ).

Èçâåñòíî íåðàâåíñòâî

ρ(Kp) ≤ q0ρ(Sp), ãäå q0 = sup
r,ω

∫ ∞

0

q2

q1

p2
χ(l; r, ω)

p
(1)
χ (l; r, ω)

dl.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè q0 < 1/ρ(Sp), òî îáû÷íî èñïîëüçóåìûå îöåíêè âèäà F T ξx èìåþò
êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ.

Äàëåå áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííóþ ìàòðèöó ψ(0)(ω) îïåðàòîðà Sp â âèäå äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè (1, a1, a1, a2) íà äèàãîíàëè. Ïðÿìûå âûêëàäêè
ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà Spψ

(0) äèàãîíàëüíà; ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò i2 èñ÷åçàåò,
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à i1 ∈ U(0, 2π). Ïðèðàâíèâàÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû Spψ
(0) ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì

ìàòðèöû λ0ψ
(0), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

c11 + c21a1 = λ0, c12 + (c22 + c33)a1 + c43a2 = 2λ0a1, c34a1 + c44a2 = λ0a2,

ãäå cij =
∫

[rij
2(µ)/p2(µ)] dµ.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè êîìïîíåíòàìè λ0, a1 è a2, òî ρ(Sp) = λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Sp îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì âîñ-
ïðîèçâîäÿùèé êîíóñ Tp ⊂ E(Ω) íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ìàòðèö-ôóíêöèé. Ïî-
ñêîëüêó ψ(0) � âíóòðåííèé ýëåìåíò êîíóñà, òî λ0 = ρ(Sp).

Äëÿ ζ = F T ξx èìååì Eζ = (F,Φ∗) è Eζ2 = E[F Tψ(x)F/π2(x)]. Äëÿ ðåëååâñêîãî
ðàññåÿíèÿ áûëî ïîëó÷åíî [1]: ρ(Sp) = 1 + (3π − 8)/8 ≈ 1.178. Åñëè q0ρ(Sp) ≥ 1, òî öåëå-
ñîîáðàçíî ïîñëå ðàññåÿíèÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïîðÿäêà ïåðåõîäèòü ê ìîäåëèðîâàíèþ
ïðîöåññà ïåðåíîñà áåç ïîëÿðèçàöèè.

6.13. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÐÀÄÈÀÖÈÎÍÍÎ-ÊÎÍÄÓÊÒÈÂÍÎÃÎ
ÒÅÏËÎÏÅÐÅÍÎÑÀ

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìíîãèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Òàê, íà-
ïðèìåð, ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíûé ïåðåíîñ ýíåðãèè â ïëîñêîì ñëîå 0 ≤ z ≤ L âåùå-
ñòâà, íàãðåâàåìîì âíåøíèì èçëó÷åíèåì, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

c
∂T

∂t
=

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+ F [Iλ], t > 0, 0 < z < L; (6.49)

T (0, z) = T0(z); k
∂t

∂z

∣∣∣
z=0,L

= 0; F [Iλ] =

∫ 1

−1

dµ

∫ ∞

0

σαλ(Iλ − Iλb(T )) dλ; (6.50)

µ
∂Iλ
∂z

+ σλIλ = σαλIλb(T ) + σsλ

∫ 1

−1

g̃λ(µ
′, µ) Iλ(z, µ

′) dµ′, (6.51)

0 < z < L, −1 ≤ µ ≤ 1, 0 ≤ λ ≤ ∞; I(0, µ) = I0(µ), µ > 0, I(L, µ) = 0, µ < 0.

Çäåñü T � òåìïåðàòóðà, λ � äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ, c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âåùåñòâà,
k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Iλb = c1λ

−5/[exp{c2/(λT )} − 1] � ôóíêöèÿ Ïëàíêà,
Iλ � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, σλ = σaλ + σsλ, gλ � óñðåäíåííàÿ ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó
èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, µ = cos v, v � óãîë íàïðàâëåíèÿ ïåðåíîñà ñ îñüþ z.

Óðàâíåíèå (6.51) èçâåñòíûì ñïîñîáîì (ñì. ðàçäåë 6.1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé ϕ(x) = σλIλ(z, µ):

ϕ(x) = f(x) +

∫
X

k(x′, x)ϕ(x′) dx′, x = (z, µ, λ) ∈ X. (6.52)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð K: L1(X) → L1(X). ×òîáû ïðåäñòàâèòü âåëè÷èíó
F [Iλ] èç (6.50) â âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, äèñêðåòèçóåì (6.49) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïî z ñåòêó 0 = z0 < z1 < . . . < zm = L è
ðàññìîòðèì íà íåé àïïðîêñèìàöèþ òåìïåðàòóðû âèäà

T̃ (t, z) =
m∑
i=0

Ti(t)ψi(z),
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ãäå T̃ ∈ Hm([0, L]), Hm � íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ψi}, ψi �
ôóíêöèè ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè.

Äëÿ âåêòîðà T = (T0, . . . , Tm) ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

m∑
j=0

Aij(T )
dTj
dt

=
m∑
j=0

Bij(T )Tj + Fi − F
(0)
i , t > 0, Tj = T

(0)
j , i = 0, (6.53)

F
(0)
i =

∫ L

0

dz

∫ ∞

0

dλ

∫ 1

−1

σaλIλb(T̃ )ψi(z) dµ, Fi =

∫ L

0

ψi(z) dz

∫
σaλ
σλ

dλ

∫ 1

−1

ϕ(z, µ, λ) dµ,

(6.54)
ãäå i = 0, . . . ,m. Ïðè óñëîâèè σλ ≥ σ0 > 0 ôóíêöèè hi(x) = ψi(z)σaλ/σλ ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó L∞(X) è âåëè÷èíû (6.54) ïðåäñòàâèìû ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè:

Fi = (hi, ϕ) =

∫
X

hi(x)ϕ(x) dx,

êîòîðûå ìîæíî îöåíèòü ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (6.52) ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íà çà-
äàííîé âðåìåííîé ñåòêå, îïðåäåëÿþùåé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(6.51), (6.53). Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òàêîé ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.49)�(6.51) ðàçðà-
áîòàíû Î.À.Ìàõîòêèíûì.

6.14. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÁÎËÜÖÌÀÍÀ

6.14.1. Êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ îòñóòñòâèåì ýôôåêòèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ íåëèíåéíîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïðîñòàÿ, íàãëÿäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîðîäèëè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Óñëîâíî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû.

Ïåðâóþ ãðóïïó îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû. Îíè ñóùåñòâó-
þò â îñíîâíîì íà îïèñàòåëüíîì óðîâíå è êîíñòðóèðóþòñÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,
àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå ïîëîæåíû â îñíîâó âûâîäà óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ñðåäè
ìåòîäîâ ýòîé ãðóïïû íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîä ïðÿìîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ Áåðäà è ìåòîä èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

Âòîðóþ ãðóïïó îáðàçóþò èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Îíè îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ èòå-
ðàöèîííûõ ïðîöåññàõ, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ñõåì ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîé ãðóïïû
ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàèáî-
ëåå èçâåñòåí ïîäõîä Õýâèëåíäà, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîé ëèíåàðèçàöèè óðàâ-
íåíèÿ Áîëüöìàíà. Îäíàêî, êàê è áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ýòîé ãðóïïû, îí èìååò ëèøü
÷àñòè÷íîå îáîñíîâàíèå. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà ïðè óñëîâèè, ÷òî íà êàæ-
äîé èòåðàöèè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî-
ãðåøíîñòüþ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ñâÿçü ìåæäó âåòâÿùèìèñÿ
ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè è íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì êðàòêî íåêîòîðûå óïîìÿíóòûå âûøå ìåòîäû. Ìåòîä ïðÿìîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ Áåðäà è ìåòîä èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: ìî-
äåëèðóåìûé ãàç çàìåíÿåòñÿ íà N ÷àñòèö, à ôèçè÷åñêèé îáúåì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçáè-
âàåòñÿ íà ÿ÷åéêè. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå áûëî ìàëûì. Èçìåíåíèå âðåìåíè ïðîèçâîäèòñÿ
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äèñêðåòíûìè øàãàìè ∆t, ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì âðåìåíåì ìåæäó ñòîëê-
íîâåíèÿìè ìîëåêóë. Âðåìåííîé ïàðàìåòð ∆t ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïàðàìåòðîì, ïî
êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ðàñùåïëåíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû, èìåþùåé N ÷àñòèö, íà äâà
ýòàïà.

Ýòàï I. Âñå N ìîëåêóë ïåðåìåùàþòñÿ íà ðàññòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå èõ ñêîðîñòÿ-
ìè è øàãîì ïî âðåìåíè ∆t. Ïðîèçâîäÿòñÿ îïðåäåëåííûå äåéñòâèÿ, ó÷èòûâàþùèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, åñëè ìîëåêóëû ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà, ëèíèè èëè
ïîâåðõíîñòè ñèììåòðèé, ëèáî âíåøíèå ãðàíèöû âûäåëåííîãî îáúåìà. Íîâûå ìîëåêóëû
ãåíåðèðóþòñÿ íà ãðàíèöàõ îáúåìà, ÷åðåç êîòîðûå åñòü ïîòîê ìîëåêóë âíóòðü îáëà-
ñòè.

Ýòàï II. Ïðîèçâîäÿòñÿ ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèå èí-
òåðâàëó âðåìåíè ∆t. Ñêîðîñòè ìîëåêóë äî ñòîëêíîâåíèÿ çàìåíÿþòñÿ ñêîðîñòÿìè,
ïðèîáðåòàåìûìè èìè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîñêîëüêó èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷å-
íèÿ â ÿ÷åéêàõ ìàëû, òî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
÷àñòèöàìè ïðè âûáîðå ïàðû ìîëåêóë äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ.

Ðàäè ïðîñòîòû ðàññìîòðèì îäíîêîìïîíåíòíûé ãàç ñ ñå÷åíèåì ñòîëêíîâåíèé σ. Ïóñòü
â ÿ÷åéêå îáúåìà V íàõîäÿòñÿ N ÷àñòèö ñî ñêîðîñòÿìè vi (i = 1, . . . , N). Àëãîðèòì ðîçûã-
ðûøà ñòîëêíîâåíèé ïî Áåðäó ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

1) ðàçûãðûâàåòñÿ ïàðà (i, j) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

Pij =
ωij
λ
, λ =

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

ωij, ωij =
|vj − vi|σ

V
;

2) â ñ÷åò÷èê âðåìåíè
∑ν

k=1 τk äîáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà τν+1 = 2/[N(N − 1)ωij] è ñêî-
ðîñòè vi, vj çàìåíÿþòñÿ íà èõ çíà÷åíèÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ýòè äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
∑

k τk íå ñòàíåò áîëüøå ∆t. Çàòåì
îñóùåñòâëÿåòñÿ ýòàï I è ò. ä.

Ñïîñîá ðîçûãðûøà ñòîëêíîâåíèé, èñïîëüçóþùèé èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè, çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: ïðîèçâîäèòñÿ ïîî÷åðåäíîé ïåðåáîð âñåõ ïàð (i, j) è äëÿ êàæäîé ïàðû:

1) ðàçûãðûâàåòñÿ ñòîëêíîâåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ Pij = ωij∆t;
2) åñëè ñòîëêíîâåíèå îñóùåñòâèëîñü, òî ñêîðîñòè vi, vj çàìåíÿþòñÿ íà èõ çíà÷å-

íèÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.
Èç âòîðîé ãðóïïû, êàê óæå óïîìèíàëîñü, íàèáîëåå èçâåñòåí ïîäõîä Õýâèëåíäà. Îí

çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé ëèíåàðèçàöèè ê óðàâíåíèþ Áîëüö-
ìàíà. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé. Â îñíîâå êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ëåæèò
ñëåäóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà:

w
∂

∂r
fn =

∫
g σ dv

∫
[fn(w

′) fn−1(v
′)− fn(w) fn−1(v)] dΩ, (6.55)

ãäå w′, v′ � ñêîðîñòè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, g � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, v � äèôôåðåí-
öèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, Ω � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè w è w′. Îòñþäà âèäíî, ÷òî
íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå íóæíî ðåøàòü ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî fn çàäà÷ó. Â ñè-
ëó àíàëîãèè (6.55) ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà çäåñü ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû
Ìîíòå-Êàðëî, ïîçâîëÿþùèå ñíèçèòü òðóäîåìêîñòü ìåòîäà.

Ïðèìåðîì ïîäõîäà ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ñî÷åòàþùåãî â ñå-
áå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé ñëó÷àé è ðàçîáüåì ñêîðîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
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íà ÿ÷åéêè. Íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, èñïîëüçóåìàÿ â ýòîì ïîäõîäå, èìååò âèä

f j+1
β − f jβ

∆t
= −νjβ(f) f j+1

β +N j
β(f).

Çäåñü èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè � èíòåãðàë ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé
νjβ(f) è èíòåãðàë îáðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé N j

β(f). Ýòè èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî â äàííîé ÿ÷åéêå β ñêîðîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà âðåìåííîì øàãå j. Äëÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîäà íà íåîäíîðîäíûé ïî ïðîñòðàíñòâó ñëó÷àé èñïîëüçóåòñÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ.

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïîÿâèëñÿ íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Îí îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà,
êîòîðûé óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Êàöà

d

dt
ϕ(w, t) + g(w)ϕ(w, t) =

∫
ϕ(w, t)P(w|ω) dω, g(w) =

∫
P(ω|w) dω, (6.56)

ãäå dϕ/dt � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, w = (w1, . . . , wn), wi = (vi, v
′
i) � ôàçîâûå

êîîðäèíàòû i-é ÷àñòèöû. Ïëîòíîñòü ϕ(w, t) îïèñûâàåò ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé ñèñòåìû
èç n ÷àñòèö. Ôóíêöèÿ P(w|ω) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

P(w|ω) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

P(2)(wi, wj|ωi, ωj)
n∏

k=1; k 6=i,j

δ(wk − ωk),

ãäå P(2)(wi, wj|ωi, ωj) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñå÷åíèåì ñòîëêíîâåíèé ÷à-
ñòèö.

Îäíàêî ïîñêîëüêó ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì â
ïðîñòðàíñòâå, òî îí, åñòåñòâåííî, íåðåàëèçóåì òî÷íî ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Ïîýòîìó âìå-
ñòî ôèçè÷åñêîãî èñïîëüçóþò ðåãóëÿðèçîâàííîå ñå÷åíèå, �ðàçìàçàííîå� ïî îáëàñòè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (6.56) â ñèëó åãî ïîëíîé àíàëîãèè ñ óðàâíåíè-
åì ïåðåíîñà îñóùåñòâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì. Èíòåãðèðóÿ (6.56) ïî n−1 ïåðåìåííûì
è ñòÿãèâàÿ îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ â òî÷êó, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ
îäíî÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîé ãèïîòåçû î
ìîëåêóëÿðíîì õàîñå. Äàëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòîò ïîäõîä â ïðîñòðàíñòâåííî-
îäíîðîäíîì ñëó÷àå.

6.14.2. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ìíîãî÷àñòè÷íîé
ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à îá îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè ïðîñòîãî îäíîêîìïîíåíòíîãî ãàçà, îä-
íàêî âñå ïîñòðîåíèÿ âåñîâîé ñõåìû íîñÿò îáùèé õàðàêòåð è áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà
áîëåå îáùèå ñëó÷àè. Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ îäíîðîäíîé ðåëàêñà-
öèè ïðîñòîãî îäíîêîìïîíåíòíîãî ãàçà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì íåëèíåéíûì
êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà:

∂

∂t
f(v, t) =

∫
{f(v′, t)f(v′1, t)− f(v, t)f(v1, t)}w(v′,v′1|v,v1) dv

′ dv′1 dv1 (6.57)

Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà çàïèñàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâíîé ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïàðû ñêîðîñòåé ÷àñòèö îò (v′,v′1) ê (v,v1). Ïëîòíîñòü
w(v′1,v

′
2|v1,v2) è äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñî-

îòíîøåíèåì

w(v′1,v
′
2|v1,v2) = σ(g12, χ12) δ1

[
(v1 − v2)

2 − (v′1 − v′2)
2

2

]
δ3

[
v1 + v2 − v′1 − v′2

2

]
. (6.58)
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Çäåñü f(v, t) � �îäíî÷àñòè÷íàÿ� ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî v â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Ñêîðîñòè (v′,v′1) è (v,v1), êàê ñëåäóåò èç âèäà w(v′1,v

′
2|v1,v2), óäîâëåòâîðÿþò çàêî-

íàì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèè: v+v1 = v′+v′1, v2+v2
1 = v′2+v′21 .

Ôóíêöèÿ f(v, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè
∫
f(v, t) dv = 1, t ≥ 0. Ïðèñîåäè-

íÿÿ ê (6.57) íà÷àëüíûå äàííûå

f(v, t = 0) = f0(v), t ∈ (0, T ]; v, v1 ∈ R3 (6.59)

ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. ×èñëåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè (6.57), (6.59) ìû áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå íàõîæäåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ îò ôóíêöèè f(v, t).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè ïðîñòîãî îäíîêîìïîíåíò-
íîãî ãàçà õîðîøî èçâåñòíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â îñíîâó êîòîðîé ïîëîæåíî ïðåä-
ñòàâëåíèå î ãàçå êàê îá àíñàìáëå êîíå÷íîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ïðè âû-
ïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî àíñàì-
áëÿ è íà ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ åãî ýâîëþöèè âî âðåìåíè ìîæíî èññëåäîâàòü âîïðîñ î
ñòåïåíè àïïðîêñèìàöèè äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ôèçè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà
(6.57). Äëÿ åãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ àíñàìáëÿ N ÷àñòèö âî âðåìåíè, òàê íàçûâàåìîå
�îñíîâíîå� êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (6.56).

Â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ N -÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂

∂t
fN(t, V ) =

n

N

∑
1≤i<j≤N

∫ 2π

0

∫ ∞

0

{
fN(t, V ′

ij)− fN(t, V )
}
|vi − vj| bij dbij dεij, (6.60)

ãäå V = (v1,v2, . . . ,vN) � 3N -ìåðíûé âåêòîð, V ′
ij = (v1,v2, . . . ,v

′
i, . . . ,v

′
j, . . . ,vN), (v′,v′1)

è (v,v1) � ñêîðîñòè ïàðû ÷àñòèö äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà è ýíåðãèè, bij è εij � ïàðàìåòðû ñòîëêíîâåíèÿ
ïàðû, n � ïëîòíîñòü ñðåäû;

∫
fN(t, V ) dV = 1. Èñïîëüçóÿ óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âåðî-

ÿòíîñòè w(v′,v′1|v,v1) = w(v,v1|v′,v′1) ïåðåõîäà ïàðû ñêîðîñòåé ÷àñòèö îò (v′,v′2) ê
(v,v1), óðàâíåíèå (6.60) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂t
fN(t, V ) =

n

N

∑
i<j

∫ {
fN(t, V ′

ij)− fN(t, V )
}
w(v′i,v

′
j|vi,vj) dvi dvj. (6.61)

Ïëîòíîñòü w è äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå σ(gij, χij) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-
íèåì:

w(v′i,v
′
j|vi,vj) = σ(gij, χij) δ1

[
(vi − vj)

2 − (v′i − v′j)
2

2

]
δ3

[
vi + vj − v′i − v′j

2

]
(6.62)

ãäå gij = |vi − vj|, χij � óãîë ðàññåÿíèÿ, δ1 è δ3 � îäíî- è òðåõìåðíûå äåëüòà-ôóíêöèè,
ñîîòâåòñòâåííî:

∫
δ1(g) dg = 1,

∫
δ3(v) dv = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäåëüíûé ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé êèíåòèêè ñèñòåìû èç N ÷à-
ñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà, ïåðåõîäû â êîòîðîé îñóùåñòâëÿþò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ìåæäó
ýëåìåíòàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè â ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû è ÿâëÿ-
åòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì. Ó÷àñòîê N -÷àñòè÷íîé òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîëè-
íåéíîìó äâèæåíèþ âñåõ ÷àñòèö ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ýëåìåíòàðíûìè âçàè-
ìîäåéñòâèÿìè, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîáåãîì ñèñòåìû. Ââåäåì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
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V ñêîðîñòåé àíñàìáëÿ V = (v1,v2, . . . ,vN). Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
â ñèñòåìå N ÷àñòèö çà âðåìÿ dt ðàâíà ν(V ) dt, ãäå

ν(V ) =
n

N

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∫
w(vi,vj|v′i,v′j) dv′i dv′j =

=
n

N

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

gijσt(gij) =
n

N

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

a(vi,vj).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå â ñèñòåìå N ÷àñòèö ðåàëèçóåò ïàðà ÷àñòèö ñ íîìå-
ðàìè i è j ðàâíà a(vi,vj)/ν(V ), ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå íîâûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö (vi,vj)
îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ñå÷åíèåì ñòîëêíîâåíèÿ ïàðû

k(v′i,v
′
j → vi,vj) = w(v′i,v

′
j|vi,vj) [σt(gij)gij]

−1 ,

ãäå σt(gij) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

σ(gij, χij) sinχij dχij dεij,

à ñêîðîñòè îñòàëüíûõ ÷àñòèö íå èçìåíÿþòñÿ. Âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñèñòåìû ðàñ-
ïðåäåëåíî ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ν(V )E(V, t), ãäå E(V, t) = exp(−tν(V )).

Îïèñàííûé ìîäåëüíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé N
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè ãàçà. Òàêîé àëãîðèòì ïðÿìîãî ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÑÌ) õîðîøî èçâåñòåí è áûë ýâðèñòè÷åñêè ñôîðìóëèðî-
âàí íà îñíîâå ìàðêîâñêîãî õàðàêòåðà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ýâîëþöèè N -÷àñòè÷íîé
ñèñòåìû ñ ó÷åòîì òîëüêî ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Èç îïèñàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà íå
ñëåäóåò, ÷òî îí èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Îäíàêî,
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè òàêîé ñâÿçè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.61)
èçâåñòíî, ÷òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè ïðè N → ∞ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà â
ïðåäïîëîæåíèè �ìîëåêóëÿðíîãî õàîñà�. Îäíàêî íå èçâåñòíà óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ïî N îñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ N -÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ (6.61) îò ÷èñëà ìîäåëüíûõ ÷àñòèö N .

Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ôóíêöèîíàë GN îò ðåøåíèÿ fN(t, V ) óðàâíåíèÿ(6.61). Ïðåä-
ïîëàãàÿ àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü GN îò 1/N , ïðåäñòàâèì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

GN = G∞ +
γ

N
+O

(
1

N2

)
. (6.63)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.63) îïèñûâàåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâà-
åìîãî ôóíêöèîíàëà è ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ÷àñòèö â ìîäåëüíîé ñèñòåìå.
Êîýôôèöèåíò γ îò N íå çàâèñèò, ïîýòîìó ìîæíî ïðîâåñòè äâà ðàñ÷åòà ïðè N1 è N2,
à çàòåì, ñ÷èòàÿ N1, N2 äîñòàòî÷íî áîëüøèìè (â ñìûñëå ñïðàâåäëèâîñòè ðàçëîæåíèÿ
(6.63)), èñêëþ÷èòü ëèíåéíîå ïî 1/N ñëàãàåìîå èç (6.63) è ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå ê G∞

G∞ ≈ GN2 +
N1

N2 −N1

(GN2 −GN1) (6.64)

Çíà÷åíèå ðàçíîñòè GN2 −GN1 ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè
GN2 , GN1 , ïîýòîìó äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåòîä êîððåëèðîâàííîé
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âûáîðêè. Óäîâëåòâîðèòåëüíîñòü (6.64) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ |G∞ −GN | = O(N−1),
êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ ìîäåëüíûìè ðàñ÷åòàìè.

Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî óäîáíî èñõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî
èç èíòåãðàëüíîé ôîðìû êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.61). Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñâÿçü ïî-
ëó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ÿñíîé.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþò
ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ϕ(V, t) ñòîëêíîâåíèé â ñèñòåìå:

ϕ(V, t) =

∫ t

0

∫
V

ϕ(V ′, t′)K(V ′, t′ → V, t)dV ′dt′ + ϕ0(V, t), (6.65)

ãäå

K(V ′, t′ → V, t) =
∑
π

a(π′)ν−1(V ′)K1(V
′ → V |π)ν(V )E(V, t− t′),

K1(V
′ → V |π) = k(v′i,v

′
j → vi,vj)

N∏
m=1; m6=i,j

δ(vm − v′m)

ϕ0(V, t) =

∫
R3N

f0(V )δ(t′)ν(V )E(V, t− t′) dV ′ dt′.

Ýòî óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ, êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 6.1. Ïðîöåññ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6.65) (ñì. ïîäðàçä. 4.3.3) ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì ÏÑÌ. Óðàâ-
íåíèå (6.65) èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàíäàðòíûõ âåñîâûõ ìî-
äèôèêàöèé ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó åãî ÿäðî
K(V ′, t′ → V, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ. Ýòî çà-
òðóäíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíî ïîñðåäñòâîì ìîäèôèêàöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ñèñòåìû ïóòåì ââåäåíèÿ íîìåðà âçàèìîäåéñòâóþùåé ïàðû â ÷èñëî êîîðäèíàò ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Äàííûé ïðèåì äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü íîâîå èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñòðóêòóðà ÿäðà êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ââå-
ñòè âåñîâûå ìîäèôèêàöèè ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîñòè
ëèøü â âèäå ñîìíîæèòåëåé.

6.14.3. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè. Â íà-
ñòîÿùåì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Äàííîå
óðàâíåíèå îïèñûâàåò øèðîêèé êëàññ ïðîöåññîâ êîàãóëÿöèè â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ �
êàê ïðîöåññû ñëèïàíèÿ ÷àñòèö, òàê è ïðîöåññû èõ ðàñïàäà íà ÷àñòèöû ìåíüøåãî ðàç-
ìåðà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ÷èñòîãî ïàðíîãî ñëèïàíèÿ
÷àñòèö. Ýòîò ïðîöåññ â ñóùíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ êîàãó-
ëÿöèè. Â äàííîì ñëó÷àå îíî èìååò âèä:

∂n(l, t)

∂t
=

1

2

∑
i+j=l

k(i, j)n(i, t)n(j, t)− n(l, t)
∞∑
i=1

k(l, i)n(i, t), (6.66)

ãäå n(l, t) � ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö ðàçìåðà l â ìîìåíò âðåìåíè t; ïðè÷åì ðàçìåð
÷àñòèöû l ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ; k(i, j) � êîýôôèöèåíòû êîàãóëÿöèè, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè âåëè÷èíàìè. Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå n(l, t) óðàâíåíèÿ (6.66)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà l è íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà t. Ïðèñîåäèíÿÿ
ê (6.66) íà÷àëüíûå äàííûå

n(l, t = 0) = n0(l), (6.67)
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ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Âñå âåëè÷èíû â çàäà-
÷å ñ÷èòàþòñÿ îáåçðàçìåðåííûìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ. ×èñëåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (6.66),(6.67) ìû áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå íàõîæäåíèÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ îò ôóíêöèè n(l, t).

Äëÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà îäíîðîäíîé êîàãóëÿöèè õîðîøî èçâåñòíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, â îñíîâó êîòîðîé ïîëîæåíî ïðåäñòàâëåíèå î êîàãóëèðóþùåé ñèñòåìå êàê îá àí-
ñàìáëå êîíå÷íîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ
òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî àíñàìáëÿ è íà ñòîõàñòè÷åñêèé
ïðîöåññ åãî ýâîëþöèè âî âðåìåíè, ìîæíî èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñòåïåíè àïïðîêñèìàöèè
äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñâÿçàííîãî ñ
óðàâíåíèåì (6.66). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â ìåòîäàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà,
îäíàêî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Ïåðâîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî
÷àñòèö â ìîäåëèðóåìîì àíñàìáëå ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííûì è ôèêñèðîâàííûì ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ÷èñëî N = N0 íà÷àëüíûõ ÷àñòèö. Âòîðîå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî N -÷àñòè÷íîå óðàâ-
íåíèå Êàöà , êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì è ñâÿçü åãî ñ íåëèíåéíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
Áîëüöìàíà èçâåñòíà. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî òàêîãî �îñíîâíîãî� îáùåïðè-
íÿòîãî N -÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ íåò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî,
êàê àëãîðèòìîâ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è èõ âåñîâûõ ìîäèôèêàöèé âàæíî èìåòü
ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå èí-
òåãðàëüíîé ôîðìû óðàâíåíèÿ Êàöà äàëî âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûå âåñî-
âûå ìåòîäû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (ñì. ïîä-
ðàçä. 6.14.2).

Ñ.Â.Ðîãàçèíñêèì áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êèíå-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüöìàíîâñêîãî òèïà óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû èç N ÷àñòèö. Ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî
íåëèíåéíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðîöåññ êîàãóëÿöèè â ñèñòåìå N ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ìàðêîâ-
ñêóþ öåïü, ïåðåõîäû â êîòîðîé îñóùåñòâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïàðíûõ
âçàèìîäåéñòâèé (ñëèïàíèé) ÷àñòèö. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè âçà-
èìîäåéñòâèÿìè â ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íûì. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå èç N ÷àñòèö çà âðåìÿ dt
ðàâíà A(N,LN) dt, ãäå

A(N,LN) =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

a(N, li, lj).

Âåëè÷èíà a(N , li, lj) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

a(N, li, lj) =

{ ∑∞
l=1 k(li, lj → l), åñëè N ≥ 2;

0, èíà÷å.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå ðåàëèçóåò ïàðà ÷àñòèö ñ íîìåðàìè i
è j, ðàâíà a(N, li, lj)/A(N,LN). Ïðè ýòîì îáå ÷àñòèöû çàìåíÿþòñÿ íà íîâóþ ÷àñòèöó,
èìåþùóþ ðàçìåð li + lj, à ðàçìåðû îñòàëüíûõ ÷àñòèö íå èçìåíÿþòñÿ. Âðåìÿ ìåæäó
ýëåìåíòàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè â ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíî ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ A(N,LN)E(N,LN , t), ãäå E(N,LN , t) = exp(−A(N,LN)t). Ýòîé öåïè Ìàðêîâà
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå èíòåãðàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà,
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àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ (6.65).

ÃËÀÂÀ 7. ÐÅØÅÍÈÅ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

7.1. ÂÅÑÎÂÛÅ ÎÖÅÍÊÈ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ "ÁËÓÆÄÀÍÈÅÌ
ÏÎ ÑÔÅÐÀÌ"

7.1.1. �Áëóæäàíèå ïî ñôåðàì�. Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

∆u+ cu = −g, u
∣∣
Γ

= ψ, (7.1)

â îáëàñòè D ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ, ïðè÷åì c < c∗, ãäå c∗ � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè D, r = (x, y, z) ∈ D. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ
ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé g, ψ è ãðàíèöû Γ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.1), à òàêæå åãî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå è èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ øàðîâîé ôóíêöèè Ãðèíà [1].

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûì ïðî-
öåññîì �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì� â îáëàñòè D [2]. Äëÿ åãî îïèñàíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: D � çàìûêàíèå îáëàñòè D; d(P ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ãðàíèöû Γ;
Γε � ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû Γ, ò. å. Γε = {P ∈ D : d(P ) < ε}, S(P ) � ìàêñèìàëüíàÿ èç
ñôåð ñ öåíòðîì â òî÷êå P , öåëèêîì ëåæàùèõ â D: S(P ) = {Q ∈ D : |Q− P | = d(P )}.

Â ïðîöåññå �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì� î÷åðåäíàÿ òî÷êà Pk+1 âûáèðàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû S(Pk); ïðîöåññ îáðûâàåòñÿ, åñëè òî÷êà ïîïàäàåò â Γε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s0(P, ε) ïîâåðõíîñòü òîé ÷àñòè ñôåðû S(P ), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Γε. Ïîñòðîèì ñôåðó Sε ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå êàñàíèÿ ãðàíèöû Γ
ñôåðîé S(P ). Òîãäà ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû S(P ), öåëèêîì ëåæàùåé âíóòðè Sε(P ), ðàâíà
πε2. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ î÷åðåäíîé
òî÷êè â Γε:

s0(P, ε)

4πd2(P )
≥ πε2

4πd2(P )
≥ ε2

4d2
max

= ν(ε), (7.2)

ãäå dmax � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàäèóñîâ ñôåð, öåëèêîì ëåæàùèõ â îáëàñòè D,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííîé.

Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì�. Çàäàäèì öåïü Ìàðêîâà
{Pn}n=1,2,...,N ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

1) π(r) = δ(r− P0) � ïëîòíîñòü íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ò. å öåïü �âûõîäèò� èç
òî÷êè P0);

2) p(r, r′) = δr(r
′) � ïëîòíîñòü ïåðåõîäà èç r â r′, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáîá-

ùåííóþ òðåõìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ñôåðå
S(r);

3) p0(r) � âåðîÿòíîñòü îáðûâà öåïè, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì

p0(r) =

{
0 ïðè r /∈ Γε;
1 ïðè r ∈ Γε;

4) N� íîìåð ïîñëåäíåãî ñîñòîÿíèÿ.
Êàê óæå óêàçûâàëîñü, äàííàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì�.

Åå ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü â âèäå

Pn = Pn−1 + ωn d(Pn−1), n = 1, 2, . . . ,
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ãäå ωn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû.
7.1.2. Ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåõîäîâ. Âåðîÿòíîñòü p1(r) îáðûâà öåïè ïîñëå î÷åðåä-

íîãî ïåðåõîäà èç r â r′ ìîæíî îöåíèâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p1(r) =

∫
Γε

p(r, r′)p0(r
′) dr′ ≥ ν(ε). (7.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ÷èñëî q(P0, ε) ïåðåõîäîâ â öåïè �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì�, îïðåäå-
ëÿþùåå ñðåäíåå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåïè íà ÝÂÌ, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ν−1(ε).
Áîëåå òîãî, äëÿ øèðîêîãî êëàññà ãðàíèö Γ íà îñíîâå òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ óäàëîñü
ïîñòðîèòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ îöåíêó.

q(P0, ε) ≤ C| ln ε|, (7.4)

êîòîðàÿ çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé.
Îöåíêà (7.4) ñòàíîâèòñÿ ýâðèñòè÷åñêè î÷åâèäíîé íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ðàññìîò-

ðåíèÿ ïëîòíîñòè öåíòðîâ ñôåð. Èçâåñòíî [2], ÷òî ïðîöåññ �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì�, ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñõîäèòñÿ ê ãðàíèöå, ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ýòó ïëîòíîñòü âáëèçè ïëîñêîé ãðàíèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîé
ãðàíèöû. Ñîîáðàæåíèÿ ïîäîáèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) öåí-
òðîâ ñôåð ïî x ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ äîëæíà áûòü áëèçêîé ê x−1.
Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò îöåíêà (7.4).

Âïðî÷åì, äëÿ ïëîñêîé ãðàíèöû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òåîðèÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàåò
ñëåäóþùèé òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè Γ � ïëîñêîñòü, òî

q(P0, ε) =
ln(ε/d0)− 1

ln 2− 1
,

ãäå d0 = d(P0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíó ln dN ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ln dN = ln d0 +
N∑
k=1

ln
dk
dk+1

.

Äëÿ ïëîñêîé ãðàíèöû âåëè÷èíû ln(dk/dk+1), î÷åâèäíî, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåíû; â ÷àñòíîñòè, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå dk = 2dk−1αk,
ãäå {αk} � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûå â èíòåðâàëå (0, 1), è E ln(dk+1/dk) = ln 2− 1. Ñîãëàñíî òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [3]), èìååì

q(P0, ε) =
ln(ε/d0) + E γ(ln ε)

ln 2− 1
,

ãäå γ(ln ε) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïåðåñêîêà âåëè÷èíû ln dN ÷åðåç óðîâåíü ln ε, ò. å.
γ(ln ε) = ln dN− ln ε. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíà γ(ln ε) èìååò ñòàíäàðòíîå
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò. å. E γ(ln ε) ≡ −1.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿåìîå òåîðåìîé 7.1 âûðàæåíèå äàåò âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èíû
q(P0, ε) äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè.

7.1.3. Îöåíêà ðåøåíèÿ. Äàëåå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû àëãîðèòìû �áëóæäàíèÿ ïî
ñôåðàì� íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òðåõìåðíóþ
çàäà÷ó Äèðèõëå:

∆u− cu = −g, u
∣∣
Γ

= ψ, (7.5)

214



â îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ; c = const ≥ 0. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ðå-
ãóëÿðíîñòè g, ψ è Γ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
(7.5), à òàêæå âîçìîæíîñòü åãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ øàðà.
Äëÿ ôóíêöèè u(r) ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(r) =

∫
D

k(r, r′)u(r′) dr′ + h(r), (7.6)

ãäå

k(r, r′) =
d
√
c

sinh(d
√
c)
δr(r

′) ïðè r /∈ Γε è k(r, r′) = 0 ïðè r ∈ Γε;

h(r) =
1

4π

∫
sinh[(d− |r′ − r|)

√
c ]

|r′ − r| sinh(d
√
c)

g(r′) dr′ ïðè r /∈ Γε è h(r) = u(r) ïðè r ∈ Γε.

Çäåñü d = d(r), δr(r
′) � îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàâíîìåðíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé íà ñôåðå S(r). Ïîñêîëüêó d
√
c/ sinh(d

√
c) ≤ 1 ïðè c ≥ 0, òî â

ñèëó óñëîâèÿ (7.2)∫
D

∫
D

k(r, r′)k(r′, r′′) dr′′ dr′ ≤
∫
D−Γε

δr(r
′)

(∫
D

δr′(r
′′) dr′′

)
dr′ =

∫
D−Γε

δr(r
′) dr′ ≤ 1−ν(ε).

Ñëåäîâàòåëüíî, â åñòåñòâåííîì çäåñü ïðîñòðàíñòâå L∞ èìååì ‖K2‖ ≤ 1− ν(ε) < 1. Ýòî
îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (7.6) è òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Êðîìå òîãî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7.6). Ïðîáëå-
ìû ñëåäîâ çäåñü íå âîçíèêàåò, òàê êàê îïåðàòîð K îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, èìåþùèõ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà ëèøü íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ìíîæåñòâà Γε.

Äëÿ îöåíêè çäåñü ìîæíî ïðèìåíèòü ñîîòíîøåíèå

u(r0) = Eζ, ζ = h(r0) +
N∑
n=1

Qnh(rn),

ãäå {rn} � îáðûâàþùàÿñÿ â Γε öåïü èçîòðîïíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì, êîòîðóþ ïðè
ε > 0 öåëåñîîáðàçíî òàêæå íàçûâàòü ε-ñôåðè÷åñêèì ïðîöåññîì, à âåñà îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

Q0 = 1, Qn = Qn−1
dn−1

√
c

sinh(dn−1

√
c)
≤ Qn−1, dn = d(Pn), n = 1, 2, . . . .

Òåïåðü ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî çäåñü âðåìåííî ââîäèëîñü íåðåàëüíîå ïðåäïîëîæåíèå: ðå-
øåíèå u(r) èçâåñòíî â Γε. Îäíàêî âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé u(r) â Γε ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðèáëèæåííûå, íàïðèìåð, áåðÿ èõ ñ áëèæàéøèõ òî÷åê ãðàíèöû, ò. å. ïîëàãàòü

u(r) ≈ ψ(r∗), r ∈ Γε, |r − r∗| = d(r).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñìåùåííóþ îöåíêó ζε, ñðåäíåå çíà÷åíèå uε(r0) êîòîðîé îòëè÷à-
åòñÿ îò u(r0) íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ε. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå äëÿ
ðàçíîñòè îöåíîê ζ è ζε, òî ïîëó÷èì

|u− uε| ≤ |E{QN [u(rN)− ψ(r∗N)]}| ≤ Aε,

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ êîíå÷íà âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè â îáëàñòè D
ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ (çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå QN ≤ 1).
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Ñîâåðøåííî ïðîñòî â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âå-
ëè÷èíû Dζε.

Òåîðåìà 7.2. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è èìååì Dξε < C < +∞ äëÿ âñåõ ε > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà ζε ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè c → 0, à ïðè c = 0

èìååì QN ≡ 1 è (ñì. ïîäðàçä. 4.4) Eζ2
ε = hε(2uε − hε) + Kε(E ζ2

ε ). Ñëåäîâàòåëüíî,
Eζ2

ε ≤ Kε(Eζ
2
ε ) + C|hε|, è òåì ñàìûì âåëè÷èíà E ζ2

ε ìàæîðèðóåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ χ = Kεχ + Ch
(1)
ε , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé çàäà÷å ñ çàìåíîé g → C0|g|,

ψ → C0|ψ|. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Dζε çäåñü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, åñëè ïîñëå
óêàçàííîé çàìåíû ðåøåíèå îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, à ýòî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðè
c ≥ 0 è óïîìÿíóòîé ðåãóëÿðíîñòè óñëîâèé çàäà÷è.

Èíòåãðàë, âûðàæàþùèé h(r) ïðè r /∈ Γε, çäåñü ìîæíî îöåíèâàòü ìåòîäîì Ìîíòå-
Êàðëî ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó óçëó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âìåñòî ζε ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ζε,1 (ñì. äàëåå ñîîòíîøåíèå (7.10)). Ïîâòîðíîå îñðåäíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
Eζε,1 = uε(r0). Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íîå îñðåäíåíèå äëÿ äèñïåðñèè, òàê æå ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî Dζε,1 îãðàíè÷åíà âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè g(r).

Îöåíèì êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàí-
íîé ïîãðåøíîñòè ε â îöåíêå ðåøåíèÿ. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ñôåð ïðè îáðûâå
òðàåêòîðèé â Γε èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû | ln ε|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû âåðîÿòíîñò-
íàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíêè áûëà ïîðÿäêà ε, íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü Cε−2 òðàåêòîðèé.
Îòñþäà

Rε ∼ Cn| ln ε|/ε2, (7.7)

ãäå Cn � ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíó ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå
n èçìåðåíèé. Ïðè áîëüøèõ n âåëè÷èíà Cn çàâèñèò îò n ëèíåéíî.

7.1.4. Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

∆ui(r) +
m∑
j=1

cij(r)uj(r) = −gi(r), ui(r)
∣∣
Γ

= ψi(r), i = 1, . . . ,m

â îáëàñòè D ∈ R3 ñ ãðàíèöåé Γ. Ôóíêöèè {cij, gi, ψi} ìîãóò áûòü êîìïëåêñíîçíà÷íûìè.
Âåêòîðíîå ðåøåíèå u óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ui(r) =
1

4πd2(r)

∫
S(r)

ui(r(s)) ds+

∫
D(r)

Gr(r
′)

[
m∑
j=1

cij(r)uj(r)

]
dr′ +

∫
D(r)

Gr(r
′)gi(r

′) dr′.

(7.8)
Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (7.8), ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì è øàðàì�
äëÿ îöåíêè u, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑m
j=1 |cij(r)| < c? äëÿ âñåõ r è i. Ýòîò

àëãîðèòì ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

∆u(r, λ) = −
∫

Λ

u(r, λ′)c(r, λ, λ′) dλ′ − g(r, λ), u(r, λ)|Γ = ψ(r, λ)

ïðè óñëîâèè, ÷òî
∫
|c(r, λ, λ′)| dλ′ < c? äëÿ âñåõ r è λ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ íåëèíåéíîé

çàäà÷è
∆u+ cun = 0, u

∣∣
Γ

= ψ, n ≥ 2

â îáëàñòè D ∈ R3, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

u(r) =
1

4πd2(r)

∫
S(r)

u(r(s)) ds+

∫
D(r)

un(r′)Gr(r
′) dr′,
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ìîæíî ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì è øàðàì� ñ âåòâëåíèåì
(ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ).

7.1.5. Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (7.1) ñ êîì-
ïëåêñíûì ïàðàìåòðîì: c = a+bi. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
ôóíêöèé g, ψ è ãðàíèöû Γ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, à òàêæå èñïîëüçóåìîå äàëåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ âïèñàííîãî â D øàðà. Ïîñòðîåííûå ðàíåå îöåíêè ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äàëåå íà ñëó÷àé êîì-
ïëåêñíîãî ïàðàìåòðà.

Ðåøåíèå çàäà÷è (7.8), òàê æå êàê â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-
íîìó ñîîòíîøåíèþ

u1(r) =

∫
D

k(r, r′)u1(r
′) dr′ + h(r), (7.9)

ãäå

k(r, r′) = q(c, d)δr(r
′) ïðè r /∈ Γε è k(r, r′) = 0 ïðè r ∈ Γε; q(c, d) =

d
√
c

sin(d
√
c)

;

h(r) =

∫
D(r)

G(ρ; c, d)g(ρ) dρ ïðè r /∈ Γε è h(r) = u(r) ïðè r ∈ Γε.

Çäåñü δr(r
′) � îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

âåðîÿòíîñòåé íà ñôåðå S(r), G(ρ; c, d) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà D(r), îãðàíè÷åííîãî
ñôåðîé S(r). Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå∫

D(r)

G(ρ; c, d) g(ρ) dρ =
1

4π

∫
Ω

dω

∫ d

0

x
(
1− x

d

) q(c, d)

q(c, d− x)
g(x, ω) dx =

=
d2

6
E

{
q(c, d)

q(c, d− ν)
g(ν, ω)

}
, (7.10)

ãäå ω � èçîòðîïíîå íàïðàâëåíèå, à ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå
(0, d) ñ ïëîòíîñòüþ 6x(1− x/d)d−2. Ïîëó÷åííûå äàëåå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâà-
ìè ôóíêöèè q(c, d) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî c, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 7.1. Äëÿ c = a+ bi ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|q(c, d)| ≤ |q(a, d)|; (7.11)

|q(c, d)| ≤ |q(bi, d)|, a < 0; (7.12)

|q(c, d)| ≤ |q(c, d− x)|, a < 0, 0 ≤ x ≤ d. (7.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè sin z/z èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå

sin z

z
=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
, (7.14)

èç êîòîðîãî èìååì∣∣∣∣sin d√cd
√
c

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∏
n=1

(
1− d2c

n2π2

)∣∣∣∣∣ ≥
∞∏
n=1

∣∣∣∣1− d2a

n2π2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sin d√ad
√
a

∣∣∣∣ ,
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îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ (7.11). Äàëåå, ïðè a < 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣1− d2c

n2π2

∣∣∣∣2 =

(
1 +

d2|a|
n2π2

)2

+

(
bd2

n2π2

)2

≥
∣∣∣∣1− id2b

n2π2

∣∣∣∣2 , (7.15)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (7.12). Íåðàâåíñòâî (7.13) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé ÷àñòè (7.15).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ íåîáõîäèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé. Ñèìâîëîì c∗ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî
÷èñëà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè D.

Ëåììà 7.2. Åñëè Re(c) = a ≤ 0, òî ðÿä Íåéìàíà
∑∞

n=0K
nh äëÿ óðàâíåíèÿ (7.9)

ñõîäèòñÿ è ïîñëå çàìåíû ÿäðà k è ôóíêöèè h íà èõ ìîäóëè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâå (7.11) ëåììà 7.2 ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðàíåå (ñì.

ðàçäåë 7.1) ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà.
Òåîðåìà 7.3. Åñëè Re(c) ≤ 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (7.9), ïðåäñòàâëÿåìîå ñîîòâåòñòâóþùèì ðÿäîì Íåéìàíà è ñîâïàäàþùåå ñ
ðåøåíèåì çàäà÷è (7.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u0(r) � ðÿä Íåéìàíà è K0 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð óðàâ-
íåíèÿ (7.9) ïðè c = 0 è ψ ≡ g ≡ C0, òî u0(r) ≥ C0 è limn→∞Kn

0 u0(r) = 0. Ïîýòîìó, åñëè
u(r) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.9) è |u(r)| < C1, òî ñ ó÷åòîì (7.11) èìååì

u =
n∑
i=0

Kih+Kn+1u, ïðè÷åì |Kn+1u| < C1C
−1
0 Kn+1

0 u0.

Íà îñíîâå äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ðåøåíèå çàäà÷è (7.8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàíäàðòíîé �îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì�, ñâÿçàííîé
ñ �áëóæäàíèåì ïî ñôåðàì�. Ðàíäîìèçèðóÿ çíà÷åíèå h(r) ñîãëàñíî (7.10), ýòó îöåíêó
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ =
N∑
n=0

[
n−1∏
i=0

q(c, di)

]
g(νn, ωn)

d2
nq(c, dn)

6q(c, dn − νn)
+

[
N−1∏
n=0

q(c, dn)

]
u(rN).

ßñíî, ÷òî |q(c, dn)/q(c, dn − νn)| < C < +∞. Èç îáùåé òåîðèè îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì
(ñì. ðàçä. 4.3) ñ ó÷åòîì ëåììû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî ξ = u(r). Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ îöåíêó
âåëè÷èíû ξ2 äëÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà è íåðàâåíñòâî (7.11), ïîëó÷àåì, ÷òî çäåñü
|ξ2| < +∞, åñëè Re(c) ≤ 0.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî çàìåíà âåëè÷èíû u(rN) íà çíà÷åíèå ψ(P (rN)) â
áëèæàéøåé òî÷êå ãðàíèöû (ìîäèôèöèðîâàííóþ òàêèì îáðàçîì îöåíêó îáîçíà÷èì ξε),
ïðèâîäèò ê ε-ñìåùåíèþ, ò. å. |u(r)−Eξε| < Cε, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ðàâíîìåð-
íîé îãðàíè÷åííîñòè ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ â Γε. Çäåñü âåëè÷èíà E|ξ2

ε | îãðàíè÷åíà
âìåñòå ñ E|ξ2|.

7.1.6. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ îáùåãî n-ìåðíîãî ñëó÷àÿ â ñîîòíîøåíèè (7.9)
èìååì

q(c, d) =
(d
√
c/2)(n−2)/2

(n/2)J(n−2)/2(d
√
c)
,

ãäå J(n−2)/2 � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Âåëè÷èíó h(r) ìîæíî ðàíäîìèçèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

h(r) =
d2

2n

∫
p0(r, ρ)[G(ρ; c, d)/G(ρ; 0, d)]g(ρ) dρ, (7.16)
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ãäå (ïðè n > 2)

p0(r, ρ) = 2nd−2G(ρ; 0, d) =
2n

(n− 2)d2ωn

(
1

(ρ− r)n−2
− 1

dn−2

)
, |ρ− r| ≤ d.

Çäåñü ωn = 2(
√
π)n/(n/2) � ïîâåðõíîñòü n-ìåðíîé ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî
∫
p0(r, ρ) dρ = 1. Ïðè n = 2 èìååì

p0(r, ρ) = 4d−2G(ρ; 0, d) =
2

π
ln

d

|ρ− r|
, |ρ− r| ≤ d.

Îòíîøåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè G â âûðàæåíèè (7.16) îãðàíè÷åíî, òàê êàê ôóíêöèè
Ãðèíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé c èìåþò â òî÷êå ρ = 0 ïîëþñà îäíîãî ïîðÿäêà. Ñî-
îòâåòñòâåííî (7.16) â âûðàæåíèè (7.10) ôóíêöèÿ d2q(c, d)/[6q(c, d − ν)] çàìåíÿåòñÿ íà
d2G(ρ; c, d)/[2nG(ρ; 0, d)], ãäå ρ � ñëó÷àéíàÿ òî÷êà â D(r), ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé êîòîðîé ðàâíà p0(r, ρ).

Ëåììà 7.1 ñïðàâåäëèâà â n-ìåðíîì ñëó÷àå, òàê êàê ôóíêöèÿ

ψ(z) = (n/2)J(n−2)/2(z)/(z/2)(n−2)/2

ïðåäñòàâèìà â âèäå (7.14) ñ çàìåíîé âåëè÷èí {nπ} íà ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ôóíêöèè
J(n−2)/2 (èçâåñòíî, ÷òî ψ(0) = 1, âñå êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿ âåùåñòâåííû è èõ ìíî-
æåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåçóëüòàòû ïîäðàçä. 7.2.1
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.

7.2. ÐÅØÅÍÈÅ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ

7.2.1. Îöåíêè ðåøåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýô-
ôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ �áëóæäàíèÿ ïî ðåøåòêå� ñ öåëüþ âåðîÿòíîñòíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà è äëÿ ñèñòåìû òàêèõ
óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

∆u+ cu = −g, u
∣∣
Γ

= Ψ, (7.17)

â îáëàñòè D ⊂ Rn ñ ãðàíèöåé Γ, ïðè÷åì c(r) < c∗, ãäå c∗ � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè D, r = (x1, . . . , xn) ∈ D. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè
óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé c, g, Ψ è ãðàíèöû Γ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Â îáëàñòè D ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì h è â êà÷åñòâå îöåíêè ðåøåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è â óçëàõ ñåòêè r = (i1h, . . . , inh) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ðàçíîñòíîé
çàäà÷è

∆hu
h + chuh = −gh â Dh è ahuh = Ψh íà Γh, (7.18)

ãäå ∆h � ñòàíäàðòíûé ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà; Dh � ìíîæåñòâî âíóò-
ðåííèõ óçëîâ ñåòêè; Γh � ìíîæåñòâî óçëîâ, íà êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ; uh � ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Dh ∪ Γh; g

h, ch � çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
g(r), c(r) â óçëàõ ñåòêè; ah � ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îáåñïå÷è-
âàþùàÿ ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà h2; Ψh � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ψ(r̃), ãäå r̃ � îïðåäåëåííûì
îáðàçîì âûáðàííàÿ òî÷êà ãðàíèöû Γ.
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Ñâîéñòâà ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ∆h äëÿ îáëàñòè Dh îò-
ðèöàòåëüíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç −c∗h òî èç íèõ, êîòîðîå èìååò íàèìåíüøóþ àáñîëþòíóþ
âåëè÷èíó. Òîãäà äëÿ ch < c∗h çàäà÷à (7.18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ñèñòåìà (7.18) èìååò âèä

uhi1,i2,...,in =
uhi1−1,i2,...,in

+ . . .+ uhi1,i2,...,in+1

2n− chi1,i2,...,inh
2

+
ghi1,i2,...,inh

2

2n− chi1,i2,...,inh
2
.

Íà ãðàíèöå ñåòî÷íîé îáëàñòè ïîëàãàåì

uhi1,...,in =
εuhi1,...,ik−1,...,in

+ hΨ(r̃)

ε+ h
,

ãäå r̃ � áëèæàéøàÿ ê äàííîìó ãðàíè÷íîìó óçëó òî÷êà ãðàíèöû Γ, ëåæàùàÿ íà ïåðåñå-
÷åíèè Γ è îäíîé èç ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ ñåòêó; uhi1,...,ik−1,...,in

� ñîñåäíèé óçåë, ëåæàùèé
íà ýòîé æå ïðÿìîé; ε � ðàññòîÿíèå îò r̃ äî äàííîãî óçëà. Ýòîò ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäëîæåí â [4].

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

uh = Auh + fh. (7.19)

Ïåðåïèøåì (7.19) â âèäå

uhi = qi

L∑
j=1

piju
h
j + fhi , (7.20)

ãäå i, j = (1, . . . , L) � íîìåðà óçëîâ ñåòêè, ïðè÷åì pij ≥ 0,
∑L

j=1 pij = 1. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ âèäîì ñèñòåìû èìååì: pij = 1/(2n), åñëè i � âíóòðåííèé óçåë, à j � ñîñåäíèé ñ íèì;
pii = 1 äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ, pij = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ
ïîëàãàåì qi = 0; äëÿ âñåõ óçëîâ, íå èìåþùèõ ñîñåäíèì ãðàíè÷íûé óçåë,

qi =
(
1− chi h

2/(2n)
)−1

;

äëÿ ïðåäãðàíè÷íûõ óçëîâ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì

q̃i = qiqε =
(
1− chi h

2/(2n)
)−1 ×

(
1− 1

2n
× ε

ε+ h
×
(
1− chi h

2/(2n)
)−1
)−1

.

Ñâîáîäíûé ýëåìåíò fh îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

fhi =
ghi h

2

2n− chi h
2
ïðè ri ∈ Dh è fhi =

h

ε+ h
Ψ(r̃i) ïðè ri ∈ Γh.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü âàðèàíò, êîãäà âñå ãðàíè÷íûå
óçëû ñåòêè ëåæàò íà èñõîäíîé ãðàíèöå Γ, ò. å. îáëàñòü Dh ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì �êî-

îðäèíàòíûõ� ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì qi =
(
1− chi h

2/(2n)
)−1

,

fhi =
ghi h

2

2n− chi h
2
ïðè ri ∈ Dh è fhi = Ψ(r̃i) ïðè ri ∈ Γh. (7.21)

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: ρ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A; A0 �
ìàòðèöà A ïðè c ≡ 0.
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Ëåììà 7.3. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ρ(A0) ≤ 1− c∗hh
2/(2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

uh =
(
1− ch2/(2n)

)−1
A0 u

h + fh

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ f ïðè ïîñòîÿííîì c, òàêîì, ÷òî −∞ < c < c∗h.
Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ñóáñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû A0 ðåàëèçóåòñÿ íà ïî-
ëîæèòåëüíîì ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè λ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ0 > 1 − c∗hh

2/(2n). Òîãäà
ñóùåñòâóåò c < c∗h, òàêîå, ÷òî 1− ch2/(2n) = λ0. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ c ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå íå äëÿ âñåõ f , ò. å. ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Íà îñíîâå ëåììû 7.3 äëÿ ch < chmax < c∗h ïîëó÷àåì

ρ(A) ≤
(
1− chmaxh

2/(2n)
)−1 (

1− c∗hh
2/(2n)

)
< 1.

Èç òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî (ñì. ðàçä. 4.3) èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (7.20) â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uhi0 = Eξi0 = E
l∑

j=0

(
j−1∏
k=0

qik

)
fhij ,

ãäå i0, i1, . . . , il � íîìåðà óçëîâ ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì δi0 è âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pij; l � ñëó÷àéíûé íîìåð ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ
íà ãðàíèöó ñåòî÷íîé îáëàñòè. Äàííàÿ îöåíêà ðåàëèçóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå
ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (7.19).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíè è òå
æå òðàåêòîðèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ íà÷àëàñü â ñîñòîÿíèè i, åñëè îíà ïîïàäàåò â
íåãî íà êàêîì-òî ýòàïå áëóæäàíèÿ. Ïðè ýòîì, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå âûáèðàòü ðàâ-
íîâåðîÿòíî ïî ãðàíèöå, òî ñðåäíåå ÷èñëî ïîñåùåíèé òî÷åê áóäåò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,
íå çàâèñÿùåé îò íîìåðà óçëà (ñì. äàëåå ëåììó 7.5).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãëîáàëüíîé îöåíêè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7.19) ïîëó÷åí ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öåïè Ìàðêîâà âûáèðàåì ðàâíîìåðíî ïî ãðàíèöå,
çàòåì ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò â áëèæàéøèé âíóòðåííèé óçåë,
ïîñëå ÷åãî ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ îíà ìîæåò ïåðåéòè â ëþáîé èç ñîñåäíèõ óçëîâ.
Öåïü îáðûâàåòñÿ, êîãäà òðàåêòîðèÿ âíîâü îêàæåòñÿ íà ãðàíèöå. Îöåíêà ðåøåíèÿ èìååò
âèä (çäåñü è â äàëüíåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ôîðìóë áóäåì
ïîëàãàòü c ≡ const < c∗h, èíäåêñ h áóäåì îïóñêàòü): ui = Ei

∑l
j=mi

q(j−mi)fij , ãäå ñðåä-
íåå áåðåòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, ïðîøåäøèì ÷åðåç i-é óçåë, mi � ìîìåíò ïåðâîãî â íåãî
ïîïàäàíèÿ. Èçëîæåííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ íàçîâåì �ïðÿìûì ìåòîäîì�.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì ui = (u, δi) = (f, u∗), ãäå
u∗ � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ: u∗ = A∗u∗+δi, à δi � �èíäèêàòîð� óçëà: δi(j) = 1,
åñëè i = j è δi(j) = 0, åñëè i 6= j.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì, äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ui = E
fi0
pi0

l∑
j=0

qjδi(ij),

ãäå i0, . . . , il � íîìåðà óçëîâ òðàåêòîðèè öåïè �áëóæäàíèÿ ïî ðåøåòêå� ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, ðàâíîìåðíûì ïî îáëàñòè, ò. å. pi0 ≡ p = 1/L, ãäå L � ÷èñëî óçëîâ â
îáëàñòè. Äàííûé ñïîñîá îöåíêè ðåøåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü �ñîïðÿæåííûì ìåòîäîì�.
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7.2.2. Îöåíêà äèñïåðñèé ìåòîäîâ. Äëÿ èçó÷åíèÿ äèñïåðñèè �ïðÿìîãî ìåòîäà�
âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (ñì. ïîäðàçä. 4.4)

Eξ2
i0

= E

(
l∑

j=0

qjfij

)2

= E

(
l∑

j=0

q2jfij(2uij − fij)

)
,

ò. å. Eξ2
i = (χ, δi), ãäå χ � ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

χi = fi(2ui − fi) +
L∑
j=1

a2
ij

pij
χj, i = 1, . . . , L.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà. Èç íåðàâåíñòâà

q2(c) =
(
1− ch2/(2n)

)−2 ≤
(
1− 2ch2/(2n)

)−1
= q(2c)

ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà Eξ2
i îãðàíè÷åíà ñâåðõó ðåøåíèåì ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

âèäà (7.19) äëÿ c′ = 2c ñ çàìåíîé f íà |f |, êîòîðîå ïðè h → 0 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c < c∗h/2 äèñïåðñèÿ
�ïðÿìîãî ìåòîäà� ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî h: Dξi ≤ const +O(h2).

Äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè �ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà� âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

Eξ2
i = E

(
fi0
pi0

L∑
j=0

qjδi(ij)

)2

= E

(
fi0
pi0

)2 L∑
j=0

q2jδi(ij)(2u
∗
ij
− δi(ij)) = (χ, δi(2u

∗ − δi)),

ãäå χ � ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

χi =
f 2
i

pi
+

L∑
j=1

a2
ij

pij
χj, i = 1, . . . , L.

Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè c < c∗h/2. Íàïîìíèì, ÷òî pi ≡ p = 1/L = O(hn) è

f 2
i =

(
gih

2

2n− ch2

)2

= O(h2)
h2

2n− ch2
ïðè ri ∈ Dh è f 2

i = (Ψi)
2 ïðè ri ∈ Γh.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè Ψ ≡ 0 è h→ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Dξi ≤ const/hn−2+O(h2), à
ïðè Ψ 6= 0 âûïîëíåíî Dξi ≤ const/hn+O(h2). Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ �ñîïðÿæåííîãî
ìåòîäà� îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O(h−n).

7.2.3. Îöåíêà ðåøåíèÿ â öåëîì. Äëÿ ãëîáàëüíîé îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.17) â
îáëàñòè D ìîæíî îöåíèòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7.18) â óçëàõ ñåòêè è ïîñòðîèòü
ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå ũ(r). Ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü ìåòîäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè-
÷èíîé S = N × t × El, ãäå N � ÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ òðàåêòîðèé, íåîáõîäèìîå äëÿ
äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè, El � ñðåäíÿÿ äëèíà îäíîé òðàåêòîðèè, t � âðåìÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîãî ïåðåõîäà (àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n → ∞ ëèíåéíî ïî n ðàñòóùàÿ
ôóíêöèÿ). Çàìåòèì, ÷òî El =

∑L
j=1 E νj, ãäå Eνj � ñðåäíåå ÷èñëî ïîñåùåíèé òî÷êè

íîìåðà j íà îäíîé òðàåêòîðèè.
Ëåììà 7.4. Åñëè p0 ≡ p = 1/L, ò. å. íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öåïè �áëóæäàíèÿ ïî

ðåøåòêå� âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî ïî îáëàñòè Dh ∪ Γh, òî El = O(h−2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäíåå ÷èñëî ïîñåùåíèé i-ãî óçëà ñåòêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

Eνi = E
l∑

j=0

δi(ij) = E
p0

p0

l∑
j=0

δi(ij) = (u2, δi),
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ãäå u2 � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è

u2 = A0u2 +
1

L
, (7.22)

ò. å. çàäà÷è (7.19) ïðè c ≡ 0 è f ≡ 1/L. C ó÷åòîì ñäåëàííîãî ïåðåä (7.21) ïðåäïîëîæåíèÿ
î ñâîéñòâå �ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîñòè� Dh èìååì L = const×h−n, è ñèñòåìó (7.22) ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó ( u2

hn−2

)
= A0

( u2

hn−2

)
+ const× h2.

Ïðè h → 0 ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà: ∆u = const, u|Γ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Eνi = (u2, δi) = O(hn−2), El =
L∑
i=0

Eνi = O(h−n)×O(hn−2) = O(h−2).

Ëåììà 7.5. Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öåïè Ìàðêîâà âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî
èç ìíîæåñòâà òî÷åê ãðàíèöû, ò. å. pi ≡ 0 â Dh, è pi ≡ L−1

1 = C0h
n−1 íà Γh. Òîãäà:

1) ñðåäíåå ÷èñëî ïîñåùåíèé çàäàííîãî âíóòðåííåãî óçëà ðàâíî C0h
n−1, ò. å. îäèíà-

êîâî äëÿ âñåõ óçëîâ;
2) ñðåäíÿÿ äëèíà òðàåêòîðèè El = O(h−1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû ñðåäíåå ÷èñëî ïîñåùåíèé ðàçíûõ âíóòðåííèõ

óçëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ∆huh = 0, uh|Γh
= C0h

n−1, èç ÷åãî
è ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Äàëåå, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû
2.9, ïîëó÷àåì El =

∑L
i=1 Eνi = O(h−1).

Îöåíèì òåïåðü ñðåäíþþ ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ. Èçâåñòíî [4], ÷òî åñëè u(r) ∈ C4(D),
òî |u(ri)−Eξi| ≤ Ch2 è, ñëåäîâàòåëüíî, |u(r)−Eũ(r)| ≤ Ch2, ãäå ũ(r) � ëèíåéíîå âîñïîë-
íåíèå îöåíêè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ïî N òðàåêòîðèÿì. Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(D): äëÿ �ïðÿìîãî ìåòîäà�

E‖u(r)− ũ(r)‖2
L2
≤
∫
D

Dũ(r) dr +

∫
D

E(u(r)− Eũ(r))2 dr ≤ d1

N1

+ C2h4, (7.23)

äëÿ �ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà�

E‖u(r)− ũ(r)‖2
L2
≤ d2

Nhn
+ C2h4.

Çäåñü êîýôôèöèåíò C îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà îò ðåøåíèÿ; êîýôôèöèåíòû di ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè ãðàíèöàìè äèñïåðñèé îöåíîê,
ðàâíîìåðíî ïî h îãðàíè÷åíû (ñì. âûøå), è îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ c′ = 2c, f ≡ const. Âåëè÷èíà N1 åñòü ñðåäíåå ÷èñëî òðàåêòîðèé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäèí óçåë. ßñíî, ÷òî N1 = N × Eν

(1)
i , ãäå Eν

(1)
i � ñðåäíåå ÷èñëî ïåð-

âûõ ïîñåùåíèé i-ãî óçëà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ õîòÿ
áû ðàç ïðîéäåò ÷åðåç äàííûé óçåë.

Ëåììà 7.6. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Eν
(1)
i ≥ (1 − Fn)Eνi, ãäå Fn � âåðîÿòíîñòü

âîçâðàòà òðàåêòîðèè â ôèêñèðîâàííûé óçåë ïîñëå ñòàðòà èç íåãî íà áåñêîíå÷íîé ðå-
øåòêå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîEνi =
Eν

(1)
i /(1−Fn). Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå òðàåêòîðèÿ ïîãëîùàåòñÿ, òî äëÿ îãðàíè÷åííîé ðå-

øåòêè âåðîÿòíîñòü âîçâðàòà ìåíüøå Fn.
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ßñíî, ÷òî åñëè ïîëîæåíèå i-ãî óçëà ôèêñèðîâàííî è h → 0, òî Eν
(1)
i � (1 − Fn)Eνi,

è ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ óçëîâ, íå ëåæàùèõ
â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå èçâåñòíîé
òåîðåìû Ïàáà Fi < 1 äëÿ n > 2, ïðè÷åì f ≈ 0.35 ïðè n = 3.

Èç ëåììû 7.6 âî âñÿêîì ñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî

N1 = N Eν
(1)
i ≥ (1− Fn)N Eνi � Nhn−1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7.23) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè �ïðÿìîãî
ìåòîäà�:

E‖u(r)− ũ(r)‖2
L2
≤ d1

Nhn−1
+ C2h4.

Ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ïîãðåøíîñòè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ, íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå, åñëè u(r) � äîñòàòî÷-
íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (7.17) ñèñòåìîé (7.18) èìååò
ïîðÿäîê h2, ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (7.18), ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè òîëü-
êî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.17), â òî âðåìÿ êàê èñïîëüçîâàíèå òåîðåì
âëîæåíèÿ òðåáóåò îöåíîê ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè òðóäîåìêîñòè â ñìûñëå íåîáõîäèìîãî ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè δ äëÿ �ïðÿìîãî ìåòîäà� èìååò âèä

S = N × t× El→ min
N,h

,
d1

Nhn−1
+ C2h4 = δ2.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåì:

h∗ =

(
n

C2(4 + n)

)1/4

δ1/2, N∗ =

(
C2(4 + n)

n

)(n−1)/4
d1(4 + n)

4
δ−(n+3)/2,

S∗ =

(
C2(4 + n)

n

)n/4
td1(4 + n)

4
δ−n/2−2.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ �ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà� â îáùåì ñëó÷àå òàêîâû:

h∗ =

(
n+ 2

C2(6 + n)

)1/4

δ1/2, N∗ =

(
C2(6 + n)

n+ 2

)n/4
d2(6 + n)

4
δ−(n+4)/2,

S∗ =

(
C2(6 + n)

n+ 2

)(n+2)/4
td2(6 + n)

4
δ−n/2−3,

à äëÿ Ψ ≡ 0

h∗ =

(
n

C2(4 + n)

)1/4

δ1/2, N∗ =

(
C2(4 + n)

n

)(n−2)/4
d2(4 + n)

4
δ−(n+2)/2,

S∗ =

(
C2(4 + n)

n

)n/4
td2(4 + n)

4
δ−n/2−2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçóëüòàòû ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. �Ïðÿìûì� è �ñîïðÿæåííûì�
ìåòîäîì ðåøàëàñü çàäà÷à Äèðèõëå â êóáå 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n, äëÿ óðàâíåíèÿ

∆u+ cu = 0, u|Γ = cos
(
x1

√
c/n
)
× . . .× cos

(
xn
√
c/n
)
.
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Òî÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä u(r) = cos
(
x1

√
c/n
)
× . . . × cos

(
xn
√
c/n
)
. Ðåøåíèå îöå-

íèâàëîñü â óçëàõ ðåøåòêè âäîëü ïðÿìîé ëèíèè x2 = x3 = . . . = xn, x1 ∈ [0, 1]. Ïðè
ðåàëèçàöèè �ïðÿìîãî ìåòîäà� èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì: âäîëü òðàåêòîðèè
çàïîìèíàëèñü íîìåðà ïðîõîäèìûõ óçëîâ, à ïðè âûõîäå íà ãðàíèöó îñóùåñòâëÿëñÿ îá-
ðàòíûé ïðîõîä âäîëü òðàåêòîðèè è ñóììèðîâàíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè. Ïðè
ðåàëèçàöèè �ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà� ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïåðâîì ïðîõîäå.
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà îäèí ïåðåõîä â öåïè áëóæäàíèÿ ïðè ðåà-
ëèçàöèè �ïðÿìîãî ìåòîäà� íåñêîëüêî âûøå, ÷åì â �ñîïðÿæåííîì� ìåòîäå, ÷òî, îäíàêî,
íèêàê íå îòðàæàåòñÿ íà ïîðÿäêå îöåíêè òðóäîåìêîñòè ïðè δ → 0. Â òàáë. 7.1 ïðèâåäå-
íû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ h = 0.01, N = 106. Çäåñü σ1, σ2 � îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî óêëîíåíèÿ �ïðÿìîãî� è �ñîïðÿæåííîãî� ìåòîäîâ ñîîòâåòñòâåííî;
sig1, sig2 � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè; T1, T2 �
âðåìÿ ñ÷åòà â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ.

Ðàñ÷åòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî �ïðÿìîé ìåòîä� îáëàäàåò ìåíüøåé äèñïåðñèåé îöåíêè è
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì �ñîïðÿæåííûé�, äàæå ïðè íåâûñîêèõ òðåáîâàíèÿõ ê
òî÷íîñòè îöåíîê.

Òàáëèöà 7.1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ �ïðÿìûì� è �ñîïðÿæåííûì� ìåòîäàìè

n c σ1 sig1 σ2 sig2 T1 T2

3 15 0.021 0.030 0.193 2.975 415 322
4 20 0.017 0.025 0.247 2.207 532 346
6 25 0.084 0.076 0.9102 1.130 635 395

Îòìåòèì, ÷òî ïðè c = const èñïîëüçóåìûå âåñà ïðîñòî m-êðàòíî äèôôåðåíöèðó-
þòñÿ ïî c; íåñìåùåííîñòü è êîíå÷íîñòü äèñïåðñèé, ïîëó÷àåìûõ íà ýòîé îñíîâå îöåíîê
ïðîèçâîäíûõ uhm, íàïðèìåð äëÿ çàäà÷è

∆hu
h + cuh = 0, uh|Γ ≡ 1,

ëåãêî îáîñíîâûâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

muhm−1/u
h
m → c∗h − c

äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Èçâåñòíî òàê-
æå, ÷òî ôóíêöèè uhm äàþò ðåøåíèå çàäà÷è Ðèêüå äëÿ ðàçíîñòíîãî ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

Äîñòàòî÷íî ÿñíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû è ïîëó÷åííûå âûâîäû áåç ïðèíöè-
ïèàëüíûõ èçìåíåíèé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ðåøåíèå ñèñòåì ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∆ui(r) +
m∑
j=1

cij(r)uj(r) = −gi(r), ui(r)|Γ = ψi(r), (7.24)

ãäå i = 1, . . . ,m. Ïðè ýòîì îñîáåííî ýôôåêòèâíûì ìîæåò áûòü âåêòîðíûé àëãîðèòì, â
êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íûé âåñ, äîìíîæàåìûé ïîñëå êàæäîãî ïåðåõîäà íà ìàò-
ðè÷íûé ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿåìûé ïî àíàëîãèè ñ qi ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû. Âåê-
òîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7.24) �ïðÿìûì ìåòîäîì� â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

~ui0 = E~ξi0 = E
l∑

j=0

(
j−1∏
k=0

Qik

)
~fij ,
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ãäå Qs = (E − (h2/(2n))Cs)
−1 � ìàòðè÷íûé âåñ; Cs = {cij(rs)} � ìàòðèöà çíà÷åíèé

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (7.24) â s-ì óçëå;

~fs = h2(2nE − h2C)−1~gs ïðè r ∈ Dh è ~fs = ~Ψs ïðè r ∈ Γh.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îöåíêà �ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà�:

~ui = E~ξi = E
~fi0
pi0

l∑
j=0

(
j−1∏
k=0

Qik

)
δi(ij).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (h2/(2n))‖C(r)‖ < 1 äëÿ âñåõ r ∈ D,
êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò îöåíêó ‖Q‖ ≤ 1/(1−h2/(2n))‖C‖. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ ‖C(r)‖ < c∗h ∀ r ∈ D ïîëó÷åííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ è îöåíêè ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ íà âåêòîðíûé ñëó÷àé.

Åñëè îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû (E − (h2/(2n))C)
−1

çàòðóäíèòåëüíî, òî åãî
ìîæíî ðàíäîìèçèðîâàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìàò-
ðè÷íîé ïðîãðåññèè, ò. å. çàìåíÿòü ìàòðè÷íûé âåñ Q åãî íåçàâèñèìîé ñëó÷àéíîé íåñìå-
ùåííîé îöåíêîé Q̃.

7.3. ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ È ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì k-ìåðíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Lu+ cu+ g ≡ 1

2

k∑
i,j=1

bij(r)
∂2u

∂yi∂yj
+

k∑
i=1

vi(r)
∂u

∂yi
+ cu+ g = 0, u

∣∣
Γ

= ψ (7.25)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñâÿçíîé è êóñî÷íî-
ãëàäêîé. Áóäåì ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ôóíêöèè bij, vi, c è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëü-
äåðà â Ω, ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà íà Γ, à B(r) = (bij(r))i,j=1,...,k � ðàâíîìåðíî ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà â Ω. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî c(r) < c∗, ãäå −c∗ � ïåðâîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà L â Ω. Äàëåå áóäåò óêàçàíî, êàê ïîñòðîåííûå àëãîðèò-
ìû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ïàðáîëè÷åñêîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè.

Äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó L èç (7.25) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèñòå-
ìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ) â ñìûñëå Èòî, èñõîäíàÿ èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìà êîòîðîé èìååò âèä:

ξt = ξ0 +

∫ t

0

v(ξl) dl +

∫ t

0

σ(ξl) dw(l), (7.26)

ãäå ξt ∈ Rk, σ(r) � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà äèôôóçèè, îïðåäåëÿåìàÿ ðàçëîæåíèåì
Õîëåññêîãî: B = σ(r)σT (r) (ñì. ïîäðàçä. 1.10.4), à w(t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé
ïðîöåññ. Èçâåñòíî [1] âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ (7.25) â òî÷êå r0:

u(r0) = E

 τ∫
0

exp

(∫ t

0

c(ξl) dl

)
g(ξt) dt+ ψ(ξτ ) exp

(∫ τ

0

c(ξl) dl

) , (7.27)

ãäå ξt � ðåøåíèå ñèñòåìû (7.26) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ0 = r0, τ � ìîìåíò ïåðâîãî
âûõîäà òðàåêòîðèè ξt èç Ω. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (7.26) â ñìûñëå Èòî ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòü ñõåìó Ýéëåðà ñ
ïîñòîÿííûì øàãîì h:

rn+1 = rn + hv(rn) +
√
hσ(rn)ηn, n = 0, 1, . . . , N
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(ñì. òàêæå ôîðìóëó (2.24) è àëãîðèòì 2.6), ãäå rn � ÷èñëåííàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ (7.26)
â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè {nh}, à {ηn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ ìåæäó ñîáîé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ íåçàâèñèìûìè ñòàíäàðòíûìè ãàóññîâñêèìè
êîìïîíåíòàìè. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ïîëàãàòü
c ≡ 0. Ïåðåõîä ê âàðèàíòó ñ c 6≡ 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âåñà
ñîîòâåòñòâåííî (7.27).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû Ýéëåðà èíòåãðàëû â ñîîòíîøåíèè (7.27) îöåíèâàþòñÿ ïî
ôîðìóëå Ñèìïñîíà ñ øàãîì h. Çíà÷åíèå τ îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî âîñïîëíå-
íèÿ òðàåêòîðèè â ïåðâîì èç âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäó èç îáëà-
ñòè Ω: ξNh ∈ Ω, ξ(N+1)h /∈ Ω. Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (7.27) çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåå

ïðèáëèæåííîå: ũ = Eζ̃. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî ïî-
ðÿäîê O(h1/2) äåòåðìèíèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè, ò. å. |u−ũ| = O(h1/2), à ñðåäíèå çàòðàòû
íà ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O(h−1).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè c ≤ 0, òî Dζ̃ ≤ c < ∞. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ζ̃M îöåíêó
âåëè÷èíû ũ ïî M íåçàâèñèìûì èñïûòàíèÿì ïîëó÷àåì

E(u− ζ̃M)2 = (u− ũ)2 +
Dζ̃

M
= O1(h) +O2(M

−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ çäåñü ÷èñëî èñïûòàíèé M = O(h−1), à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðóäîåìêîñòü èìååò ïîðÿäîê O(γ−4), ãäå γ � òðåáóåìàÿ ïîãðåøíîñòü
(ñì. ïîäðàçä. 5.3.7). Â ñëó÷àå |u− ũ| = O(h) òðóäîåìêîñòü èìååò ïîðÿäîê O(γ3).

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè (ïðè h→ 0) âìåñòî ñõåìû Ýéëåðà âáëèçè ãðà-
íèöû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó, â êîòîðîé ìîäåëèðóþòñÿ �ïðûæêè� ôèêñèðîâàííîé
ìàëîé äëèíû:

rn+1 = rn + hv(rn) +
√
khσ(rn)νn, n = 1, 2, . . . ,

ãäå {νn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíî-
ñòè åäèíè÷íîé ñôåðû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Ýòà ñõåìà ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è îáåñïå÷èâàåò ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè O(h) îöåíêè ôóíêöè-
îíàëîâ, âûðàæàþùèõ u(r0) (7.27) â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà. Îòìåòèì,
÷òî ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ôóíêöèîíàëîâ Ef

(
ξmin(t,τ)

)
, ñâÿçàííûõ ñ

ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî ó÷èòûâàòü ñìåøàííûå êðàåâûå
óñëîâèÿ, èñïîëüçóÿ �îòñêîê� îò ãðàíèöû.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (f, u) =
(g, u∗). Çäåñü f � íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé â Ω, à u∗ � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî �ïðÿìîãî� äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ

1

2

k∑
i,j=1

∂

∂yi

(
bij(r)

∂u∗

∂yj

)
−

k∑
i=1

∂

∂yi
(ei(r)u

∗) + f(r) = 0, ãäå ei = vi −
1

2

k∑
j=1

∂bij
∂yj

.

Íà ýòîé îñíîâå ìîæíî îöåíèâàòü ôóíêöèîíàëû îò u∗. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ âåñà g
ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ëîêàëüíûì íîñèòåëåì, ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèâàòü êîíöåíòðà-
öèþ u∗ äèôôóíäèðóþùèõ ÷àñòèö. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè u∗ ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëó÷àå
îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ �ïðÿìîãî� óðàâíåíèÿ ê âèäó (7.25).

7.4. ÎÖÅÍÊÀ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÎÒ ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈÈ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ
ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

227



Çäåñü ïîñòðîåí áîëåå îáùèé ñïîñîá îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ (g, u∗). Ðàññìîòðèì n-
ìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ξt â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn (ñì., íàïðèìåð, [1]),
â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èñòî÷íèê äèôôóíäèðóþùèõ �÷àñòèö�,
ò. å. òðàåêòîðèé ïðîöåññà, ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,
÷òî â îáëàñòè Ω ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå ÷àñòèö ñî ñêîðîñòüþ c(x) ≥ 0, íåïðåðûâíîé ïî
Ãåëüäåðó â Ω, ò. å. âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ èç òî÷êè x, çà âðåìÿ
∆t çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Pc(∆t) = c(x)∆t+ o(∆t). (7.28)

Ïîëàãàåì, ÷òî íà ãðàíèöå ∂Ω ÷àñòèöû ïîãëîùàþòñÿ. Ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìûõ îáëà-
ñòåé ïðåäïîëàãàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Åñëè F (V, t) � ÷èñëî ÷àñòèö â ïîäîáëàñòè V ⊂ Ω â ìîìåíò âðåìåíè t, òî F (V, t) �
íåîòðèöàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïîäîáëàñòè V . Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî V
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ òî÷êè u∗(x, t) è íàçûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèåé:

u∗(x, t) = lim
V→x

F (V, t)

|V |
≥ 0.

Èç îáùåé òåîðèè àääèòèâíûõ ôóíêöèé îáëàñòè ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîèçâîëü-
íîé ïîäîáëàñòè V âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F (V, t) =

∫
V

u∗(x, t) dx. (7.29)

×åðåç IV (x) äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü èíäèêàòîð îáëàñòè V : IV (x) = 1 ïðè x ∈ V
è IV (x) = 0 ïðè x 6∈ V . Ôóíêöèþ F (V, t) ìîæíî ñòàòèñòè÷åñêè îöåíèâàòü ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íîðìèðîâàííîãî èñòî÷íèêà, ò. å. ïðè∫ T

0

∫
Ω
f(x, t) dx dt = 1, âåðíî ñîîòíîøåíèå

F (V, t) = E IV (ξt). (7.30)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

(u∗, g) = JTg =

∫ T

0

dt

∫
D

u∗(x, t)g(x) dx,

ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ ïîäîáëàñòü Ω, g ∈ C1(D); áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî g = 0 â Ω \D.
Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü ηg =

∫ min(T,τ)

0
g(ξt) dt, ãäå τ � ìîìåíò ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèöû.

Òîãäà JTg = Eηg.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ηg ñóùåñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ïîñêîëüêó

òðàåêòîðèè ïðîöåññà ξt ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-
÷àé g ≥ 0 ïðè íîðìèðîâàííîì èñòî÷íèêå. Ðàçîáüåì îáëàñòü D ñåòêîé íà ïîäîáëàñòè:
D = ∪Ki=1Vi. Îáîçíà÷èì |Vi| = diamVi è ïîëàãàåì, ÷òî max |Vi| → 0 ïðè K → ∞. Ïóñòü
òàêæå

0 = t0 < . . . < tM = T, ∆tk = tk+1 − tk, ∆t = max ∆tk,

ïðè÷åì ∆t → 0 ïðè M →∞. Òîãäà

JTg = lim
M→∞

M∑
k=1

[
lim
K→∞

K∑
i=1

g(xi)

∫
Vi

u∗(x, tk) dx

]
∆tk, (7.31)
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ãäå xi � ëþáàÿ òî÷êà èç Vi. Èç ðàâåíñòâ (7.29) è (7.30) ñëåäóåò:
∫
Vi
u∗(x, tk) dx = EIVi

(ξtk).

Â êà÷åñòâå xi = x
(k)
i ∈ Vi ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(x
(k)
i )EIVi

(ξtk) = Eg(ξtk)IVi
(ξtk).

Òî÷êà x
(k)
i ñóùåñòâóåò â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g. Âûðàæåíèå (7.31) òåïåðü ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
M→∞

M∑
k=1

(
lim
K→∞

E

[
g(ξtk)

K∑
i=1

IVi
(ξtk)

])
∆tk =

= lim
M→∞

M∑
k=1

Eg(ξtk)∆tk =

∫ T

0

Eg(ξt) dt = E

∫ min(T,τ)

0

g(ξt) dt. (7.32)

Èñïîëüçîâàííàÿ â (7.32) ïåðåñòàíîâêà îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è îñðåäíåíèÿ äîïóñòè-
ìà, òàê êàê g ≥ 0. Åñëè ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, òî èñïîëüçîâàííàÿ
ïåðåñòàíîâêà îïåðàöèé âñå æå äîïóñòèìà è (7.32) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó êîíå÷íîñòè âåëè-
÷èíû JT|g|. Ïåðåõîä ê íåíîðìèðîâàííîìó èñòî÷íèêó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ

âåëè÷èíû JTg íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó.
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.4 ñîîòâåòñòâóåò òîìó ôàêòó, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé òðàåê-

òîðèè ξt êîíöåíòðàöèÿ ôîðìàëüíî ðàâíà δ(x− ξt).
Òåîðåìà 7.5. Åñëè òðàåêòîðèè ξt ìîäåëèðóþòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîé ñðåäå áåç

ïîãëîùåíèÿ, à �ôèçè÷åñêàÿ� ñêîðîñòü ïîãëîùåíèÿ c(x) ≥ 0, òî∫ T

0

dt

∫
D

u∗(x, t)g(x) dx = E

∫ min(T,τ)

0

g(ξt) exp

(
−
∫ t

0

c(ξs) ds

)
dt, (7.33)

ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η̃g =

∫ min(T,τ)

0

g(ξt) exp

(
−
∫ t

0

c(ξs) ds

)
dt (7.34)

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ôóíêöèîíàëà JTg .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (7.28) âåðîÿòíîñòü íåïîãëîùåíèÿ â òî÷êå x çà ïðîìåæó-

òîê âðåìåíè ∆t ðàâíà âåëè÷èíå 1−c(x)∆t+o(∆t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ó÷åòà ïîãëîùåíèÿ
èíòåãðàëüíóþ ñóììó ηMg =

∑M
k=1 g(ξtk)∆tk ñëåäóåò çàìåíèòü íà η̃

M
g =

∑M
k=1 g(ξtk)Qk∆tk,

ãäå âåñà Qk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Q0≡1, Qk = Qk−1[1− c(ξtk)∆tk + o(∆t)]=
k∏
i=1

[1− c(ξti)∆ti + o(∆t)].

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì, ëîãàðèôìèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è óñòðåìëÿÿ ∆t ê íóëþ,
ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (7.34).

Âåëè÷èíû ηg è η̃g áóäåì íàçûâàòü îöåíêàìè �ïî âðåìåíè�. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå
g ≥ 0 îöåíêó ηg ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ïðîñòûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ àääèòèâíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââîäèòñÿ
äîïîëíèòåëüíîå ôèêòèâíîå ïîãëîùåíèå ñî ñêîðîñòüþ g(x), òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ÷èñëà ôèêòèâíûõ ïîãëîùåíèé, ïðè ôèêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ξt,
â ýëåìåíòàðíîì èíòåðâàëå âðåìåíè (t, t + dt) ðàâíî g(ξt) dt; ñóììà òàêèõ âåëè÷èí ïî
âñåì ýëåìåíòàðíûì èíòåðâàëàì è äàåò ηg. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè
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ïîãëîùåíèÿ, ïîëíîå ÷èñëî ôèêòèâíûõ ïîãëîùåíèé ðàâíî (u∗, g), ÷òî è ïîäòâåðæäàåò
ðàâåíñòâî Eηg = (u∗, g). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå g(x) = c(x) ôóíêöèîíàë JTg ðàâåí
÷èñëó ÷àñòèö, ïîãëîùåííûõ â îáëàñòè D.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé T = +∞. Äëÿ ýòîãî â ðàâåíñòâå (7.33) óñòðåìèì T ê
áåñêîíå÷íîñòè, çàìåíÿÿ min(T, τ) íà τ . Ïóñòü ñíà÷àëà g ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
äâå ìîíîòîííî íåóáûâàþùèå ôóíêöèè àðãóìåíòà T , êîòîðûå ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî T . Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïðåäåëû òàêæå ðàâíû, ò. å.

Jg ≡
∫ ∞

0

dt

∫
D

u∗(x, t)g(x) dx = E

∫ τ

0

g(ξt) exp

(∫ t

0

c(ξs) ds

)
dt. (7.35)

Â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè g, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ J|g|, ðàâåíñòâî (7.35)
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì äàëåå âîïðîñ î êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηg è η̃g. Ïóñòü
H = maxx∈D |g(x)|, ïðè÷åì H < ∞, òàê êàê g ∈ C1(D). Â ñëó÷àå T < ∞ äèñïåðñèÿ
ηg îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó Eη2

g ≤ H2T 2 < +∞. Â ñëó÷àå T = +∞ ïðè c(x) ≥ c > 0
äèñïåðñèÿ η̃g òîæå êîíå÷íà, ïîñêîëüêó

Eη̃2
g ≤ H2E

(∫ τ

0

e−ct dt

)2

≤ H2

c2
< +∞.

Ïóñòü òåïåðü c ≡ 0. Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ äëÿ âèíå-
ðîâñêîãî ïðîöåññà â øàðå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì. Èç ýòîãî î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñëåäóåò, ÷òî Eτ 2 < +∞ äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. ßñíî,
÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî ñíîñà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ξt è îáëàñòè Ω òàêîâû, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Eτ 2 < +∞. Â ýòèõ óñëîâèÿõ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû η̃g êîíå÷íà è
ïðè c(x) ≡ 0. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû Ýéëåðà äëÿ ðåàëèçàöèè
�îöåíêè ïî âðåìåíè� äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü áëèçêîé ê O(∆t),
åñëè ïîäîáëàñòü V îòäåëåíà îò ãðàíèöû ∂Ω.

Ïîñòðîåííûé ìåòîä îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ (g, u∗) ïðèìåíèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðå-
ðûâíîãî ïðîöåññà ξt, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòîò ìåòîä äàåò íåñìåùåííóþ îöåíêó ôóíêöèîíàëîâ îò êîíöåíòðàöèè �ýéëåðîâ-
ñêèõ� òðàåêòîðèé.

7.5. ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÅÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÈÌÅÒÎÄÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÏÎËÈÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

7.5.1. Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ãåëüìãîëüöà â îáëàñòè D ⊂ Rn ñ ãðàíèöåé Γ:

(∆ + c+ λ)u = −g, u
∣∣
Γ

= ϕ. (7.36)

Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ôóíêöèè g, c óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ Ã¼ëüäåðà â D, D - îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé
Γ, ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà Γ, c+ λ < c∗, ãäå −c∗ � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè D. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ
äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî çàâèñèò îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà λ â èíòåðâàëå |λ| < λ0, ïðè÷¼ì
c + λ0 < c∗. Ýòè óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è, ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè, â òîì ÷èñëå, è ïîñëå çàìåíû âñåõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èõ ìîäóëè.
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Èçâåñòíî [1], ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.36), òî ïðè âû-
ïîëíåíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïîäðàçä. 7.5.1 óñëîâèé äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå

u(x) = E

[∫ τ

0

eλt+s(t;c) g(ξt) dt+ eλτ+s(τ ;c) ϕ(ξτ )

]
, s(t; c) =

∫ t

0

c(ξt′) dt
′, (7.37)

ãäå ξt � íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå x ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó Ëàïëàñà äèôôóçèîííûé
ïðîöåññ, τ � ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè D. Äàëåå àðãóìåíò x áóäåò
îïóñêàòüñÿ.

7.5.2. Òðåáóåìîå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùóþ çà-
äà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà: {

(∆ + c)p+1u = −g,
(∆ + c)ku|Γ = ϕk, k = 0, . . . , p.

(7.38)

Ëåììà 7.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïîäðàçä. 7.5.1, è u �
ðåøåíèå çàäà÷è (7.38). Òîãäà u = Eζp, ãäå

ζp = (−1)p
∫ τ

0

tp

p!
es(t;c)g(ξt) dt+

p∑
l=0

(−1)l

l!
es(τ ;c) τ l ϕl(ξτ ). (7.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (7.38) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå çàäà÷{
(∆ + c)pu = w,
(∆ + c)ku|Γ = ϕk, k = 0, . . . , p− 1;

{
(∆ + c)w = −g,
w|Γ = ϕp.

(7.40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.39), äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè èç (7.40) ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî:

u = E

[
(−1)p

∫ τ

0

tp−1

(p− 1)!
es(t;c)w(ξt) dt+

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
es(τ ;c) τ l ϕl(ξτ )

]
. (7.41)

Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå (7.37) äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è èç (7.40) è
òåîðåìó Ôóáèíè, ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (7.41) â ñëåäóþùåì âèäå:

u = E

{
(−1)p

∫ τ

0

tp−1

(p− 1)!
es(t;c)

[∫ τ

t

es(t1;c)−s(t;c)) g(ξt1) dt1+

+es(τ ;c)−s(t;c) ϕ(ξτ )

]
dt+

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
es(τ ;c) τ l ϕl(ξτ )

}
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

u = E

[
(−1)p

tp

p!

∫ τ

t

es(t1;c) g(ξt1) dt1

∣∣∣t=τ
t=0

+ (−1)p
∫ τ

0

tp

p!
es(t;c) g(ξt) dt+

+

p∑
l=0

(−1)l

l!
es(τ ;c) τ l ϕl(ξτ )

]
= E

[
(−1)p

∫ τ

0

tp

p!
es(t;c) g(ξt) dt+

p∑
l=0

(−1)l

l!
es(τ ;c) τ l ϕl(ξτ )

]
.

Òàêèì îáðàçîì, c ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî p ëåììà äîêàçàíà.
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7.5.3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâîñòü ïå-
ðåñòàíîâêè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó λ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñî-
îòíîøåíèå äëÿ p-êðàòíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà (7.36):

(∆ + c+ λ)u(p) = −pu(p−1), u(p)
∣∣
Γ

= ϕ(p), p = 1, 2, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p-êðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó λ ïðè
λ = 0 îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.36) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïîëè-
ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ{

(∆ + c)p+1u(p) = (−1)p+1p!g,

(∆ + c)ku(p)|Γ = (−1)k p!
(p−k)!ϕ

(p−k), k = 0, . . . , p.
(7.42)

Ëåììà 7.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïîäðàçä. 7.5.1, è c < c∗.
Òîãäà

∂pu

∂pλ

∣∣∣∣∣
λ=0

= u(p) = E

[∫ τ

0

tp es(t;c) g(ξt) dt+

p∑
l=0

τ p−l es(τ ;c)C l
p

∂lϕ(ξτ )

∂lλ

]
. (7.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðàâèëà Ëåéáíèöà âåðíî òîæäåñòâî

∂p

∂pλ
[eλτ+s(τ ;c)ϕ(ξτ )] =

p∑
l=0

τ p−leλτ+s(τ ;c)C l
p

∂lϕ(ξτ )

∂lλ
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (7.37), ìîæíî âíîñèòü ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó λ ïîä çíàê
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òàê êàê â èíòåðâàëå |λ| < λ′ < λ0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ìàæîðèðîâàíèå

∣∣tp eλt+s(t;c)g(ξt)∣∣ ≤ C1e
λ0t+s(t;c) |g(ξt)|,

∣∣∣∣∣
p∑
l=0

τ p−leλτ+s(τ ;c)C l
p

∂lϕ(ξτ )

∂lλ

∣∣∣∣∣ ≤ C2e
λ0τ+s(τ ;c).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ìàæîðàíòàì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíå÷íî, òàê êàê îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ: g1 = C1|g|, ϕ = C2, c+ λ = c+ λ0.

Òåîðåìà 7.7. Â óñëîâèÿõ ëåììû 7.6 ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ p-îé ñòåïåíè
îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.36) ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè

ϕ =

p∑
k=0

(−1)kλp−k

p!
ϕk, g1 =

(−1)p

p!
g (7.44)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7.38).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííûõ ðàâåíñòâàìè (7.44) ôóíêöèé ϕ, g1 çàäà÷à (7.42)

ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (7.38) è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (7.39) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíè-
åì, íàõîäÿùèìñÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â (7.43). Ýòî äîêàçûâàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû è òåì ñàìûì äîïóñòèìîñòü ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ñ ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó λ.

Òåîðåìà 7.7 ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.38) íà "áëóæäàíèÿõ ïî ñôåðàì è ðåøåòêå"ïóòåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñî ñïåöèàëü-
íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
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Òåîðåìà 7.8. Åñëè c < c0 < c∗/2, òî äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζp êîíå÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

E

[∫ τ

0

(1× tp es(t;c) g(ξt)) dt

]2

≤ E

[(∫ τ

0

t2p es(t;2c) g2(ξt) dt

)(∫ τ

0

1 dt

)]
=

= E

[
τ

∫ τ

0

t2p es(t;2c) g2(ξt) dt

]
< C1 E

∫ τ

0

e(2c0+ε)t dt <∞,

E[τ p es(τ ;c) ϕ(ξτ )]
2 < C2 Ee(2c0+ε)τ <∞, ε > 0, 2c0 + ε < c∗.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ìàæîðèðîâàíèå ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñî ñëåäóþùèìè ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ: g = −C1, ϕ = C2, c = 2c0 + ε.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê ïî ñõåìå Ýé-

ëåðà ïðè p = 1 ñîõðàíÿåòñÿ ïîðÿäîê äåòåðìèíèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè O
(√

∆t
)
. Ýòî

ìîæíî îáúÿñíèòü äåòåðìèíèðîâàííîñòüþ äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ.
Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ çàäà÷è

Lu+ cu = 0, u
∣∣
∂Ω

= 1,

ðåàëèçóåò èòåðàöèè ðåçîëüâåíòíîãî îïåðàòîðà [L + c]−1 ïðè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ u(1) èìååì

Lu(1) + cu(1) = −u, u(1)
∣∣
∂Ω

= 0.

Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïîëó÷èì

Lu(m) + cu(m) = −mu(m−1), u(m)
∣∣
∂Ω

= 0, m = 1, 2, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

mu(m−1)(x)

u(m)(x)
→ c∗ − c ïðè m→∞ ∀x ∈ Ω,

ãäå (−c∗) � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà L äëÿ îáëàñòè Ω.
7.5.4. Àëãîðèòìû �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì�. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
∆u+ cu = −g, u

∣∣
Γ

= ϕ, (7.45)

â îáëàñòè D ⊂ Rn ñ ãðàíèöåé Γ, ïðè÷åì c < c∗, ãäå −c∗ � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî
îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè D, r = (x1, . . . , xn) ∈ D.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñôîðìóëèðîâàííûå â ïîäðàçä. 7.5.1 óñëîâèÿ ðåãó-
ëÿðíîñòè ôóíêöèé g, ϕ è ãðàíèöû Γ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.45), à òàêæå åãî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå è èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ øàðîâîé ôóíêöèè Ãðèíà.

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûì ïðî-
öåññîì �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì� â îáëàñòè D (ñì. ïîäðàçä. 7.1.6).

Äëÿ ñëó÷àÿ c = const < c∗ âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.45) èìååò
âèä

u(r0) = E

∫ τ

0

ect g(ξ(t)) dt+ E[ecτϕ(ξ(τ))],
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ãäå ξ(t) � íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå r0 ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó Ëàïëàñà äèôôóçè-
îííûé ïðîöåññ, τ � ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè D. Íà îñíîâå ñòðîãî
ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïðîöåññà îòñþäà èìååì

u(r0) = Eζ = E
∞∑
i=0

∫ τi+1

τi

ect g(ξ(t)) dt+ E

[
ϕ(ξ(τ))

∞∏
i=0

ec(τi+1−τi)

]
=

=
∞∑
i=0

E

[
ecτi
∫ τi+1−τi

0

ect g(ξ(t+ τi)) dt

]
+ E

[
ϕ(ξ(τ))

∞∏
i=0

ec(τi+1−τi)

]
,

ãäå τi � ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà ξ(t) íà ïîâåðõíîñòü i-é ñôåðû ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì {rm}. Ïóñòü N = min{m : rm ∈ Γε}. Èñïîëüçóÿ ïîâòîðíîå
îñðåäíåíèå, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è (7.45) â öåíòðå n-ìåðíîãî øàðà, è óêà-
çàííîå âî ââåäåíèè ìàðòèíãàëüíîå ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íåòðóäíî
äàëåå ïîëó÷èòü, ÷òî u(r0) = Eηε, ãäå

ηε =
N∑
i=0

[
i−1∏
j=0

s(c, dj)

]∫
D(ri)

G(ρ; c, di) g(ρ) dρ+

[
N−1∏
j=0

s(c, dj)

]
u(rN). (7.46)

Çäåñü dj = d(rj), D(ri) � øàð ðàäèóñà di ñ öåíòðîì â òî÷êå ri,

s(c, d) =
(d
√
c/2)(n−2)/2

Γ(n/2)J(n−2)/2(d
√
c)
, (7.47)

G(ρ; c, d) =


Knz

(2−n)/2
[
J(2−n)/2(z

√
c)− J(n−2)/2(z

√
c)

J(2−n)/2(d
√
c)

J(n−2)/2(d
√
c)

]
, n = 2k + 1

Knz
(2−n)/2

[
N(n−2)/2(z

√
c)− J(n−2)/2(z

√
c)
N(n−2)/2(d

√
c)

J(n−2)/2(d
√
c)

]
, n = 2k,

(7.48)

Kn =



[
(
√
c/2)(n−2)/2Γ((2− n)/2 + 1)

]
/ [ωn(n− 2)] , n = 2k + 1

(
√
c/2)(n−2)/2/ [ωn(n− 2)(k − 1)!] , n = 2k (n > 2)

−1/4 n = 2,

(7.49)

z = |ρ − r|, ωn = 2(
√
π)n/Γ(n/2) � "ïëîùàäü"ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé ñôåðû åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà, ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèÿ Íåéìàíà èìåþò ñîîòâåòñâåííî ñëåäóþùèé âèä:

Jn(x) = (x/2)n
∞∑
k=0

(−1)k (x/2)2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)
,

Nn(x) =
2

π
(γ + ln(x/2)) Jn(x)−

1

π

n−1∑
p=0

(n− p− 1)!

p!
(x/2)2p−n−

− 1

π

∞∑
p=0

(−1)p

p!(n+ p)!
(x/2)2p+n

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

p
+ 1 +

1

2
+ . . .+

1

n+ p

)
,

ãäå γ ýéëåðîâà ïîñòîÿííàÿ 0, 57721 . . .. Ïðè p = 0 ïîñëåäíþþ ñêîáêó ñëåäóåò ïîëîæèòü
ðàâíîé (1 + 1/2 + . . .+ 1/n).
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Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàííîãî îñðåäíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
âåëè÷èíû τi+1 − τi óñëîâíî (ïðè ôèêñèðîâàííûõ {ri}) íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíèå âå-
ëè÷èíû τi+1 − τi íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè ξ(τi+1) íà ñôåðå S(ri).

Âûðàæåíèå (7.46) ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé ìîäèôèêàöèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ:

u(r0) = E

∫ τN

0

ect g(ξt) dt+ EecτN u(rN) = Eζε, (7.50)

ãäå τN � ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà �áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì� (ò.å. öåíòðîâ ñôåð S(rN)) â Γε.
Èç (7.46) è (7.50) ñëåäóåò, ÷òî ηε = E(ζε|{rN}). Î÷åâèäíî, ÷òî ëåììà 7.7 îñòàåòñÿ âåðíîé
ïîñëå çàìåíû â å¼ ôîðìóëèðîâêå τ íà τN è ϕ(ξτ ) íà u(rN). ßñíî òàêæå, ÷òî èñïîëüçî-
âàííîå â ýòîé ëåììå ìàæîðèðîâàíèå ïîçâîëÿåò âíîñèòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ
ïîä çíàê �âíåøíåãî� îñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {rm}. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 7.7 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (âñå ïðîèçâîäíûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â òî÷êå c = c0).

Òåîðåìà 7.9. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.7 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.38) ñïðàâåäëèâî âû-

ðàæåíèå u = E
(
∂η1,ε

/
∂c

p)
= E(η

(p)
1,ε) äëÿ âñåõ p ≥ 0, ãäå η1,ε ïîëó÷àåòñÿ èç ηε ïóò¼ì

çàìåíû

g → g1 =
(−1)p

p!
g, u(rN) → ϕ(rN , c) =

p∑
k=0

(−1)k(c− c0)
p−k

p!
uk(rN).

Çäåñü uk � ðåøåíèå çàäà÷è (7.45) ñ ϕ ≡ ϕk, k = 0, . . . , p, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ g çàíóëÿåòñÿ
äëÿ k = 0, . . . , p− 1.

Òåîðåìà 7.10. Åñëè c < c∗/2 òî D(η
(p)
1,ε) < Cp < +∞ äëÿ âñåõ p ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà η(p)
1,ε ïîëó÷àåòñÿ óñëîâíûì îñðåäíåíèåì ïðè ôèêñèðî-

âàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rm} ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû ζ
(p)
1,ε , à ζ1,ε � óñëîâíûì

îñðåäíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû ζ
(p)
1 ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè òðàåêòîðèè

ξ(t), 0 ≤ t ≤ τN . Ïîñêîëüêó óñëîâíîå îñðåäíåíèå íå óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.8.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìîé îöåíêè η̃
(p)
1,ε , êîòîðàÿ ïî-

ëó÷àåòñÿ ïîñëå çàìåíû âåëè÷èí uk(rN) íà ϕk(P ), ãäå P � òî÷êà ãðàíèöû, áëèæàéøàÿ ê
rN . Èç (7.46) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

η̃
(p)
1,ε =

N∑
i=1

[
Qi(c)

∫
D(ri)

G(ρ; c, di) g1(ρ) dρ

](p)

+ [QN(c)ϕ(P, c)](p).

Òåîðåìà 7.11. Åñëè c < c∗ è ïåðâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé
{u(i)

k }, i = 1, . . . , p+ 1, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â D̄, òî∣∣∣u(r)− Eη̃
(p)
1,ε

∣∣∣ ≤ Cp ε, r ∈ D, ε > 0. (7.51)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

∣∣∣u(r)− Eη̃
(p)
1,ε

∣∣∣ =
∣∣∣E(η

(p)
1,ε − η̃

(p)
1,ε)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣E
{
QN(c)

p∑
k=0

(−1)k(c− c0)
p−k

p!
[uk(rN)− ϕk(P )]

}(p)
∣∣∣∣∣∣ .

(7.52)
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâà (7.51) äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü ñîîòíîøåíèå

EQ
(k)
N (c) ≤ C < +∞, k = 1, . . . , p+ 1; r0 ∈ D. (7.53)
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Ñ ýòîé öåëüþ ïðè c < c∗ ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà

∆v + cv = c, v
∣∣
Γ

= 1, (7.54)

äëÿ êîòîðîé v ≡ 1. Ñîîòâåòñòâåííî (7.50) èìååì

−E

[
c

∫ τN

0

ect dt

](k)

+ EQ
(k)
N (c) = v(k).

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (7.53) è, ñëåäîâàòåëüíî, (7.51).

Òåîðåìà 7.12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.11 ïðè c < c∗/2 èìååì Dη̃
(p)
1,ε < Cp < +∞ äëÿ

âñåõ ε > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.54) ñëåäóåò

ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âåëè÷èí DQ
(k)
N , k = 1, . . . , p + 1; r0 ∈ D, â óñëîâèÿõ

òåîðåìû. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ
(7.52).

Èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ η̃
(p)
1,ε , ìîæíî íåñìåùåííî îöåíèâàòü ïî îäíîìó

ñëó÷àéíîìó óçëó íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ∫
D(r)

G(ρ; c, d) g(ρ) dρ =
d2

2n

∫
D(r)

p0(r, p)
G(ρ; c, d)

G(ρ; 0, d)
g(ρ) dρ =

d2

2n
E

{
G(ρ; c, d)

G(ρ; 0, d)
g(ρ)

}
,

(7.55)
ãäå ρ � ñëó÷àéíàÿ òî÷êà â D(r), ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êîòîðîé ðàâíà
(ïðè n > 2)

p0(r, p) = 2nd−2G(ρ; 0, d) =
2n

(n− 2)d2ωn

(
1

(ρ− r)n−2
− 1

dn−2

)
, |ρ− r| ≤ d. (7.56)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∫
p0(r, ρ)dρ = 1. Ïðè n = 2 èìååì

p0(r, p) = 4d−2G(ρ; 0, d) =
2

πd2
ln

d

|ρ− r|
, |ρ− r| ≤ d.

Îòíîøåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè G â âûðàæåíèè (7.55) îãðàíè÷åíî, òàê êàê ôóíêöèè
Ãðèíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èìåþò â òî÷êå ρ = 0 ïîëþñà îäíîãî ïîðÿäêà. Ïîñëå
òàêîé ðàíäîìèçàöèè ïîëó÷àåì îöåíêó

˜̃η
(p)
1,ε =

N∑
i=0

{[
i−1∏
j=0

s(c, dj)

]
g1(ρi)

d2
iG(ρ; c, di)

2nG(ρ; 0, di)

}(p)

+

{[
N−1∏
j=0

s(c, dj)

]
ϕ(rN , c)

}(p)

, (7.57)

ïðè÷åì E˜̃η
(p)
1,ε = Eη̃

(p)
1,ε . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.12 îñòàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâûì è ïîñëå çàìåíû η̃ íà ˜̃η, ò. å. D˜̃η
(p)
1,ε < Cp < +∞ äëÿ âñåõ ε > 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â îáëàñòè D ⊂ Rn ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî
áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∆2u = −g, u
∣∣
Γ

= ϕ0, ∆u
∣∣
Γ

= ϕ1. (7.58)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ˜̃η
(1)
1,ε èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà

s(c, d) = 1/[1− d2c

2n
+ o(c)], s′(c, d) =

d2

2n
− d4c

4n(n+ 2)
+ o(c),
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s(0, d) = 1, s′(0, d) =
d2

2n
, g1 = −g, ϕ = cϕ0 − ϕ1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

˜̃η
(1)
1,ε =

1

2n

N∑
i=0

[
−

i−1∑
j=0

d2
j

2n
− G′(ρi; 0, d)

G(ρi; 0, d)

]
d2
i g(ρi)−

1

2n

(
N−1∑
j=0

d2
j

)
ϕ1(rN) + ϕ0(rN), (7.59)

ãäå ρi - ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ðàñïðåäåëåííàÿ â D(ri) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (7.56).
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n = 3 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

G(ρi; c, d)

G(ρi; 0, d)
=

s(c, di)

s(c, di − νi)
,

G′(ρi; 0, d)

G(ρi; 0, d)
=

1

6

(
d2
i − (di − νi)

2
)
, ρi = ri + νiωi.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

˜̃η
(1)
1,ε =

1

36

N∑
i=0

[
−

i∑
j=0

d2
j + (di − νi)

2

]
d2
i g(ρi)−

1

6

(
N−1∑
j=0

d2
j

)
ϕ1(rN) + ϕ0(rN). (7.60)

Cëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà νi, ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå (0, di) ñ ïëîòíîñòüþ 6x(1−x/di)d−2
i

è åäèíè÷íûé èçîòðîïíûé âåêòîð ωi ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ ôîðìóë.
7.5.5. Âû÷èñëåíèå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ïðè n = 2. Êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ R2 ïîä äåé-
ñòâèåì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ íàãðóçîê σ(r) = −g(r) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (7.58),
ïðè ýòîì ìîæíî ó÷èòûâàòü òàêæå ñëó÷àéíîñòü ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ϕ0(r) è ϕ1(r). Ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïîëåì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü åãî êîâà-
ðèàöèîííóþ ôóíêöèþ v(r, r′) = E[u(r)u(r′)]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eg(r) ≡ Eϕ0(r) ≡
Eϕ1(r) ≡ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Eu(r) ≡ 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (7.47) è (7.48) èìååì

s(c, d) =
1

J0(d
√
c)
, G(ρ; c, d) =

1

4

[
−N0(z

√
c) +

J0(z
√
c)N0(d

√
c)

J0(d
√
c)

]
. (7.61)

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðè c→ 0 âûðàæåíèÿ

J0(z
√
c) ∼ 1−

(
z
√
c

2

)2

, N0(z
√
c) ∼ 2

π

[
γ + ln

z
√
c

2

]
J0(z

√
c), (7.62)

J ′0(z
√
c) ∼ −z

2

4
, N ′

0(z
√
c) ∼ 2

π

(
1

2c
+
z2

8
− z2

4

[
γ + ln

z
√
c

2

])
, (7.63)

ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íî èçâåñòíûå ôîðìóëû:

s(0, d) = 1, s′(0, d) =
d2

4
, G(ρ, 0, d) =

1

2π
ln
d

z
, G′(ρ, 0, d) =

1

8π

(
d2 − z2 − z2 ln

d

z

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n = 2 îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.58) èìååò âèä

˜̃η
(1)
1,ε =

1

16

N∑
i=0

[
−

i−1∑
j=0

d2
j −

d2
i − ν2

i − ν2
i ln(d/νi)

ln(d/νi)

]
d2
i g(νi, ωi)−

−1

4

(
N−1∑
j=0

d2
j

)
ϕ1(rN) + ϕ0(rN) =

N∑
i=0

Qig(ρi) + Q̂Nϕ1(rN) + ϕ0(rN), (7.64)
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ãäå ωi - åäèíè÷íûé èçîòðîïíûé âåêòîð, νi/di � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ â
èíòåðâàëå (0, 1) ñ ïëîòíîñòüþ −4x lnx.

Îñðåäíÿÿ (óñëîâíî, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé {ri}, {r′i}) ïðîèçâåäåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îöåíîê òèïà (7.64), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

v(r, r′) = E
[
˜̃η
(1)
1,ε(r)˜̃η

(1)
1,ε(r

′)
]

= E

[
N∑
i=1

N ′∑
j=1

QiQ
′
jK(ρi, ρ

′
j)+

+
N∑
i=1

(
QiQ̂

′
N ′K1(ρi, rN ′) +QiK0(ρi, rN ′)

)
+

N ′∑
j=1

(
Q′
jQ̂NK1(ρ

′
j, rN) +Q′

jK0(ρ
′
j, rN)

)
+

(7.65)

+Q̂NQ̂
′
N ′K11(rN , rN ′) + Q̂NK10(rN , rN ′) + Q̂′

N ′K10(rN ′ , rN) +K00(rN , rN ′)

]
.

Çäåñü ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

K(r, r′) = E[g(r)g(r′)], K0(r, r
′) = E[g(r)ϕ0(r

′)], K1(r, r
′) = E[g(r)ϕ1(r

′)],

K00(r, r
′) = E[ϕ0(r)ϕ0(r

′)], K10(r, r
′) = E[ϕ1(r)ϕ0(r

′)], K11(r, r
′) = E[ϕ1(r)ϕ1(r

′)].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè âûðàæåíèé (7.64), (7.65) ìîæíî îöåíèâàòü êîâàðèàöèîí-
íóþ ôóíêöèþ ðåøåíèÿ v(r, r′), èñïîëüçóÿ òîëüêî êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî
ïîëÿ íàãðóçîê è ñëó÷àéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà èìååò äèñ-
ïåðñèþ, çàâåäîìî ìåíüøóþ äèñïåðñèè ìåòîäà �äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè� (ñì. ðàçäåë 4.7),
ò. ê. çäåñü îñóùåñòâëåíî ÷àñòè÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îñðåäíåíèå.

Îäíàêî ïðè ðåàëèçàöèè ïîëó÷åííîãî ìåòîäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ îãðà-
íè÷åííîñòüþ ìàøèííîé ïàìÿòè. Â îòëè÷èè îò ðåàëèçàöèè îöåíîê âèäà (7.60) çäåñü
íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü âñå âåñà è êîîðäèíàòû öåíòðîâ ñëó÷àéíûõ êðóãîâ â (7.65) õîòÿ
áû äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåññ �áëóæäàíèÿ ïî êðóãàì� âåñüìà áûñòðî
ñõîäèòñÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðè ïðåâûøåíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê
{ri} íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî óðîâíÿ M íå ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ î ñëåäóþ-
ùèõ òî÷êàõ ñ íîìåðàìè i = M + 1, . . . , N − 1, íî â Γε èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå âåñ
QN è êîîðäèíàòû rN . Ïðè ýòîì Qi = 0 äëÿ i = M + 1, . . . , N − 1, è ìîæíî çàìåíèòü
QM íà QM(N − M + 1). Åñëè òàêàÿ çàìåíà ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, òî
îöåíêà óäîâëåòâîðèòåëüíà. Ïîðÿäîê (ïî ε) âåëè÷èíû M ìîæíî ýâðèñòè÷åñêè îöåíèòü
ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ; ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
óäîâëåòâîðèòåëüíî M � (ln ε)2.

7.6. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîòåíöèàëà, äëÿ
êîòîðûõ â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí åäèíèöå è ïîñòðîåíèå àë-
ãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
ðÿäà Íåéìàíà. Ýòà ìåòîäèêà ðàçðàáîòàíà Ê.Ê.Ñàáåëüôåëüäîì [5].

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàïëàñà

∆u(x) = 0 (7.66)
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â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ R3 ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
îäíîâðåìåííî äâå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ (7.66): âíóòðåííþþ çàäà÷ó Äèðèõëå

u(t) = Ψ1(t), t ∈ ∂G, (7.67)

è âíåøíþþ çàäà÷ó Íåéìàíà

∂u/∂n = Ψ2(t), t ∈ ∂G, lim
|x|→∞

u(x) = 0. (7.68)

Èçâåñòíî, ÷òî â (7.66)�(7.68) ãðàíèöó ∂G ìîæíî çàìåíèòü íà Γ = ∂G − Γ0 ãäå Γ0 �
ìíîæåñòâî (ìåðû íóëü) ãðàíè÷íûõ òî÷åê, â êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà íîðìàëü. Ðåøåíèå
çàäà÷è (7.66), (7.67) èùåòñÿ â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ
µ(t) (t ∈ Γ):

u(x) =

∫
Γ

∂

∂n

1

|x− t|
µ(t) dσ(t), (7.69)

ãäå σ(t) � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, n(t) � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü â òî÷êå t ∈ Γ.
Ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàçðûâà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà Γ äàåò èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

µ(t) = −
∫

Γ

k(t1, t)µ(t1) dσ(t1) +
Ψ1(t)

2π
, (7.70)

ãäå k(t1, t) = cosϕt1,t/(2π|t1−t|2), à ϕt1,t � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè n(t1) è (t−t1). Ðåøåíèå
âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà èùåòñÿ â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ:

u(x) =

∫
Γ

1

|x− t|
ν(t) dσ(t).

Ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàçðûâà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äàåò
óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè:

ν(t) = −
∫

Γ

k(t, t1) ν(t1) dσ(t1) +
Ψ2(t)

2π
. (7.71)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê óðàâíåíèþ (7.70).
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî (7.70)
è (7.71):

u(x) = 4π(hx, µ), ãäå hx(t) =
cosϕt,x

4π|t− x|2
; (7.72)

u(x) = (ν, gx), ãäå gx(t) =
1

|x− t|
. (7.73)

Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèÿ (7.72) è (7.73) åùå íå ïîçâîëÿþò íàì ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå
ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî, ïîñêîëüêó ðÿäû Íåéìàíà äëÿ (7.70), (7.71) ðàñõîäÿòñÿ.

Ïîëîæèì Kµ(t) = −
∫

Γ
k(t1, t)µ(t1) dσ(t1) è ïðåîáðàçóåì (7.70) â èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ:
µλ(t) = λKµλ(t) + f(t), (7.74)

à (7.71) � â ñîïðÿæåííîå ê íåìó óðàâíåíèå:

νλ(t) = λK∗νλ(t) + e(t). (7.75)
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Ïîñêîëüêó ‖K‖ = ‖K∗‖ = 1, òî ïðè |λ| < 1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.74), (7.75) ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå ñõîäÿùèõñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ðÿäîâ:

µλ(t) = Rλf(t), νλ(t) = Rλe(t), (7.76)

ãäå Rλ = I + λK + λ2K2 + . . . � ðåçîëüâåíòà.
Èçâåñòíî, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (7.74), (7.75),

ò. å. ïîëþñû ðåçîëüâåíòû, äåéñòâèòåëüíû è îòðèöàòåëüíû, à ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (ïðîñòîé ïîëþñ ðåçîëüâåíòû) λ1 ðàâíî −1. Òàê êàê λ = 1 íå
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, òî óðàâíåíèÿ (7.69), (7.71) èìåþò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, îäíàêî îíî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì Íåéìàíà, ïîñêîëüêó λ1 = −1.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, îäíàêî, ìîæíî çàäàííóþ â âèäå ðÿäà Íåéìàíà ðåçîëüâåíòó
Rλ ïðîäîëæèòü çà ïðåäåëû êðóãà |λ| < 1.

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîìíîæåíèå ðåçîëüâåíòû íà
(λ + 1)/2 â öåëÿõ óíè÷òîæåíèÿ ïîëþñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ àá-
ñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êðóãå |λ| < |λ2|, ãäå λ2 < −1 � âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7.74). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè λ = 1 ïîëó÷àåì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7.69) â âèäå

µ(t) =
∞∑
i=0

mi(t), (7.77)

ãäå

m0 = µ0(t) = f(t), m1(t) = µ1(t)/2, mi(t) = (µi−1(t) + µi(t)/2 ïðè i ≥ 2

è µi(t) = Kµi−1(t) ïðè i ≥ 1.
Äðóãîé ñïîñîá ïðîäîëæåíèÿ ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû λ = ω(η), â ðåçóëüòàòå

êîòîðîé (7.76) ïåðåõîäèò â àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè η = η0 = ω−1(1) ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå

µ(t) =
∞∑
i=0

ηi0Mi(t). (7.78)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàìåíû λ = η/(1− η) èìååì

η0 = 1/2, M0(t) = µ0(t), M1(t) = 2µ1(t), Mi(t) = KMi−1(t) +Mi−1(t) ïðè i ≥ 2.

Ïîñêîëüêó âñþäó èñïîëüçîâàëàñü ëèøü èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå èíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, òî ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (7.71) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (7.77),
(7.78) c çàìåíàìè f(t) → e(t) è K → K∗, ïðè ýòîì νt = K∗νi−1, ν0(t) = e(t).

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü îñòàòîê è òåì ñàìûì
÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà, äîñòàòî÷íîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Ïðîñòûå ñîîáðà-
æåíèÿ äàþò îöåíêó äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà (7.77), êîãäà Γ � ñôåðà |mi(t)| ≤ supΓ |f | (1/3)i ïðè
i ≥ 1. Òåïåðü ìîæåì îöåíèòü îñòàòîê:∣∣∣∣∣

∞∑
i=k+1

mi(t)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
sup

Γ
|f | (1/3)k .

Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå çàìåíû λ = η/(1− η) ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣
∞∑

i=k+1

ηi0Mi(t)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
Γ
|f | (1/2)k .
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Âûïèøåì òåïåðü ÿâíûé âèä îöåíîê, óäîáíûõ â ïðèìåíåíèè. Ïóñòü ν(t) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7.71) ñî ñâîáîäíûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì hx(t). Íà ãðàíèöå Γ ñòðîèòñÿ öåïü
Ìàðêîâà {ti} ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(ti−1 → ti) = k(ti, ti−1), ÷òî â ñëó÷àå âûïóêëîé
îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òî÷êè ti ïî óãëó âèäèìîñòè èç
òî÷êè ti−1. Ýòó öåïü ìîæíî íàçâàòü èçîòðîïíûì áëóæäàíèåì ïî ãðàíèöå. Òî÷êà t0
ðàçûãðûâàåòñÿ ïî ïëîòíîñòè hx(t0), ò. å. ðàâíîìåðíî ïî óãëó âèäèìîñòè èç òî÷êè x.
Òîãäà åñëè èñõîäèòü èç ïðåäñòàâëåíèÿ u(x) = 2(ν,Ψ1) è âûáðàòü ν(t) â âèäå (7.77) èëè
(7.78), òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñòàíäàðòíóþ îöåíêó, äëÿ êîòîðîé

(νi,Ψ1) = EQiΨ1(ti), ãäå Q0 = 1, Qi = (−1)i.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (7.66), (7.67) âûðàæàåòñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé:

u(x) = E

{
2

k∑
i=0

AiQi Ψ1(ti)

}
+ rk(x), (7.79)

ãäå ïîñòîÿííûå Ai è îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàâèñÿò îò ñïîñîáà àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ñïîñîáà äîìíîæåíèÿ èìååì

A0 = . . . = Ak−1 = 1, Ak = 0.5 è |rk(x)| ≤ sup
Γ
|Ψ1(t)| (1/3)k .

Äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà ïîëó÷àåì îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (7.79), èñ-
ïîëüçóÿ (7.73) è ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà (7.77), (7.78) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Ìàð-
êîâñêàÿ öåïü {ti} ñòðîèòñÿ çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà÷àëüíàÿ òî÷êà t0 âûáèðàåòñÿ
ïî êàêîé-ëèáî ïîäõîäÿùåé ïëîòíîñòè p0(t0), à ïîñëåäóþùèå � ïî ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè
k(ti, ti−1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

u(x) = E

{
k∑
i=0

QiAi
1

|x− ti|

}
+ rk(x), ãäå Q0 =

Ψ2(t0)

2πp0(t0)
, Qi = −Qi−1.

Äëÿ ñïîñîáà äîìíîæåíèÿ èìååì

|rk(x)| ≤ sup
Γ

1

|x− t|
1

4π

∫
Γ

|Ψ2| dσ (1/3)k .

Îòìåòèì, ÷òî íà îäíîé öåïè Ìàðêîâà ìîæíî îöåíèâàòü ðåøåíèå îáåèõ ðàññìîòðåí-
íûõ çàäà÷ â ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå çàäàííûõ òî÷åê. Äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà ýòî
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå öåïè Ìàðêîâà íå ñâÿçàíî ñ òî÷êîé x. Â ñëó÷àå çàäà÷è
Äèðèõëå èçìåíÿåòñÿ ëèøü íà÷àëüíûé âåñ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàðÿäó ñ îöåíêîé â
òî÷êå x íåîáõîäèìî îöåíèòü ðåøåíèå â òî÷êå y ∈ Γ. Òîãäà u(y) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå (7.79), ãäå

Q0 =
cosϕt0,y|x− t0|2

cosϕt0,x|y − t0|2
.

Íà îñíîâå (7.79) ñòðîÿòñÿ îöåíêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ðå-
øåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ∂u(x)/∂x1 (x = (x1, x2, x3))
â (7.79) èçìåíÿåòñÿ íà÷àëüíûé âåñ:

Q0 =
n1(t0)|x− t0| − 3 cosϕt0,x(x1 − t01))

|x− t0|2 cosϕt0,x
,

ãäå n(t0) = (n1(t0), n2(t0), n3(t0)).
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Äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà

∂u(x)

∂x1

= E

{
k∑
i=0

QiAi
−x1 + ti1
|x− ti|3

}
+ rk(x), ti = (ti1, ti2, ti3),

|rk(x)| ≤ sup
i

{
| − x1 + ti1|
|x− ti|3

}
1

4π

∫
Γ

|Ψ2| dσ (1/3)k .

Èçëîæåííûå âûøå àëãîðèòìû áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà íåñòà-
öèîíàðíûé ñëó÷àé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé è çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî â ýòèõ ñëó÷àÿõ
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððîâñêèìè, ò. å. ðÿä Íåéìàíà ñõîäèòñÿ è ïðè-
ìåíèìû ñòàíäàðòíûå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî; ñïåöèôè÷åñêèì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ó÷åò
îñîáåííîñòåé ÿäðà.
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7.2. Ðåøåíèå ìíîãîìåðíîé ðàçíîñòíîé çàäà÷è Äèðèõëå.
7.3. Äèôôóçèîííûå ïðîöåññû è óðàâíåíèÿ.
7.4. Îöåíêà ïî âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò êîíöåíòðàöèè

òðàåêòîðèé ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.
7.5. Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå è ìåòîä Ìîíòå-êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ïîëèãàðìîíè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
7.6. Èñïîëüçîâàíèå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ëèòåðàòóðà.

246


