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Ïðåäèñëîâèå

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåí-
íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ê ñòàòèñòè÷å-
ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (èëè ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî) (ñì., íàïðèìåð, [1],
à òàêæå ñïèñîê ëèòåðàòóðû â ýòîì ó÷åáíèêå). Èñòîðè÷åñêè èíòåíñèâ-
íîå ðàçâèòèå òåîðèè è ïðèëîæåíèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áûëî ñâÿçàíî
ñ ðåøåíèåì àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â 50-õ ãã. XX
ñòîëåòèÿ. Çà ïîñëåäíèå ïîëâåêà ñôåðà ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííî-
ãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëàñü. Ðàçðàáî-
òàíà òåîðèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, íà îñíîâå êîòîðîé ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå
ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçðàáîòàíû òàêæå â
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå (ìåòîä Ìåòðîïîëèñà, ñõåìà Èçèíãà), â ôèçè÷å-
ñêîé è õèìè÷åñêîé êèíåòèêå (ìíîãî÷àñòè÷íûå çàäà÷è, ðåøåíèå óðàâíå-
íèé Áîëüöìàíà è Ñìîëóõîâñêîãî, ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèé è ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ), â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòè-
êå, â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è äð.

Ïðè ðàçðàáîòêå äàííîãî ïîñîáèÿ, ðåàëèçîâàííîé â ðàìêàõ ¾Ïðî-
ãðàììû ðàçâèòèÿ ÍÈÓ-ÍÃÓ¿ (íàïðàâëåíèå ¾Ìàòåìàòèêà, ôóíäàìåí-
òàëüíûå îñíîâû èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿), àâòîð
èñïîëüçîâàë ìíîãîëåòíèé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ îñíîâ òåîðèè ÷èñëåííî-
ãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì è ôè-
çè÷åñêîì ôàêóëüòåòàõ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Äëÿ îñâîåíèÿ êóðñà òðåáóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ èç êóðñîâ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]).

Äàííîå èçäàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîðàáîòàííóþ âåðñèþ ïîñîáèÿ
[4]. Ñëåäóåò îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ òåî-
ðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü ó÷åáíèê [1] è ñîïóòñòâóþùèå ìîíîãðàôèè (ïðåäñòàâëåííûå â
ñïèñêå ëèòåðàòóðû â [1]). Îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïîìèìî êîíñïåêòèâíîãî èçëîæåíèÿ ëåêöèé îíî ñîäåðæèò ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷, à òàêæå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî îð-
ãàíèçàöèè çàíÿòèé (ñì. ïðèë. 4) è èòîãîâîãî ýêçàìåíà (ñì. ïðèë. 2).
Êðîìå òîãî, ñôîðìóëèðîâàíî òâîð÷åñêîå äîìàøíåå çàäàíèå è ïîäðîáíî
ðàçîáðàíû âîçìîæíûå òåõíîëîãèè åãî âûïîëíåíèÿ (ñì. ïðèë. 3).
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1. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è
äèñïåðñèè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

1.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïîä ÷èñëåííûì ñòàòè-
ñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì îáû÷íî ïîíèìàþò ðåàëèçàöèþ ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íåêîòîðîãî îáúåêòà ñ öåëüþ îöåíè-
âàíèÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Â ñàìîì îáùåì âèäå ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íåêî-
òîðóþ âåëè÷èíó I. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ζ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eζ, ðàâíûì I, è ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé Dζ, ïðè÷åì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ζj ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðå (çäåñü è äàëåå îáîçíà-
÷åíèå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãðå÷åñêóþ áóêâó ñ íèæíèì èíäåêñîì, à îáîçíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íèæíåãî èíäåêñà íå èìååò). Ïîñòðîèâ äîñòàòî÷íî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî n âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn, íà îñíîâå çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå èñêîìîé
âåëè÷èíû:

I = Eζ ≈ Zn =
ζ1 + . . .+ ζn

n
. (1.1)

Áàçîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ íàçûâàåòñÿ îöåíêîé âåëè÷èíû I. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîíÿòèå îöåíêè â òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî íåñêîëü-
êî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî òåðìèíà â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
(ñì., íàïðèìåð, [3]), â êîòîðîé îöåíêîé âåëè÷èíû I íàçûâàåòñÿ ñðåä-
íåå àðèôìåòè÷åñêîå Zn. Âûáîð îöåíêè ζ, êàê ïðàâèëî, íåîäíîçíà÷åí.
Ïîýòîìó ãëàâíûìè ïðîáëåìàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîé îöåíêè ζ
èñêîìîé âåëè÷èíû I è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü
âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ {ζi} íà ÝÂÌ.

×àùå âñåãî îöåíêà ζ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1) èìååò âèä

ζ = q(ξ), (1.2)

ãäå ξ =
(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
� ñëó÷àéíûé âåêòîð èëè ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (íàïðèìåð, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà öåïü
Ìàðêîâà, äëÿ êîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, d → ∞) ñ çàäàííûì àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, à q(x) � ôóíêöèÿ (íåñëó÷àéíàÿ) d ïåðå-
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ìåííûõ. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (1.1) ïðèîáðåòàåò âèä

I ≈ 1
n

n∑
i=1

q(ξi), (1.3)

ãäå ξ1, . . . , ξn � âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.
1.2. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè áàçîâîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû.Ïðè èññëåäîâàíèè ïîãðåøíîñòè è òðóäîåìêîñòè ìåòîäà
(1.1) òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó äèñïåð-
ñèè Dζ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ (ñì. ðàçä. 3).

Âåëè÷èíà Dζ äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå îöåíèâàíèå ñ ïîìîùüþ ðåà-
ëèçóåìûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn̂ (ïðè ýòîì ÷èñëî âûáîðî÷-
íûõ çíà÷åíèé n̂, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âåëè÷èíû n èç ïðè-
áëèæåííîãî ðàâåíñòâà (1.1) � ñì. ïîäðàçä. 3.4). Ïðîñòåéøåå ïðèáëèæå-
íèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèé (1.2), (1.3) äëÿ u = u ∈ R è
q(u) = u2:

Dζ = Eζ2 − (Eζ)2 ≈ D(1)
n̂ =

1
n̂

n̂∑
i=1

ζ2
i −

(
1
n̂

n̂∑
i=1

ζi

)2

. (1.4)

Åñëè â ðàâåíñòâå (1.4) òðàêòîâàòü ζ1, . . . , ζn̂ êàê íåçàâèñèìûå è îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (òàê æå, êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ) ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ED(1)
n̂ =

(
1− 1

n̂

)
Dζ. (1.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ED(1)
n̂ = Eζ2 − EZ2

n̂ = Dζ −DZn̂, òàê êàê EZn̂ = Eζ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî DZn̂ = Dζ/n̂, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.5). Ðàçäåëèâ D(1)

n̂

íà (1− 1/n̂)

D(2)
n̂ =

1
n̂− 1

n̂∑
i=1

ζ2
i −

1
n̂(n̂− 1)

(
n̂∑

i=1

ζi

)2

, (1.6)

ïîëó÷àåì íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè.
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2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

2.1. Îñíîâíûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé (1.1) âîçíèêàåò ðÿä âîïðîñîâ.

1. Êàêèå âåëè÷èíû I äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå (1.1)?
2. Åäèíñòâåíåí ëè âûáîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, è åñëè íååäèíñòâå-

íåí, òî êàê îïòèìèçèðîâàòü ýòîò âûáîð?
3. Ñêîëüêî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn òðåáóåòñÿ äëÿ äîñòè-

æåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè?
4. Êàê ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè âûáîðî÷-

íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn íà ÝÂÌ?
Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ 4 áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â ðàçä.

10�17; âîïðîñû 2 è 3 îáñóæäàþòñÿ â ðàçä. 3.
2.2. Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ôîðìóëû ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èññëåäóåì âîï-
ðîñ 1. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè îöåíêà ζ èìååò âèä (1.2), òî

I = Eζ =
∫
q(x)f(x) dx, (2.1)

ãäå f(x) = f
(
x(1), . . . , x(d)

)
� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà ξ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî îáúÿâèòü, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ðàçäåëîì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5]). Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðàç-
äåë âêëþ÷àåò (åñëè èìåòü â âèäó èìåííî ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî) è òàêóþ
âàæíóþ òåìó, êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (ñì.,
íàïðèìåð, [1], à òàêæå ðàçä. 7�9). Ýòè óðàâíåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò
îïèñûâàòü ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåíîñîì èçëó-
÷åíèÿ è ÷àñòèö (ñì. ðàçä. 6). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè èìåþòñÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî è âåðîÿòíîñòíîãî
ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ è êîíñòðóèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåí-
íîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì., íàïðèìåð, [1]).

2.3. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðåøåíèå I íåêîòîðîé çàäà÷è äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
I =

∫
g(x) dx. Âûáåðåì ïëîòíîñòü f(x) òàêóþ, ÷òî f(x) 6= 0 ïðè g(x) 6= 0.

Òîãäà íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1.2), (1.3) è (2.1) èìååì

I =
∫
g(x) dx =

∫
g(x)
f(x)

f(x) dx = Eζ ≈ 1
n

(
g(ξ1)
f(ξ1)

+ . . .+
g(ξn)
f(ξn)

)
, (2.2)
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ïðè ýòîì ζ = q(ξ) = g(ξ)/f(ξ). Ðàâåíñòâî (2.2) îòðàæàåò ïðèíöèï ïî-
ñòðîåíèÿ âåñîâîé îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ èíòåãðàëà I.

3. Ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

3.1. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïîãðåøíîñòü δn = |Zn − I|
ìåòîäà (1.1) ïðåäñòàâèìà â âèäå

δn =

∣∣∣∣∣Sn − nI

n

∣∣∣∣∣ =
√

Dζ√
n

∣∣∣∣∣Sn − nEζ√
Dζ
√
n

∣∣∣∣∣,
ãäå Sn = ζ1+ . . .+ζn. Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñì., íàïðèìåð, [2]) ñëåäóåò, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (Sn − nEζ)/(

√
Dζ
√
n)

áëèçêà ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå γ ∈ N(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà
Hε, äëÿ êîòîðîé ïðè n� 1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P

(
δn ≤ Hε

√
Dζ√
n

)
≈ P(|γ| < Hε) ≥ 1− ε. (3.1)

Íàïðèìåð, äëÿ ε = 0.003 èìååì Hε ≈ 3. Ýòî ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò
¾ïðàâèëî òðåõ ñèãìà¿, èñïîëüçóþùåå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå, çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû γ ëåæàò â èíòåðâàëå (−3, 3).

3.2. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Èç ñîîòíîøå-
íèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îïðå-
äåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n−1/2, ò. å. îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé çíàê ïîñëå çàïÿòîé âåëè÷èíû I (ò. å. óìåíüøèòü
ïîãðåøíîñòü ïðèìåðíî â 10 ðàç) òðåáóåòñÿ â 100 ðàç óâåëè÷èòü ÷èñëî
èñïûòàíèé n. Ïîýòîìó õàðàêòåðíûå ÷èñëà èñïûòàíèé â ïðàêòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèÿõ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî âåñüìà âåëèêè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà I ñ ãëàä-
êîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé g(x) ïîãðåøíîñòü ïðîñòåéøåé ôîðìóëû
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì n âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè g(x) èç ðàâåíñòâà (2.2), èìååò ïîðÿäîê n−2 (íà ÷åòûðå
ïîðÿäêà ëó÷øå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî), à ÷óòü áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëà
Ñèìïñîíà èìååò åùå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè n−3. Óïîìÿ-
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íóòûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàê íàçûâàåìûõ êâàä-
ðàòóðíûõ ôîðìóë Íüþòîíà � Êîòåñà, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ îñíîâàíî
íà èíòåãðèðîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíòåðïîëÿöèé ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè g(x). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [5]), ÷òî ïðè ïåðåõîäå
ê ðàçìåðíîñòÿì d èíòåãðàëà (2.2), áîëüøèõ åäèíèöû, è ïðè ðàññìîò-
ðåíèè íåãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé g(x) ïîñòðîåíèå õîðîøèõ
èíòåðïîëÿöèé äëÿ g(x) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êóáàòóðíûõ ôîðìóë çíà-
÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (2.2)
n−1/2 íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè d (ýòà ñêîðîñòü ñîõðàíÿåòñÿ â òîì ÷èñëå
è äëÿ èíòåãðàëîâ ñ÷åòíîé êðàòíîñòè). Ñâîéñòâà ôóíêöèè g(x) âëèÿþò
ëèøü íà âåëè÷èíó Dζ â ñîîòíîøåíèè (3.1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ñëîæíûì ìíîãîìåðíûì çàäà÷àì êîí-
êóðåíòîñïîñîáíîñòü ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî âîçðàñòàåò. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ 1 ≤ d ≤ 3 ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü êóáàòóðíûå ôîðìó-
ëû, äëÿ d ≥ 10 (âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè) íå èìååò êîíêó-
ðåíòîâ ïðîñòåéøèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, à äëÿ ðàçìåðíîñòåé 3 < d < 10
èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìå-
òîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [6].

Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååò îñîáîå çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ èõ
èäåàëüíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïóòåì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé ïî îòäåëüíûì ïðîöåññîðàì.

3.3. Çàòðàòû è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Âàæíûì
ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ó÷åòà âû÷èñëè-
òåëüíûõ çàòðàò, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ îöåíêè ζ çà ñ÷åò
ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ïëîòíîñòè f(x). Äåéñòâèòåëüíî, çàòðàòû íà âû-
÷èñëåíèå âåëè÷èíû Zn ðàâíû s = nt, ãäå t � ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζj ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ. Èç ïðàêòè-
÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ èçâåñòíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ôîðìóëà
δn ∼ H

√
Dζ/

√
n (çäåñü 0 < H ≤ Hε � ñì. ñîîòíîøåíèå (3.1)) îïðå-

äåëÿåò ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè δn. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè çàäàííîì
óðîâíå ïîãðåøíîñòè ∆ âåëè÷èíà Dζ ïðîïîðöèîíàëüíà n, ò. å. èç ñîîò-
íîøåíèÿ ∆ = H

√
Dζ/

√
n ñëåäóåò ðàâåíñòâî n = (H/∆)2×Dζ. Ïîýòîìó

ìîæíî çàìåíèòü âåëè÷èíó s íà

S = t×Dζ. (3.2)

Âåëè÷èíà (3.2), íàçûâàåìàÿ òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì êà÷åñòâà àëãîðèòìà, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì
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(2.2). Ëó÷øèì ñ÷èòàåòñÿ òîò âûáîð ïëîòíîñòè f(x), äëÿ êîòîðîãî âå-
ëè÷èíà S ìåíüøå.

3.4. Îöåíêà òðóäîåìêîñòè ñ ïîìîùüþ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ-
÷åòîâ. Ñðåäíåå âðåìÿ t èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) íåñëîæíî îöåíèòü ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî, ïðåäâàðèòåëüíî (äî èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà (1.1) äëÿ
n � 1) ðåàëèçóÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî n̂ âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn̂ è äåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ñ÷åòà íà n̂.

Íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà Dζ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) òàêæå äîïóñêàåò ýô-
ôåêòèâíîå îöåíèâàíèå ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn̂ � ñì.
ôîðìóëû (1.4) è (1.6) èç ïîäðàçä. 1.2.

Èìååòñÿ ðÿä ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøàòü äèñïåðñèþ Dζ äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = g(ξ)/f(ξ) èç ðàâåíñòâà (2.2) (ñì., íàïðèìåð,
[1, 6], à òàêæå ðàçä. 4 è 5). Ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ âðåìåíè t íàïðàâëå-
íû, êàê ïðàâèëî, íà îïòèìèçàöèþ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ (ñì., íàïðèìåð, [1, 6], à òàêæå ðàçä. 14).

4. Ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè

4.1. Òåîðåìà î ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè. Âûÿñíèì, äëÿ êàêîé
ïëîòíîñòè f(x) äèñïåðñèÿ

Dζ =
∫
g2(x) dx
f(x)

− I2 (4.1)

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ èç (2.2) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4.1. Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ (Dζ)min ðåàëèçóåò-

ñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè:

fmin(x) = H|g(x)|, ãäå H =
1∫

|g(y)| dy
, (4.2)

è ðàâíà

(Dζ)min =
(∫

|g(x)| dx
)2

− I2. (4.3)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñîîòíîøåíèå (4.3) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (4.2) â ðàâåíñòâî (4.1) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
g2(x)/|g(x)| = |g(x)|. Äàëåå, èç ôîðìóë (4.1) è (4.3) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåð-
ñèÿ (Dζ)min ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåé, òàê êàê äëÿ ëþáîé
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ïëîòíîñòè f(x) âåëè÷èíà

Dζ − (Dζ)min =
(∫

g2(x)
f(x)

dx− I2

)
−

−

((∫
|g(x)| dx

)2

− I2

)
=
∫
g2(x)
f(x)

dx−
(∫

|g(x)| dx
)2

ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé (ò. å. âåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé) ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû |g(ξ)|/f(ξ), ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ f(x). Óòâåðæäåíèå 4.1 äîêàçàíî.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå âàæíîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ
çíàêîïîñòîÿííîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4.2. Ïóñòü

g(x) ≥ 0 ïðè x ∈ Rd. (4.4)

Åñëè
f(x) = Hg(x), ãäå H = 1/I è x ∈ Rd, (4.5)

òî (Dζ)min = 0.
Ïëîòíîñòè (4.2) è (4.5) íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íàõîæäåíèå âåëè÷èíû H = 1
/ ∫

|g(y)| dy èç ñîîò-
íîøåíèÿ (4.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ ïî ñëîæíîñòè
èñõîäíîé çàäà÷å (2.1) (â ñëó÷àå (4.4) � â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíóþ). Áîëåå
òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ (4.4) àëãîðèòì (2.2) ¾âûðîæäàåòñÿ¿ è ïðèáëèæåííîå
ðàâåíñòâî (2.2) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî I = (1/n)×

∑n
i=1 I.

4.2. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè. Èç óòâåðæäåíèé 4.1 è 4.2 ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ òðó-
äîåìêîñòè (3.2) àëãîðèòìà (2.2), âûáèðàÿ ïëîòíîñòü f(x), áëèçêîé (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ H) ê ôóíêöèè |g(x)|:

f(x) ≈ H|g(x)|. (4.6)

Àëãîðèòì (2.2) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé ïî âàæíîñòè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò àíãëèéñêîìó òåðìèíó ¾important sampling¿. Òàêîå íàçâà-
íèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè f(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè g(x), òî â òåõ ÷àñòÿõ îáëàñòè X, â êîòîðûõ |g(x)|
áîëüøå è âêëàä êîòîðûõ â èíòåãðàë I áîëåå ñóùåñòâåíåí, áóäåò âûáè-
ðàòüñÿ áîëüøå ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξi}.
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4.3. Îöåíêà ñâåðõó äëÿ äèñïåðñèè. Ñîîòíîøåíèå (4.6) ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (2.2) ñ ìàëîé äèñïåðñèåé.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ (4.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ x ∈ Rd, äëÿ êîòîðûõ g(x) > 0. Ïîëàãàåì
òàêæå, ÷òî f(x) = 0 ïðè x /∈ X.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

0 ≤ m1 ≤ q(x) =
g(x)
f(x)

≤ m2 < +∞, x ∈ X. (4.7)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ äèñïåðñèè:

Dζ = Dq(ξ) ≤ (m2 −m1)2

4
. (4.8)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî

E
(
ζ − m1 +m2

2

)2

= E
(

(ζ −Eζ) +
(
Eζ − m1 +m2

2

))2

=

= Dζ +
(
Eζ − m1 +m2

2

)2

+ 2E
(

(ζ −Eζ)
(
Eζ − m1 +m2

2

))
=

= Dζ +
(
Eζ − m1 +m2

2

)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Dζ ≤ E
(
ζ − m1 +m2

2

)2

≤ (m2 −m1)2

4
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî m1 ≤ ζ ≤ m2 (âåäü ζ = q(ξ)) è ÷òî ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ

ϕ(t) = t− (m1 +m2)/2, m1 ≤ t ≤ m2

ïðèíèìàåò ñâîå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ
t1 = m1 è t2 = m2. Óòâåðæäåíèå 4.3 äîêàçàíî.

Cëó÷àé m2 −m1 ≈ 0 ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ (4.6) äëÿ g(x) ≥ 0
ïðè m1 ≈ m2 ≈ 1/H. Íåðàâåíñòâà (4.7) è (4.8) äàþò ñïîñîá àïðèîðíîé
îöåíêè äèñïåðñèè ïðè èñïîëüçîâàíèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè (4.6) äëÿ
ñëó÷àÿ (4.4). Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ñïîñîá îöåíêè äèñïåðñèè èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ðåøåíèè ýêçàìåíàöèîííûõ çàäà÷ (ñì. Ïðèëîæåíèå 1).
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4.4. Âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü. Îäíà èç ïðèíöèïè-
àëüíûõ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ âûáîðêà ïî âàæíîñòè, ñâÿçà-
íà ñ äîâîëüíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ñëó÷àåì, êîãäà ïîäûíòåãðàëü-
íûå ôóíêöèè èìåþò îñîáåííîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè:

I =
∫
G(x)

 A∑
j=1

gj(x)δ(Ψj(x))

 dx, A = M ∨∞. (4.9)

Çäåñü ôóíêöèè gj(x) ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ãèïåð-
ïîâåðõíîñòÿõ Γj , îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè Ψj(x) = 0. Ñèìâîëû δ(u)
îáîçíà÷àþò äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà, ò. å. äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè z(u) âûïîëíåíî

∫
z(u)δ(u − u0) du = z(u0). Òàêèì îáðàçîì, âûðà-

æåíèå (4.9) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èíòåãðàë ïî îáúåäèíåíèþ ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé Γj . Êàê ïðàâèëî, ¾êëàññè÷åñêèå¿ êóáàòóðíûå ôîðìóëû íå
äàþò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ (ñì., íà-
ïðèìåð, [5, 6]).

Äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îáîá-
ùåíèå òåîðèè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â êîòîðîì êëþ÷åâûì
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé ñîãëàñíî äåëü-
òà-ïëîòíîñòè fξ(x) = δ(x−a) (çäåñü a = const). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ξ = a
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ò. å. ïî ñóòè ¾îáû÷íîå¿ ÷èñëî a òðàêòóåòñÿ êàê
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, â òîì ÷èñëå, ðàññìàòðè-
âàòü äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó êàê ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñ ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñìåñü äåëüòà-ïëîòíîñòåé
(ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì ïðèåìîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëà (4.9) ìîæíî âûáðàòü äîïóñòèìóþ ïëîòíîñòü âèäà

f(x) =
A∑

j=1

pj fj(x) δ(Ψj(x)).

Çäåñü ôóíêöèè fj(x) ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãèïåðïî-
âåðõíîñòÿõ Γj , à ÷èñëà {pj} � âåðîÿòíîñòè (ò. å. pj > 0 è

∑A
j=1 pj = 1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x ∈ Γj âûïîëíåíî f(x) = pj fj(x), ïåðåïèøåì èñõîä-
íûé èíòåãðàë â âèäå (2.2):

I =
∫
G(x)

 A∑
j=1

gj(x)δ(Ψj(x))
pj fj(x)

pj fj(x)

 dx =
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=
∫  A∑

j=1

G(x)gj(x)δ(Ψj(x))
pj fj(x)

 f(x) dx = Eζ.

Çäåñü

ζ =
A∑

j=1

G(ξ)gj(ξ)δ(Ψj(ξ))
pj fj(ξ)

,

à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x). Òàêèì îá-
ðàçîì, ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì (2.2), ïðè÷åì ïðè ìîäåëèðîâàíèè
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξi ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè (ñì., íàïðè-
ìåð, [1], à òàêæå ðàçä. 15 � àëãîðèòì 15.2): ñíà÷àëà ñîãëàñíî âåðîÿò-
íîñòÿì {pj} âûáèðàåòñÿ íîìåð mi, à çàòåì ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fmi(x)
ðåàëèçóåòñÿ òî÷êà ξi íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γmi . Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä
â îöåíêó (2.2) ðàâåí

ζi =
G(ξi)gmi

(ξi)
pmi

fmi
(ξi)

.

Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 4.1 íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ
äèñïåðñèÿ Dζ äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü f(x) èìååò âèä

f(x) = H
A∑

j=1

|G(x)| gj(x) δ(Ψj(x)),

ãäå H � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Îïèñàííûé ïðèåì íîñèò íàçâàíèå
âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü.

5. Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè (îñíîâíûå èäåè)

5.1. Âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè. Ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ äàþò
îäèí èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè Dζ. Äî-
ïóñòèì, ÷òî èçâåñòíà áëèçêàÿ ê g(x) ôóíêöèÿ g0(x), äëÿ êîòîðîé ëåã-
êî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë I0 =

∫
g0(x) dx (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåí-

íî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è âûñîêîé òî÷íîñòüþ). Òîãäà äëÿ óâåëè÷åíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíûé ïðèåì âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè, êîòîðûé îñíîâàí íà ñî-
îòíîøåíèè

I = I0 +
∫

(g(x)− g0(x)) dx.
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Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåé ñóììå ïðèìåíÿåì àëãîðèòì
(2.2) è, ñëåäîâàòåëüíî,

I = Eζ(0), ãäå ζ(0) = I0 + q(ξ)− q0(ξ), q0(ξ) =
g0(ξ)
f(ξ)

,

à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x). Äèñïåðñèÿ
Dζ(0) ðàâíà D(q(ξ) − q0(ξ)) è ìîæåò áûòü ìàëîé, åñëè g0(x) õîðîøî
àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ g(x).

5.2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè îáëàñòè. Ðàññìîòðèì òàêæå ñëå-
äóþùèé àíàëîã àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè. Äîïóñòèì, ÷òî
èíòåãðàë I =

∫
X
g(x) dx ïðåäñòàâëåí â âèäå (2.1) è óäàåòñÿ âû÷èñëèòü

(àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ñ ìàëûìè çàòðàòàìè è âûñîêîé òî÷íîñòüþ)
èíòåãðàëû ïî íåêîòîðîé ÷àñòè X2 îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X ⊆ Rd:∫

X2

q(x)f(x) dx = I2 è

∫
X2

f(x) dx = i2,

ãäå 0 < i2 < 1. Çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x /∈ X.
Êàê ïðàâèëî, âûãîäíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë (2.1) â âèäå ñóììû

I = I2 +
∫

X1

q(x)f(x) dx = I2 +
∫

X1

i1q(x)f1(x) dx = Eζ(1), (5.1)

ãäå X1 = X\X2, i1 = 1− i2, ζ(1) = I2 + i1q(ξ(1)), à ξ(1) � ñëó÷àéíûé âåê-
òîð, ðàñïðåäåëåííûé â X1 ñîãëàñíî óñå÷åííîé ïëîòíîñòè
f1(x) = f(x)/i1. Çàìåíà àëãîðèòìà (2.2) íà àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ (5.1), íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî
÷àñòè îáëàñòè. Åñëè îáëàñòü X2 áëèçêà ê X, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìû âûäåëÿåì ãëàâíóþ ÷àñòü. Îäíàêî îïèñàííûé ïðèåì âûãîäåí è òî-
ãäà, êîãäà îáëàñòü X2 çàìåòíî ìåíüøå îáëàñòè X, ïðàâäà, è ïîíèæåíèå
äèñïåðñèè â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 5.1. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Dζ(1) ≤ i1Dζ.
5.3. Âûáîðêà ïî ãðóïïàì. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (2.1) èíòå-

ãðàëà I =
∫

X
g(x) dx. Çàïèøåì âåëè÷èíó I â âèäå

I =
M∑

m=1

∫
Xm

q(x)f(x) dx,
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ãäå Xm � ïîäîáëàñòè X, èìåþùèå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ìåðû íóëü,
ïðè÷åì X = X1 ∪ . . . ∪XM . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pm =
∫

Xm

f(x) dx, Im =
∫

Xm

q(x)f(x) dx, fm(x) =
f(x)
pm

ïðè x ∈ Xm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) = 0 ïðè x 6∈ X. Òîãäà

p1 + ..+ pM = 1, I1 + . . .+ IM = I è Im = E
(
pmq(ξ(m))

)
,

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ(m) ðàñïðåäåëåí âXm ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x).
ÀËÃÎÐÈÒÌ 5.1. Ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ Im ñîãëàñíî

ñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó (2.2) ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé nm:

Im ≈ pm

nm

nm∑
im=1

q(ξ(m)
im

),

è ïîëàãàåì

I ≈ Z(M)
n =

M∑
m=1

pm

nm

nm∑
im=1

q(ξ(m)
im

), (5.2)

çäåñü n = n1 + . . .+ nM .
Àëãîðèòì 5.1 îïðåäåëÿåò ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè èëè âûáîðêó ïî

ãðóïïàì. Ýòîò àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ ïðè M = 2 îò ìåòîäà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè, òàê êàê ïîñëåäíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èíòåãðàë
I2 èçâåñòåí (à â àëãîðèòìå 5.1 ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî

ïî âûáîðêå {ξ(2)
i2
}).

Ñðàâíèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ DZn = Dζ/n ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà
(2.2) âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I (çäåñü ñëó÷àéíûå òî÷êè ξ âûáèðàþòñÿ âî

âñåé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X) è ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñïåðñèþ DZ(M)
n

ìåòîäà ðàññëîåííîé âûáîðêè ïðè óñëîâèè, ÷òî ôèêñèðîâàíû ÷èñëî èñ-
ïûòàíèé (äëÿ âûáîðêè ïî ãðóïïàì � ñóììàðíîå ÷èñëî èñïûòàíèé) n è
ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X = X1 ∪ . . . ∪ XM . Íåñëîæíî âû-
÷èñëèòü äèñïåðñèþ

DZ(M)
n =

M∑
m=1

(
pm

nm

)2 nm∑
im=1

Dq(ξ(m)
im

) =
M∑

m=1

p2
mDq(ξ(m))

nm
,

ãäå

Dq(ξ(m)) =
1
pm

∫
Xm

q2(x)f(x) dx−
(
Im
pm

)2

;
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çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê {ξ(m)
im
}.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 5.2. Ìèíèìóì âåëè÷èíû DZ(M)
n ðàâåí

d2
n =

1
n

(
M∑

m=1

pm

√
Dq(ξ(m))

)2

.

Ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò DZn è ðåàëèçóåòñÿ ïðè

nm = npm

√
Dq(ξ(m))

/
M∑

m′=1

pm′

√
Dq(ξ(m′)). (5.3)

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûå, ÷åì (5.3),
ñîîòíîøåíèÿ nm = npm, êîòîðûå òàêæå äàþò íå áîëüøóþ, ÷åì DZn,

äèñïåðñèþ DZ(M)
n .

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 5.1 è 5.2, à òàêæå ïðèìåðû ýôôåê-
òèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ ìåòîäîâ ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè
ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 6]. Çäåñü æå îïèñàí ðÿä äðóãèõ
ïðèåìîâ, óìåíüøàþùèõ äèñïåðñèþ îñíîâíîãî àëãîðèòìà (2.2): ìåòîä
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ñèììåòðèçàöèÿ ïå-
ðåìåííûõ, èñïîëüçîâàíèå ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ è äð.

6. Ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû â çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíîñà

6.1. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ÷àñòèö.Ìåòîäû Ìîíòå-Êàð-
ëî óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ. Òèïè÷íîé ìîäåëüþ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G (êàê ïðàâèëî, G ⊆ R3), âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíîãî âåùåñòâà, â ïîäîáëàñòè êîòîðîé G′ ⊆ G (èëè
íà ãðàíèöå ∂G) ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ (íàïðàâëåííûé èëè
ñòîõàñòè÷åñêèé). Ìàëûå ÷àñòèöû èçëó÷åíèÿ (¾ôîòîíû¿), ñòàëêèâàÿñü
ñ áîëåå êðóïíûìè ÷àñòèöàìè âåùåñòâà â ñëîå, ëèáî ïîãëîùàþòñÿ ýòè-
ìè ÷àñòèöàìè, ëèáî ðàññåèâàþòñÿ ñîãëàñíî íåêîòîðîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó
çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ
g(r,ω′,ω) (ýòî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ÷àñòèöû èçëó÷åíèÿ ïîñëå ðàññåÿíèÿ ω̂ ïðè óñëîâèè, ÷òî çàôèêñè-
ðîâàíà òî÷êà ñòîëêíîâåíèÿ r̂ = r è ïðåäûäóùåå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ω̂′ = ω′). Ïðèëîæåíèé ó ïîäîáíûõ ìîäåëåé ìíîæåñòâî: çàùèòà
ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, êëèìàòè÷åñêèå çàäà÷è, çàäà÷è ëàçåðíîãî çîíäèðî-
âàíèÿ àòìîñôåðû è îêåàíà è äð.
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ âåðîÿòíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê îïèñàííîãî ïðîöåññà áëóæäàíèÿ ÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè P òîãî, ÷òî ÷àñòèöà èçëó÷åíèÿ ïîãëîòèòñÿ â îáëàñòè G (èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü èçëó÷àåìîãî ïîòîêà îñòàíåò-
ñÿ â îáëàñòè G).

6.2. Çàäàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïðîöåññà ïå-
ðåíîñà. Îäèí èç ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â
ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ òðàåêòîðèé ÷àñòèö èçëó÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé
÷èñëåííûé àëãîðèòì íàçûâàþò ïðÿìûì ìîäåëèðîâàíèåì). Ïðè ýòîì
äîëæíû áûòü çàäàíû ñëåäóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå çàêîíû ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ïëîòíîñòü g(0)(r,ω) ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëü-
íîé òî÷êè r(0) ∈ G′ è íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ω(0) äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Âî-âòîðûõ, çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òàê íàçûâàåìîé äëèíû ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû (ò. å. äëèíû îòðåçêà ïóòè ÷àñòèöû, íà êîòîðîì
îíà íå èñïûòûâàåò ñòîëêíîâåíèé). Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
ïðåäïîëîæåíèå: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà, âûëåòåâøàÿ èç òî÷êè
s, èñïûòàåò ñòîëêíîâåíèå íà èíòåðâàëå (s, s + δs) (îñü s ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ÷àñòèöû), ðàâíà

Σ(r) δs+ o(δs). (6.1)

Ôóíêöèÿ Σ(r) (r îáîçíà÷àåò êîîðäèíàòó ÷àñòèöû âî ¾âíåøíåé¿ ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò) ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé è íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ñå÷åíè-
åì âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñî ñðåäîé. Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.1) íåñëîæ-
íî âûâåñòè, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (u) = 1− exp
(
−
∫ u

0

Σ(r + ω s) ds
)
. (6.2)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâî, çàïîëíÿþùåå îáëàñòü G, îäíî-
ðîäíî, âûïîëíåíî òîæäåñòâî Σ(r) ≡ const è ðàâåíñòâî (6.2) îïðåäåëÿåò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ (èëè ïîêàçàòåëüíóþ) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðî-
ñòîé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ðàññìîòðåí â ðàçä. 13 (ñì. ïðèìåð 13.1).

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó

Σ(r) = Σ(a)(r) + Σ(s)(r),
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ãäå Σ(a)(r) � ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ, Σ(s)(r) � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ; ýòè ôóíê-
öèè òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè. Âåëè÷èíà q(a)(r) = Σ(a)(r)/Σ(r)
îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû èçëó÷åíèÿ
ñ ÷àñòèöåé âåùåñòâà â òî÷êå r ∈ G ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå ìàëîé ÷à-
ñòèöû áîëåå êðóïíîé (ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû èçëó÷å-
íèÿ ïðåðûâàåòñÿ). Ðîçûãðûø ñîáûòèÿ ïîãëîùåíèÿ ïðîèñõîäèò ïî ïðî-
ñòîìó àëãîðèòìó: åñëè α0 ≤ p(a)(r), òî ïðîèçîøëî ïîãëîùåíèå; åñëè
α0 > p(a)(r), òî ïðîèçîøëî ðàññåÿíèå (ñì. àëãîðèòì 11.3). Çäåñü α0 �
ðåàëèçàöèÿ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α (ò. å. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1)), ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ
ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. ðàçä. 10).

Íàêîíåö, òðåáóåòñÿ çàäàòü èíäèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ g(r,ω′,ω). Ââå-
äåì òàêæå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó β, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå â ñëó÷àå,
åñëè ÷àñòèöà èçëó÷åíèÿ ïîãëîòèëàñü â îáëàñòè G, è ðàâíà íóëþ âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Çàìåòèì, ÷òî Eβ = P .

6.3. Àëãîðèòì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðåàëèçó-
åì n òðàåêòîðèé ÷àñòèö è äëÿ j-é òðàåêòîðèè (j = 1, . . . , n) äåëàåì
ñëåäóþùåå.

1. Ìîäåëèðóåì íà÷àëüíóþ êîîðäèíàòó è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû èçëó÷åíèÿ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè g(0)(r,ω).

2. Ðåàëèçóåì äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñîãëàñíî ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (6.2).

3. Ïðîâåðÿåì, íå âûëåòåëà ëè ÷àñòèöà èç îáëàñòè G. Åñëè âûëåò
ïðîèçîøåë, òî çàêàí÷èâàåì òðàåêòîðèþ è ïîëàãàåì βj = 0.

4. Âû÷èñëÿåì êîîðäèíàòó r î÷åðåäíîé òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ, çíàÿ
ïðåäûäóùóþ êîîðäèíàòó r′, íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ω′ è äëèíó ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà l.

5. Îïðåäåëÿåì òèï ñòîëêíîâåíèÿ (ïîãëîùåíèå èëè ðàññåÿíèå) ñî-
ãëàñíî âåðîÿòíîñòè p(a)(r). Åñëè ðåàëèçîâàëîñü ïîãëîùåíèå, òî îáðû-
âàåì òðàåêòîðèþ è ïîëàãàåì βj = 1.

6. Åñëè ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå, òî ñîãëàñíî èíäèêàòðèñå g(r,ω′,ω)
ðåàëèçóåì íîâîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è ïåðåõîäèì íà ï. 2
äëÿ äàëüíåéøåãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè.

Ïðèáëèæåíèåì èñêîìîé âåðîÿòíîñòè P ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèöû â îáëà-
ñòè G áóäåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âèäà (1.1):

P = Eβ ≈ β1 + . . .+ βn

n
.
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7. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà, ðÿä
Íåéìàíà. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êàê èíòåãðàë
áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè

7.1. Ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïðèâåäåííàÿ â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêà÷-
êîîáðàçíûé, îáðûâàþùèéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îäíîðîäíûé ìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ èëè öåïü Ìàðêîâà (ñì., íàïðèìåð, [2], à òàêæå ðàçä. 8)
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(N); çäåñü N � ñëó÷àéíûé íîìåð îáðûâà òðàåêòîðèè (â çà-
äà÷å ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êàæäîå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé � ýòî øåñòèìåðíûé
âåêòîð ξ = (r̂, ω̂), ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïèñûâàþò òî÷êó
ñòîëêíîâåíèÿ ¾ôîòîíà¿ ñ ÷àñòèöåé âåùåñòâà, à ñëåäóþùèå òðè � íà-
ïðàâëåíèå ïðèëåòà ¾ôîòîíà¿ â ýòó òî÷êó). Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà
îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïåðâî-
ãî ñòîëêíîâåíèÿ) f(x) (äëÿ çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ýòà ôóíêöèÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü g(0)(x), x = (r,ω) è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (6.2)) è ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé k(x′, x) (êîòîðàÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ p(a)(x′), èí-
äèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ g(x′, x) è ôóíêöèþ (6.2)). Åñëè p(a)(x′) ≥ δ > 0, òî
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

k(x′, x) dx = q(x′) ≤ 1− δ < 1 (7.1)

(âåëè÷èíà q(x′) èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè íåîáðûâà òðàåêòîðèè â çàäàí-
íîé òî÷êå x′), âñëåäñòâèå êîòîðîãî öåïü îáðûâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà (è äàæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EN êîíå÷íî � ñì., íàïðèìåð,
[1]). Îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé, íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùèõ çà íà÷àëüíûì, âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ϕ1(x) =
∫
f(x′)k(x′, x) dx′ = [Kf ](x); (7.2)

ýòî àíàëîã ôîðìóëû ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [1],
à òàêæå ôîðìóëó (14.2)). Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè K � èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð ñ ÿäðîì k(x′, x) (ñì., íàïðèìåð, [7]). Ïóñòü ϕm(x) � ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé íîìåðà m. Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (7.2)
èìååì

ϕm(x) =
∫
ϕm−1(x′)k(x′, x) dx′ = [Kϕm−1](x).
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Â ÷àñòíîñòè,

ϕ2(x) = [Kϕ1](x) =
∫ ∫

f(y(0))k(y(0), y(1))k(y(1), x) dy(0) dy(1) = [K2f ](x).

(7.3)
Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçîâûõ ñîñòîÿ-
íèé öåïè

ϕ(x) =
∞∑

m=0

ϕm(x),

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Íåéìàíà (ñì., íàïðèìåð, [7])

ϕ(x) =
∞∑

m=0

[Kmf ](x). (7.4)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
(ñì., íàïðèìåð, [7])

ϕ(x) =
∫
k(x′, x)ϕ(x′) dx′ + f(x) èëè ϕ = Kϕ+ f. (7.5)

Ýòî óðàâíåíèå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò â ïðîñòðàíñòâå L1(Rl) ñ íîðìîé
‖g‖L1 =

∫
|g(x)| dx (ïðè÷èíà � íàëè÷èå îñîáåííîñòåé ó ñâîáîäíîãî ÷ëå-

íà f(x) è ÿäðà k(x′, x) äëÿ áîëüøèíñòâà àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷;
â ÷àñòíîñòè, â ÿäðî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó-
÷åíèÿ, âõîäèò äåëüòà-ôóíêöèÿ ïî íàïðàâëåíèþ � ñì., íàïðèìåð, [1]).
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.5) îáåñïå÷èâà-
åò óñëîâèå (7.1), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

7.2. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.
ÌåòîäûÌîíòå-Êàðëî îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ

Ih = (ϕ, h) =
∫
ϕ(x)h(x) dx; h ∈ L∞(Rl). (7.6)

Çäåñü L∞(Rl) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ (ïî÷òè âåçäå) ôóíêöèé ñ
íîðìîé ‖h‖L∞ = vrai supx∈Rl |h(x)|. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìîòðåííîé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå çàäà÷å èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà P = (ϕ, h),
h(x) = p(a)(r)χG(r), ãäå χG(r) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà G.
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (7.4), èñêîìûé ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâèì â âèäå

Ih =
∞∑

m=0

(Kmf, h), (7.7)

ãäå, ïî àíàëîãèè ñ ðàâåíñòâîì (7.3),

(Kmf, h) =
∫
f(y(0))k(y(0), y(1))× ..× k(y(m−1), y(m))h(y(m)) dy(0)..dy(m).

(7.8)
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (7.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó èíòåãðàëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè. Ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà (7.7) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (7.1).

8. Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà, îáðûâàþùàÿñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, è åå ìîäåëèðîâàíèå

8.1. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âûáîðêè ïî âàæíîñòè. Ñòàíäàðò-
íûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (2.2) íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû áåñ-
êîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè èç-çà íåîáõîäèìîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
âåêòîðà ξ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ñïåöèàëüíûé âèä ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé èç ñîîòíîøåíèé (7.7), (7.8), â êîòîðûõ ïðè ïåðåõîäå
îò íîìåðà m ê íîìåðó m + 1 ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ k(y(m), y(m+1)) (è ìåíÿåòñÿ àðãóìåíò ôóíêöèè h(y(m+1))),
è ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè (êîòîðûé ïîäðàçóìåâàåò âûáîð ïëîòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, áëèçêîé ê ìîäóëþ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè � ñì. ðàçä. 4) íàâîäÿò íà ìûñëü îá èñïîëüçîâàíèè

ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ξ̃
(m+1)

=
(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
âèäà

f̃
(
y(0), y(1), . . . , y(m)

)
= π(y(0))r(y(0), y(1))× . . .× r(y(m−1), y(m)), (8.1)

ãäå r(x′, x) = r(x|x′) � íåêîòîðàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü. Ïðè ýòîì

(Kmf, h) = Eζ(m); ζ(m) = Q̃(m)h(ξ(m)),

ãäå

Q̃(0) =
f(ξ(0))
π(ξ(0))

, Q̃(i) = Q̃(i−1) × k(ξ(i−1), ξ(i))
r(ξ(i−1), ξ(i))

; i = 1, . . . ,m. (8.2)

21



Ôóíêöèÿ (8.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòðåçêà(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ξ(0), ξ(1), ξ(2), . . .

ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ r(x′, x)
(ñì., íàïðèìåð, [2]). Íàïîìíèì, ÷òî ¾êëàññè÷åñêàÿ¿ öåïü Ìàðêîâà � ýòî
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ âåêòî-
ðîâ), äëÿ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ξ(m) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèåì ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ξ(m−1) (îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò,
÷òî âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåõîäà ξ(m−1) → ξ(m) � îäíè è òå
æå äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . .). Ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü r(x′, x) = r(x|x′) =
r(x|ξ(m−1) = x′) � ýòî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäóþùå-
ãî (m-ãî) ñîñòîÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðåäûäóùåì (äëÿ îäíîðîäíîé
öåïè ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò m).

8.2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îòðåçêà öåïè Ìàðêîâà. Ìîäå-
ëèðîâàíèå m-ãî ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ïðîèñõîäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ
(0)
0 ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ(0) ñîãëàñíî ïëîòíîñòè π(x), à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðå-

àëèçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ξ
(i)
0 ; i = 1, . . . ,m ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì r(ξ(i−1)

0 , x) =
r(x|ξ(i−1) = ξ

(i−1)
0 ) (ñì., íàïðèìåð, [1], à òàêæå àëãîðèòì 14.2).

8.3. Ââåäåíèå îáðûâà öåïè. Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèáëè-
æåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñóììû (7.7) â ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî ââîäèòñÿ öåïü
Ìàðêîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ýòî äåëàåòñÿ ïî àíà-
ëîãèè ñ ¾ôèçè÷åñêèìè¿ ñîîáðàæåíèÿìè èç òåîðèè ïåðåíîñà ÷àñòèö (ñì.,
íàïðèìåð, [1], à òàêæå ðàçä. 6). Îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ

p(x′, x) = r(x′, x)(1− p(x′)), (8.3)

ãäå çíà÷åíèå 0 ≤ p(x′) ≤ 1 èãðàåò ðîëü âåðîÿòíîñòè îáðûâà òðàåêòî-
ðèè. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîñëå ðåàëè-

çàöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ξ
(0)
0 ïðè ðåàëèçàöèè ïåðåõîäà ξ

(i−1)
0 → ξ

(i)
0

ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòè p(ξ(i−1)
0 ) ðàçûãðûâàåòñÿ îáðûâ òðàåêòîðèè. Åñ-

ëè îáðûâ ïðîèñõîäèò, òî äàëüíåéøèå ïåðåõîäû íå ìîäåëèðóþòñÿ, èíà÷å

ïðîèñõîäèò ðåàëèçàöèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ
(i)
0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

r(ξ(i−1)
0 , x).
Åñëè ïîòðåáîâàòü p(x′) ≥ δ > 0, òî∫

p(x′, x) dx = 1− p(x′) ≤ 1− δ < 1 (8.4)

(ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (7.1)) è EN < +∞, ãäå N � ñëó÷àéíûé íî-
ìåð îáðûâà òðàåêòîðèè. Íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèå (8.4), ôóíêöèþ (8.3)
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÷àñòî íàçûâàþò ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà, îá-
ðûâàþùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

9. Îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà îò ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà.
Ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå. Ëîêàëüíûå îöåíêè

9.1. Îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì è åå íåñìåùåííîñòü. Ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [1]):

Ih = (ϕ, h) = Eζ, ζ =
N∑

m=0

Q(m)h(ξ(m)). (9.1)

Çäåñü Ih � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (7.6) îò ðåøåíèÿ ϕ(x) èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (7.5); ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(N) � îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàð-
êîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ
π(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé (ïëîòíîñòüþ) p(x′, x); N � ñëó÷àéíûé íî-
ìåð îáðûâà öåïè. Ñëó÷àéíûå âåñà Q(m) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ïî
àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (8.2):

Q(0) =
f(ξ(0))
π(ξ(0))

; Q(m) = Q(m−1) × k(ξ(m−1), ξ(m))
p(ξ(m−1), ξ(m))

.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (9.1) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèé (8.4) è

π(x) 6= 0 ïðè f(x) 6= 0 è p(x′, x) 6= 0 ïðè k(x′, x) 6= 0. (9.2)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ íàçûâàåòñÿ âåñîâîé îöåíêîé ïî ñòîëêíîâåíèÿì
ôóíêöèîíàëà Ih.

9.2. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Ih. Ðàâåíñòâî (9.1)
äàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (7.6).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 9.1. Ðåàëèçóåì n òðàåêòîðèé

ξ
(0)
j , ξ

(1)
j , . . . , ξ

(Nj)
j ; j = 1, . . . , n

öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé
p(x′, x) è âû÷èñëÿåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âèäà (1.1):

Ih ≈ Zn =
ζ1 + . . .+ ζn

n
, ãäå ζj =

Nj∑
m=0

Q
(m)
j h(ξ(m)

j ).
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Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæå-
íèÿ áåñêîíå÷íûõ ñóìì (7.7) èíòåãðàëîâ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàò-
íîñòè (7.8).

9.3. Èñïîëüçîâàíèå îöåíêè ïî ñòîëêíîâåíèÿì. Äëÿ öåëîãî ðÿ-
äà àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìîæíî ïðåäñòàâèòü èñêîìóþ âåëè-
÷èíó â âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (7.6) îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (7.5) (ñì., íàïðèìåð, [1]). Äëÿ îöåíêè ýòîãî
ôóíêöèîíàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 9.1.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) óðàâíåíèÿ (7.5) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü, à ÿäðî k(x′, x) � ïåðåõîäíóþ ôóíê-
öèþ (ïëîòíîñòü) öåïè Ìàðêîâà, îáðûâàþùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå öåïè
Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) = f(x) è ïåðåõîäíîé ôóíêöè-

åé p(x′, x) = k(x′, x), è òîãäà Ih = E
[∑N

m=0 h(ξ
(m))

]
. Îäíàêî íåðåä-

êî ôóíêöèè f(x) è k(x′, x), èìåþùèå óêàçàííûé âûøå âåðîÿòíîñòíûé
ñìûñë, ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè, è ìîäåëèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
öåïè Ìàðêîâà çàòðóäíåíî. Òîãäà ìîæíî ìîäåëèðîâàòü äðóãóþ, âñïî-
ìîãàòåëüíóþ öåïü Ìàðêîâà ñ ïðîñòûìè ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà p(x′, x)
è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9.2),
è ñòðîèòü âåñîâóþ îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì (9.1). Ïîñëåäíþþ âîçìîæ-
íîñòü ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò íàëè÷èå îñîáåííîñòåé â ôóíêöèÿõ f(x)
è k(x′, x) äëÿ áîëüøèíñòâà àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèé, ÷òî âûíóæäàåò èñ-
ïîëüçîâàòü ïðèåì, îïèñàííûé â ïîäðàçä. 4.4 � âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè
â ïëîòíîñòü.

9.4. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé. Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé
âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óìåíèå ñòðîèòü ëîêàëüíûå âåñîâûå îöåíêè ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî, ïîçâîëÿþùèå ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ðåøå-
íèÿ ϕ(x) óðàâíåíèÿ (7.5) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x̂, èñïîëüçóÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå àíàëîãè àëãîðèòìà 9.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðè-
ìåð, [7]) è íà èäåå âêëþ÷åíèÿ îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü (ñì., íàïðèìåð,
[1] è ïîäðàçä. 4.4). Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ϕ(x̂) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ôóíêöèîíàëà (7.6):

ϕ(x̂) =
(
ϕ2, ĥ

)
, ĥ(x) = δ(x− x̂). (9.3)

ßñíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ôóíêöèîíàëà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îöåíêó ïî ñòîëê-
íîâåíèÿì (9.1) ââèäó íåâîçìîæíîñòè ïîäñ÷åòà äåëüòà-ôóíêöèè èç ñîîò-

íîøåíèÿ (9.3) â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ ξ
(m)
j . Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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(
ϕ, ĥ

)
=
(
ϕ∗, f

)
, ãäå f(x) � ñâîáîäíûé ÷ëåí èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (7.5),

à ϕ∗(y) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî (îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà (9.3)) èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ∗(y) =
∫
k∗(y′, y)ϕ∗(y′) dy′ + ĥ(y); èëè ϕ∗ = K∗ϕ∗ + ĥ, (9.4)

ãäå K∗ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k∗(y′, y) = k(y, y′). Âìåñòî
îöåíêè (9.1) ìîæíî ñòðîèòü îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ ôóíêöèîíàëà(
ϕ∗, f

)
îò ðåøåíèÿ ϕ∗(y) óðàâíåíèÿ (9.4):

ζ∗ =
N∗∑

m=0

Q(m)∗f(η(m)), (9.5)

ãäå îäíîðîäíàÿ, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà öåïü Ìàðêî-
âà η(0), η(1), . . . , η(N∗) èìååò íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü π∗(y) è ïåðåõîäíóþ
ôóíêöèþ p∗(y′, y) = r∗(y′, y)

(
1− p∗(y′)

)
;

Q(0)∗ =
ĥ(η(0))
π∗(η(0))

, Q(m)∗ = Q(m−1)∗ k
∗(η(m−1), η(m))
p∗(η(m−1), η(m))

. (9.6)

Â ñëó÷àå ĥ(x) = δ(x − x̂) âîçíèêàþò òðóäíîñòè ñ ðåàëèçàöèåé àëãî-
ðèòìà 9.1, ñîîòâåòñòâóþùåãî îöåíêå (9.5), â ñâÿçè ñ íåâîçìîæíîñòüþ âû-
÷èñëåíèÿ âåñà Q(0)∗ èç (9.6). Îäíàêî çäåñü ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà èäåÿ
¾âêëþ÷åíèÿ îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü¿ (ñì. ïîäðàçä. 4.4). Âîçüìåì â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè π∗(y) ôóíêöèþ δ(y− x̂). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå η(0) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òîæäåñòâåííî
(ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) ðàâíîé x̂ (ò. å. ýòî óæå ïî ñóòè äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ � íåñëó÷àéíàÿ � âåëè÷èíà). Ñîîòâåòñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè

òðàåêòîðèé öåïè η(0), η(1), . . . , η(N∗) ñëåäóåò áðàòü η
(0)
j = x̂, ïðè ýòîì

Q
(0)∗
j ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ìåòîäà ñî-

ïðÿæåííûõ áëóæäàíèé:

ϕ(x̂) = Eζ̂∗, ζ̂∗ =
N∗∑

m=1

Q(m)∗f(η(m)) + f(x̂). (9.7)

9.5. ¾Ôóíêöèîíàëüíàÿ¿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà. Íåäîñòàòêîì îöåí-
êè (9.7) ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ
ðåøåíèÿ ϕ(x) â íàáîðå òî÷åê òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûå
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íàáîðû òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà, ñòàðòóþùèõ â êàæäîé èç òî÷åê. Ýòî-
ãî íåäîñòàòêà ëèøåíà ¾ôóíêöèîíàëüíàÿ¿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí Ik,x = Kϕ(x) =
∫
k(x′, x)ϕ(x′) dx′ â ïðà-

âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.5) èìååò ôîðìó ôóíêöèîíàëà (7.6) äëÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè hx(x′) = k(x′, x). Äëÿ êàæäîãî x (â òîì ÷èñëå, è
äëÿ x = x̂) ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì âèäà (9.1) äëÿ
ôóíêöèîíàëà Ik,x è ïðèáàâèòü ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) óðàâíåíèÿ (7.5):

ϕ(x) = Eξ(x), ξ(x) =
N∑

m=0

Q(m)k(ξ(m), x) + f(x). (9.8)

Ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà 9.1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü

îäèí è òîò æå íàáîð òðàåêòîðèé ξ
(0)
j , ξ

(1)
j , . . . , ξ

(Nj)
j (çäåñü j = 1, . . . , n)

äëÿ ìíîãèõ òî÷åê x. Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî îáîñíîâàííîå ïðèìå-
íåíèå ëîêàëüíîé (à ïî ñóòè � ¾ãëîáàëüíîé¿) îöåíêè (9.8) (÷òî îçíà÷àåò, â
÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè n−1/2 ïî ÷èñëó
èñïûòàíèé) âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ(x), k(x′, x), f(x)
ïî ïåðåìåííîé x (ñì., íàïðèìåð, [8]). Äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà
àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿäðî k(x′, x) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) ñî-
äåðæàò îñîáåííîñòè òèïà äåëüòà-ôóíêöèé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (òàêàÿ
ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ðàñ-
ñìîòðåííîé â ðàçä. 6, 7), è ïðèõîäèòñÿ ëîêàëüíî ¾âûðåçàòü¿ ýòè îñî-
áåííîñòè, ïðèáëèæàÿ íåãëàäêèå ôóíêöèè k(x′, x), f(x) â ¾âûðåçàííûõ¿
îáëàñòÿõ ãëàäêèìè àíàëîãàìè (îòñþäà íàçâàíèå ¾ëîêàëüíàÿ îöåíêà¿).

10. Ôèçè÷åñêèå äàò÷èêè ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë è ãåíåðàòîðû ïñåâäî-ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Ìåòîä âû÷åòîâ è åãî ñâîéñòâà

10.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû α. Èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ñëåäóåò, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì
ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå (èëè ðåàëè-
çàöèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
íà ÝÂÌ, êîòîðîå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

1) ðåàëèçóþòñÿ çíà÷åíèÿ α1, . . . , αk ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1), ñ ïîìîùüþ ñïå-
öèàëüíîé ïðîãðàììû èëè óñòðîéñòâà, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòî-
ðîì ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ (ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë;
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2) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åííûõ ÷èñåë {αj} âû-
÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áîëåå ñëîæíûìè çàêîíàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèþ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íàóêó î âîçìîæíîñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñòàíäàðòíîãî
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ïåðå÷èñëèì âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α.
Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ñ ïëîò-
íîñòüþ f(u) ≡ 1, 0 < u < 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

F (x) =

 0 ïðè x ∈ (−∞, 0],
x ïðè x ∈ (0, 1),
1 ïðè x ∈ [1,+∞),

(10.1)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âàæíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Åñëè l-ìåðíàÿ òî÷êà α
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G1 ⊂ Rl êîíå÷íîãî îáúåìà
Ḡ1 =

∫
G1
du, òî îíà òàêæå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðîèçâîëüíîé

ïîäîáëàñòè G ⊆ G1 îáúåìà Ḡ ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ â ýòó ïîäîáëàñòü;
ïðè ýòîì P(α ∈ G) = Ḡ/Ḡ1.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñôîðìóëèðóåì
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.2. Ïóñòü èìååòñÿ èíòåðâàë (a, b) ⊆ (0, 1).

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (a, b) ïðè óñëî-
âèè ïîïàäàíèÿ â ýòîò èíòåðâàë è P

(
α ∈ (a, b)

)
= b− a.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.1. Óòâåðæäåíèå 10.2 èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáîñíîâà-
íèè ìíîãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

10.2. Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû. Âàæíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòàí-
äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïîñêîëü-
êó α ∈ (0, 1), äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ
ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä

α = 0, α(1) . . . α(k) . . . =
∞∑

k=1

α(k) 2−k, (10.2)

ïðè÷åì êàæäûé ðàçðÿä α(k) ìàíòèññû ÷èñëà (10.2) ðàâåí íóëþ èëè åäè-
íèöå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.3 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà α áûëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1),
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâîè÷íûå öèôðû {α(k)} èç ñîîòíîøå-
íèÿ (10.2) ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà 1/2:
P{α(k) = 1} = P{α(k) = 0} = 1/2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, óòâåðæäåíèå 1.3 ìîæåò ïîâåðãíóòü èññëåäîâàòåëÿ
â íåêîòîðîå óíûíèå, òàê êàê îíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾íàñòîÿùåå¿ ñòàí-
äàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî (10.2) èìååò áåñêîíå÷íóþ ìàíòèññó, âîñïðîèç-
âåñòè êîòîðóþ íà ÝÂÌ íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî îòìå-
òèòü, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìàøèííûå îøèáêè, ñâÿçàííûå
ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, ÷àñòî íå ó÷èòûâàþòñÿ (â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ìîæíî óêàçàòü èñïîëüçîâàíèå ôîðìàòîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ÝÂÌ).
Äëÿ èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ýôôåêòû,
ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ìàíòèññû, êàê ïðàâèëî, íåçíà÷èòåëüíû.

10.3. Ôèçè÷åñêèå äàò÷èêè.Óòâåðæäåíèå 10.3 îáîñíîâûâàåò ïðèí-
öèï ðàáîòû òàê íàçûâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Ýòî òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà (÷àùå âñåãî ¾øóìÿùèå¿ ðàäèîýëåêòðîí-
íûå ïðèáîðû), êîòîðûå âûðàáàòûâàþò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äâîè÷íûõ öèôð (óñëîâíî: ëàìïî÷êà ãîðèò èëè íå ãîðèò ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2; åñëè âåðîÿòíîñòü íå ðàâíà 1/2, ìîæíî áðàòü ïàðû ñîáûòèé äà�íåò
è íåò�äà, à ñîáûòèÿ äà�äà, íåò�íåò îòáðàñûâàòü). Ê ïðåèìóùåñòâàì
òàêîãî ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îòíîñÿò áûñòðîòó ðåàëèçà-
öèè è íåîãðàíè÷åííîñòü çàïàñà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íåäîñòàòêîì äàò÷è-
êîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêè òðåáóåòñÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà âûðàáàòûâàåìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ïîñêîëüêó äàæå
ñâåðõíàäåæíîå òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî äàåò ñáîè). Êðîìå òîãî, íåò âîç-
ìîæíîñòè âîñïðîèçâåñòè ðàñ÷åòû. Ñëåäóåò òåì íå ìåíåå çàìåòèòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåìàëî âû÷èñëèòåëåé, êîòîðûå ïðåäïî÷èòàþò èìåííî äàò-
÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è ðàáîòû ïî êîíñòðóèðîâàíèþ òàêèõ óñòðîéñòâ
ïðîäîëæàþòñÿ.

10.4. Ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Áîëüøèíñòâî ðàñ-
÷åòîâ ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ïðîèçâåäåíî è ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñåáÿ íåêîòî-
ðûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû. Àðãóìåíòàìè â ïîëüçó ïðèìåíåíèÿ
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ: âîçìîæíîñòü âîñïðîèçâîäèòü ðàñ÷å-
òû, áûñòðîòà ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë, îòñóòñòâèå âíåøíèõ óñòðîéñòâ è íåîá-
õîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîé ïðîâåðêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ÷èñåë, ìàëàÿ
çàãðóæåííîñòü ïàìÿòè ÝÂÌ. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåà-
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ëèçàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþò âèä

αn+1 = ψ(αn), (10.3)

ãäå íà÷àëüíîå ÷èñëî α0 çàäàíî. Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ(x) äîë-
æåí ÿâëÿòüñÿ èíòåðâàë (0, 1).

Îäíî èç ñîîáðàæåíèé î òîì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ôóíê-
öèþ ψ(x) èç (10.3), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïàðû òî÷åê

(α1, α2 = ψ(α1)), (α3, α4 = ψ(α3)), (α5, α6 = ψ(α5)), . . .

ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà êðèâîé y = ψ(x), à ñ äðóãîé
� ýòè æå òî÷êè äîëæíû (ïî ñâîéñòâàì ¾íàñòîÿùèõ¿ ñòàíäàðòíûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë) áûòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â êâàäðàòå Q2 = {(x, y) :
0 < x < 1, 0 < y < 1}. Ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè ψ(x) äîëæåí äîñòàòî÷-
íî ïëîòíî çàïîëíÿòü êâàäðàò Q2. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ψ(x) ìîæåò
ñëóæèòü

ψ(x) = {M x} (10.4)

äëÿ áîëüøîãî ìíîæèòåëÿM ; çäåñü {A} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà
A. Àëãîðèòì (10.3) ñ ôóíêöèåé (10.4) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ìåòîäîì âû÷åòîâ è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ
àëãîðèòìîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

10.5. Ðàâíîìåðíîñòü è êîððåëÿöèÿ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìåòîäà âû÷åòîâ. Îòìåòèì äâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâà
ôóíêöèè (10.4).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β = {Mα} ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1) äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà M .

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè çàìå÷àíèÿ 10.1 ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî
ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Èññëåäóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) = P(β < x). Ïî îïðåäåëåíèþ äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà è ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî α ∈ (0, 1), èìååì β ∈ (0, 1), è ïîýòîìó F (x) = 0 ïðè x ≤ 0 è F (x) = 1
ïðè x ≥ 1. Åñëè x ∈ (0, 1), òî, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 10.2, ïîëó÷àåì

F (x) =
M−1∑
k=0

P(k ≤M α < k + x) =
M−1∑
k=0

P

(
k

M
≤ α <

k + x

M

)
=

=
M−1∑
k=0

(
k + x

M
− k

M

)
=

M−1∑
k=0

x

M
= x.
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Èç ôîðìóëû (10.1) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà β ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, 1).

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ñîìíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëü-
òèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (10.3), (10.4), ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn} çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïî-
ýòîìó âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10.5 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-
öèè

r(α, β(s)) = E

((
α−Eα√

Dα

)(
β(s) −Eβ(s)√

Dβ(s)

))
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α è

β(s) = {Mβ(s−1)}, β(0) = α; s = 1, 2, . . .

ðàâåí 1/Ms äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî M .
Èç óòâåðæäåíèÿ 10.5 ñëåäóåò, ÷òî ïðèM � 1 êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-

öèè ìåæäó çàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè αn+s è αn íåâåëèê è ðàâåí 1/Ms.
10.6. Ó÷åò êîíå÷íîñòè ìàíòèññû. Ïåðèîäè÷íîñòü è òåñòèðî-

âàíèå ìåòîäà âû÷åòîâ. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 10.4 è 10.5 ñôîð-
ìóëèðîâàíû äëÿ ¾íàñòîÿùåãî¿ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α. Ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè ýòèõ óòâåðæäåíèé â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà (10.3), (10.4) äëÿ ÷èñåë αn ñ îãðàíè÷åííîé ìàíòèññîé äëèíû m.
Ïðè ýòîì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m ïðè óäà÷íîì ïîäáîðå ìíîæèòåëÿ
M ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10.3), (10.4) è
¾íàñòîÿùåãî¿ ñòàíäàðòíîãî ÷èñëà α áëèçêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10.3),
(10.4) ðàâåí α0 = 2−m, à ìíîæèòåëü èìååò âèä M = 52p+1, ãäå p � öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêîé âûáîð îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî
ìíîãèå ñïåöèàëèñòû èñïîëüçîâàëè è ïðîâåðÿëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
ìíîæèòåëÿìè M èìåííî òàêîãî âèäà. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

αn = kn 2−m; k0 = 1, kn ≡ kn−1 52p+1(mod 2m). (10.5)

Ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìåòîäà âû÷åòîâ (10.5)
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, èìåþùèõ ìàíòèññó äëèíû m è ïðè-
íàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0, 1), ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, è ïîýòîìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (10.5) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ò. å. ðàíî èëè ïîçäíî êàêîå-
íèáóäü çíà÷åíèå αL ñîâïàäåò ñî çíà÷åíèåì α0, è òîãäà, â ñèëó ðàâåíñòâà
(10.3), èìååì

αL+i = αi ïðè i = 1, 2, . . . (10.6)
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Íàèìåíüøåå ÷èñëî L, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (10.6), íàçûâàåòñÿ
äëèíîé ïåðèîäà. Îáû÷íî äëÿ ðàñ÷åòîâ íå ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàòü
áîëüøå ÷åì L/2 ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10.3), (10.4). Ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè òåîðèè ÷èñåë ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ìåòîäà âû÷åòîâ (10.5) ïåðèîä ðàâåí L = 2m−2. Âåëè÷èíà M = 52p+1 â
äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îêàí÷èâàåòñÿ íà 01, ïîýòîìó âñå αn ÿâëÿþòñÿ
m-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè äðîáÿìè, ïîñëåäíèå äâà ðàçðÿäà êîòîðûõ
ðàâíû 01. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà L = 2m−2 îñòàëüíûå m − 2 ðàçðÿäà
¾ïðîáåãàþò¿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå α0 ìîæíî
âûáðàòü ëþáóþ m-ðàçðÿäíóþ äâîè÷íóþ äðîáü óêàçàííîãî òèïà.

Âîïðîñ î ïðèãîäíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë (10.5) èññëåäóåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ è ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ (m, p) ïîëó÷à-
þòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ äðóãèõ � ïëîõèå. Â
íîâîñèáèðñêîé øêîëå ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ àëãîðèòìîâ ñ ÷èñëîì
èñïûòàíèé n ïîðÿäêà 109 è ìåíüøå äîëãèå ãîäû âïîëíå óäîâëåòâîðè-
òåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ãåíåðàòîð (10.5) ñ ïàðàìåòðàìè m = 40 è p = 8,
ïðîøåäøèé âñåñòîðîííåå ìíîãîëåòíåå òåñòèðîâàíèå. Â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ â ñâÿçè ñ ðîñòîì ìîùíîñòåé ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â ãåíåðàòîðàõ ñ óâåëè÷åííûì ïåðèîäîì. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð (10.5) ñ
ïàðàìåòðàìè m = 128 è p = 50059 èç ðàáîòû [9]. Îïðåäåëåííûå òðóä-
íîñòè êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ôîðìóë (10.5) íà êîìïüþòåðå ñâÿçàíû ñ
òåì, ÷òî íóæíî ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ ñ ÷èñëàìè, èìåþùèìè ìàíòèññó
äëèíû m, ïðåâîñõîäÿùóþ ñòàíäàðòíûé ôîðìàò ÝÂÌ.

10.7. Äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñôîð-
ìóëèðóåì äâà ïðèíöèïèàëüíûõ ñîîáðàæåíèÿ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.2. Êàê ïðàâèëî, ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, ïðåäñòàâëåííûå â ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(FORTRAN, PASCAL, ÑÈ++ è äð.) äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðîòåñòèðî-
âàíû è äàþò ñòàòèñòè÷åñêè óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëåíèé ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ çàäà÷, â êî-
òîðûõ èñïîëüçóåòñÿ óìåðåííî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ñôîðìóëèðîâàííûå
âûøå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíûõ íåäîñòàòêàõ äàò÷èêîâ (êîíå÷íîñòü èñ-
ïîëüçóåìîé ìàíòèññû, ïåðèîäè÷íîñòü è ò. ï.), â äàëüíåéøåì áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî èñïîëüçóåìûé â ðàñ÷åòàõ ãåíåðàòîð ñòàíäàðòíûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë äàåò ¾íàñòîÿùèå¿ (òåîðåòè÷åñêèå) âûáîðî÷íûå çíà÷å-
íèÿ α.
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Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðåöåçèîííûõ ðàñ÷åòîâ öåëå-
ñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äàò÷èê, ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè êîòîðîãî èçâåñò-
íû. Îñîáóþ ðîëü èãðàþò êîíòðîëüíûå ðàñ÷åòû äëÿ çàäà÷ (áëèçêèõ ê
ðåàëüíûì) ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 10.3. Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìåòîä âû÷åòîâ (10.5),
äàæå ðåàëèçîâàííûé îïòèìàëüíî äëÿ èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî òðóäîåìêèì (ïî ñðàâíåíèþ, íàïðè-
ìåð, ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì ÷èñåë). Ïîýòîìó ïðè îïòèìèçàöèè àëãî-
ðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî öåëåñîîáðàçíî ïî-âîçìîæíîñòè óìåíü-
øàòü ÷èñëî îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå òèïà RANDOM .

11. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî òðóäîåìêîñòü

11.1. Ïîðÿäîê èçó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàëè÷èå íàäåæíîãî ãåíåðàòîðà ñòàí-
äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë α ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ
ξj ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ (îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ) ñ ïðîèçâîëüíû-
ìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîðÿäîê îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àë-
ãîðèòìîâ â ýòîì ïîñîáèè àíàëîãè÷åí ïîðÿäêó èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí â êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: ¾îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó¿ (ñì.,
íàïðèìåð, [2]). Ñíà÷àëà áóäóò èçó÷åíû àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàòåì � äëÿ îäíîìåðíûõ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí è äàëåå � äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(èëè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ). Äëÿ êàæäîãî òèïà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäåò
ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì. Ó÷èòûâàÿ òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.1) òðåáóåòñÿ
ïîëó÷àòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî n� 1 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, îñîáîå âíè-
ìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ òðóäîåìêîñòè ïðåäñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ
ðÿäà âàæíåéøèõ (ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ) ðàñïðåäåëåíèé ñòàíäàðò-
íûå àëãîðèòìû ëèáî íå ðåàëèçóåìû, ëèáî íå ýôôåêòèâíû. Â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ ïðåäïðèíèìàþòñÿ (÷àñòî äîâîëüíî óñïåøíûå) ïîïûòêè ïîñòðîèòü
ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ñâîéñòâà çàäàí-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1], à òàêæå ðàçä. 12 è 17).

11.2. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé x1, . . . , xN è ðàñïðåäå-
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ëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

P(ξ = xi) = pi; pi > 0,
N∑

i=1

pi = 1; (11.1)

äàëåå â ïîäðàçä. 11.5 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñ÷åòíîãî ÷èñëà çíà÷åíèé, äëÿ
êîòîðîãî N = ∞.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (11.1), ðåàëèçàöèÿ òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ xm

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îçíà÷àåò ðîçûãðûø ñîáûòèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pm.
Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (11.1) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) ìîæíî
ðàçáèòü íà ïîëóèíòåðâàëû ∆m äëèíû pm:

∆m = [Rm−1, Rm); Rm =
m∑

i=1

pi; m = 1, 2, . . . , N ;

äëÿ m = 1 ïîëàãàåì Rm−1 = R0 = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ãå-
íåðàòîð, ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α0 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî
÷èñëà. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 10.2, èìååì P(α ∈ ∆m) = pm. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè α0 ∈ ∆m, òî äëÿ äàííîãî èñïûòàíèÿ ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ0 = xm.

Òåõíè÷åñêè îïðåäåëåíèå òîãî íîìåðà m ïîëóèíòåðâàëà ∆m, â êî-
òîðûé ïîïàëî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α0, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì âû÷èòàíèåì èç α0 ñóìì Rm äëÿ m = 1, 2, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ðàç-
íîñòü α0 − Rm íå ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé. Îïèñàííóþ îïåðàöèþ ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü áåç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóìì Rm, èñïîëüçóÿ
îïåðàöèþ ïåðåïðèñâàèâàíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.1 (ñì., íàïðèìåð. [1]). Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α0

(ò. å. Q := RANDOM) è ïîëàãàåì m := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàè-
âàíèå

Q := Q− pm (11.2)

(ò. å. çàíîñèì íîâîå çíà÷åíèå (α0 − p1) â ÿ÷åéêó Q). Åñëè íîâîå Q íå
ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå m âûáèðàåì òåêóùåå åãî çíà÷åíèå è
ïîëàãàåì ξ0 = xm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ
m := m + 1 è (11.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëü-
íîñòü è ò. ä.

Âàæíûì ïðèìåðîì äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ öåëî-
÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η, äëÿ êîòîðûõ

xi = i, P(η = i) = pi; i = 1, 2, . . . , N. (11.3)
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Àëãîðèòì 11.1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä.
ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.2. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå Q := α0 è ïîëàãàåì m := 1.

Ïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèå (11.2). Åñëè íîâîå çíà÷åíèå Q íå ïîëî-
æèòåëüíî, òî ïîëàãàåì η0 = m, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèì ïå-
ðåïðèñâàèâàíèÿ m := m+ 1 è (11.2) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà
ïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.

11.3. Òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà. Â ðàçä. 4 óêàçà-
íî, ÷òî â ôîðìóëå (4.1) äëÿ òðóäîåìêîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.1)
âåëè÷èíà t ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì âðåìåíåì âû÷èñëåíèÿ îäíîãî âûáîðî÷íî-
ãî çíà÷åíèÿ ζj . Ñëîâî ñðåäíåå çäåñü ïðèíöèïèàëüíî, òàê êàê çàòðàòû íà
ìîäåëèðîâàíèå êîíêðåòíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζj ÿâëÿþòñÿ, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ñëó÷àéíûìè. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ óæå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (åñëè ñòàâèòü çà-

äà÷ó âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eξ =
∑N

i=1 xipi ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî, íàïðèìåð, ñ öåëüþ òåñòèðîâàíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòàíäàðò-
íûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ξ0 = xm, ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâ-
ëÿòü m ïðîâåðîê Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü. Â îáùèå çàòðàòû δ àëãîðèòìà
11.1 âõîäÿò çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå îäíîé ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (èõ îáîçíà÷èì a) è ðåàëèçàöèþ ñðàâíåíèé Q ñ íóëåì (çàòðà-
òû íà êàæäîå ñðàâíåíèå îáîçíà÷èì b). Òîãäà ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü t
àëãîðèòìà ðàâíà

t = Eδ = a+

(
N∑

i=1

ipi

)
× b. (11.4)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì (11.3) âåëè÷èíà t èç (11.4) ïðåäñòàâèìà â âèäå

t1 = a+ bEη. (11.5)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ 11.1 è 11.2 öåëåñîîáðàçíî (åñëè ýòî âîç-
ìîæíî) ðàñïîëàãàòü âåðîÿòíîñòè pi â ïîðÿäêå èõ óáûâàíèÿ.

11.4. Ñëó÷àé ìàëîãî ÷èñëà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îòìåòèì, ÷òî â àëãîðèòìå 11.1 âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ. Åñ-
ëè α0 −RN−1 > 0, òî ïîñëåäíåå âû÷èòàíèå ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå α0 ∈ ∆N . Ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãè ôîðìóë (11.4) è
(11.5) èìåþò âèä

t = a+

(
N−1∑
i=1

ipi + (N − 1) pN

)
× b; t1 = a− b pN + bEη.
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Îäíàêî âûèãðûø îò ýòîé ìîäèôèêàöèè ñêàçûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìàëûõ
N , òàê êàê ïðè åå ïðèìåíåíèè òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå òåêóùåãî
m c (N − 1).

Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé N = 2. Çäåñü àëãîðèòì 11.1 ïðèîá-
ðåòàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.3. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå α0. Åñëè α0 < p1, òî ξ0 = x1,
èíà÷å ξ0 = x2.

Åñëè x1 = 1 è x2 = 0, òî ξ � áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p1 (ñì., íàïðèìåð, [2]). Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæ-
íî âñïîìíèòü î òîì, ÷òî áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ââîäèòñÿ
äëÿ ôîðìàëèçàöèè èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Åñëè ïðèäàòü âåëè-
÷èíàì x1 è x2 ¾ñëîâåñíûå¿ çíà÷åíèÿ x1 = {ñîáûòèå A ïðîèçîøëî} è
x2 = {ñîáûòèå A íå ïðîèçîøëî}, òî àëãîðèòì 11.3 îïèñûâàåò ìîäåëè-
ðîâàíèå ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A.

11.5. Ñëó÷àé ñ÷åòíîãî ÷èñëà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Â ñëó÷àå N = ∞ äëÿ çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (11.1) âìåñòî êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé {xi} è âåðîÿòíîñòåé {pi} çàäàþòñÿ ôîðìóëû èõ âû÷èñëåíèÿ

xi = ϕ(i); pi = ψ(i). (11.6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî áîëåå óäîáíûìè (ýêîíîìè÷íûìè)
ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû âèäà

pi+1 = z(pi), à êîíêðåòíåå, pi+1 = pi r(i+ 1). (11.7)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 11.1 â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé
ïåðåä âû÷èòàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
åå ïî îäíîé èç ôîðìóë (11.6) èëè (11.7).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 11.4. Ðåàëèçóåì çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Q := α0 è ïîëàãàåì m := 1 è P := p1 (èëè P := ψ(1)). Ïðîèçâî-
äèì ïåðåïðèñâàèâàíèå

Q := Q− P. (11.8)

Åñëè íîâîå Q íå ïîëîæèòåëüíî, òî â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ
ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûáèðàåì ξ0 = ϕ(m) äëÿ òåêóùåãî m; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì m := m + 1, ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò âåðîÿòíî-
ñòè P := ψ(m) (èëè P := z(P ), èëè P := P r(m)) è ïåðåïðèñâàèâàíèå
(11.8) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó Q íà ïîëîæèòåëüíîñòü è ò.ä.

Ñðåäíèå çàòðàòû àëãîðèòìà 11.4 ðàâíû

t = a+

( ∞∑
i=1

i pi

)
× (b+ c), (11.9)
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ãäå c � ñðåäíèå çàòðàòû íà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ïå-
ðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïðîèñõîäèò ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (11.7) è
âåðîÿòíîñòü p1 çàäàíà, ÷èñëî t èç ðàâåíñòâà (11.9) óìåíüøàåòñÿ íà âå-
ëè÷èíó c. Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η ñ ðàñïðåäåëåíèåì
(11.3) ïðè i = 1, 2, . . . ôîðìóëà (11.9) èìååò âèä

t1 = a+ (b+ c)Eη. (11.10)

Ñóùåñòâóåò ðÿä ñïîñîáîâ ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü (11.9), ê ÷èñëó êî-
òîðûõ îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàñïîëîæåíèå (åñëè ýòî âîçìîæíî) âåðî-
ÿòíîñòåé pi â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåñ÷åò âåðîÿòíîñòåé
ïî îäíîé èç ôîðìóë (11.6) èëè (11.7) ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì (ò. å. âåëè÷è-
íà c âåëèêà), ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî N0 òàê, ÷òîáû ñóììà âåðîÿòíîñòåé
RN0 = p1 +p2 + . . .+pN0 áûëà áëèçêà ê åäèíèöå è èìåëàñü âîçìîæíîñòü
ñîõðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ ìàññèâ çíà÷åíèé p0, p1, . . . , pN0 .
Òîãäà ïðè α0 < RN0 ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì 11.1 (áåç ïåðåñ÷åòà âåðîÿò-
íîñòåé), à ôîðìóëû (11.6) èëè (11.7) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè
α0 ≥ RN0 , ò. å. äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ñóùåñòâåííî ñíèæàåò çàòðàòû (11.4),
(11.9) àëãîðèòìîâ 11.1 è 11.4 äëÿ N � 1 èëè N = ∞ ðàññìîòðåííûé â
ðàçä. 12 êâàíòèëüíûé ìåòîä (àëãîðèòì 12.2). Â ýòîì àëãîðèòìå ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîìåð-
íîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 12.1).

12. Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Êâàíòèëüíûé ìåòîä

12.1. Ñëó÷àé ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ðåàëèçàöèÿ âûáîðî÷íîãî
çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé çà-
ìåòíî óïðîùàåòñÿ, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ x1, . . . , xN ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. â
ñîîòíîøåíèè (11.1) âñå pi ðàâíû 1/N (òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàâíîìåðíûì).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 12.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷å-
íèå α0 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α è ïîëàãàåì

µ0 = [α0N ] + 1 = [α0N + 1] (12.1)

(çäåñü [A] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A) è ξ0 = xµ0 .
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè âûáîðà íîìåðà µ0 ïî ôîðìóëå (12.1)

íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , N âûïîëíåíî P(µ = k) =
1/N . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå öåëîé ÷àñòè ÷èñëà è óòâåðæäåíèå 10.2,
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èìååì

P(µ = k) = P([αN + 1] = k) = P(k − 1 ≤ αN < k) =

= P
(
k − 1
N

≤ α <
k

N

)
=

k

N
− k − 1

N
=

1
N
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèò-

ìà 12.1 âìåñòî àëãîðèòìà 11.1 î÷åâèäíî. Îäíàêî íåâåðíî ãîâîðèòü, ÷òî
àëãîðèòì 12.1 âñåãäà ýêîíîìè÷íåå àëãîðèòìà 11.1. Òàê, äëÿ N = 2 è
p1 = p2 = 1/2 áîëåå ýêîíîìè÷íûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì 12.1),
êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 11.3 (÷àñòíûé ñëó÷àé àëãîðèòìà 11.1).
Çäåñü âñå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ðàáîòàþò îïåðàöèè âçÿòèÿ
öåëîé ÷àñòè ÷èñëà, âû÷èòàíèÿ, ñðàâíåíèÿ è ò. ï., à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,
îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì êîìïüþòåðà è ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòî-
ìó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñâîå ÷èñëî N0,
äëÿ êîòîðîãî ïðè N ≤ N0 áîëåå ýêîíîìè÷íûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì 11.1,
à ïðè N > N0 � àëãîðèòì 12.1. Çíà÷åíèå N0 îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè âûáîðêè ξ1, . . . , ξn è ôèêñàöèè çàòðàò
s = nt äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ 11.1 è 12.1.

12.2. Êâàíòèëüíûé ìåòîä. Àëãîðèòì 12.1 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ñëåäóþùóþ ýôôåêòèâíóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìîâ 11.1 è 11.4, êîòî-
ðàÿ íîñèò íàçâàíèå êâàíòèëüíûé ìåòîä (ñì., íàïðèìåð, [1]) è ïðèìå-
íÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ñëó÷àå N � 1 (è äàæå äëÿ N = ∞).

Çàäàäèì öåëîå ÷èñëî K è ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1) íà K ðàâíûõ
÷àñòåé [(j − 1)/K, j/K), j = 1, . . . ,K. Äàëåå ïîñòðîèì ìàññèâ öåëûõ
÷èñåë {Xj}K

j=1 òàêîé, ÷òî

Xj = min{k : Rk = p1 + p2 + . . .+ pk ≥ (j − 1)/K},

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàññèâîì íèæíèõ êâàíòèëåé. Ýòîò ìàññèâ çàäà-
åò íîìåð k ýëåìåíòà ìàññèâà {Ri ; i = 1, 2, . . . , N}, ñ êîòîðîãî ñëåäóåò
íà÷èíàòü ïîèñê ¾ââåðõ¿ (ò. å. êàê è â àëãîðèòìå âèäà 11.1, âû÷èòàòü âå-
ëè÷èíû Rq, q = k, k+1, . . . èç α0 äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî îòðèöàòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ) ïðè (j − 1)/K ≤ α0 < j/K. Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 12.2. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α0 ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α.

2. Âû÷èñëÿåì íîìåð j0 ïîëóèíòåðâàëà [(j0−1)/K, j0/K), â êîòîðûé
ïîïàäàåò α0 ïî ôîðìóëå òèïà (12.1): j0 = [Kα0 + 1].
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3. Ðåàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê ¾ñíèçó ââåðõ¿, íà÷èíàÿ ñ RXj0
.

Òåñòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè N ≤ 3M0 (çäåñü ÷åðåç M0

îáîçíà÷åí ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ìàññèâà äëÿ çàäàííîãî êîìïüþòåðà è
âûáðàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ñëåäóåò âûáèðàòü ÷èñëî K êâàí-
òèëåé [(j − 1)/K, j/K) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå N/K ≈ 3
(ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 12.2 ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ñ ðî-
ñòîì N). Äëÿ ñëó÷àÿ N = ∞ ìîæíî áðàòü K ≈M0.

12.3. Ñëó÷àé ìàëîãî ÷èñëà âåðîÿòíîñòåé. Ýôôåêòèâíûå âåðñèè
êâàíòèëüíîãî ìåòîäà ìîæíî ñòðîèòü è äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ÷èñëà
âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü 1/pmin < M0 (çäåñü pmin = min(p1, . . . , pN )). Òîãäà
ìîæíî âçÿòü ÷èñëî êâàíòèëåé, ðàâíîå K = [1/pmin] + 1. Ïðè ýòîì äëÿ
ðåàëèçàöèè òðåòüåãî ïóíêòà àëãîðèòìà 12.2 ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî
âû÷èòàíèÿ òèïà (11.2).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â öåëîì ðÿäå ñèòóàöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî êâàíòèëüíîãî ìåòîäà àëãîðèòì Óîëêåðà èëè äàæå áèíàðíûé
ïîèñê (ñì., íàïðèìåð, [1]), îäíàêî àëãîðèòì 12.2 ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåð-
ñàëüíûì è ïðîñòûì äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ.

13. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Êîíñòðóèðîâàíèå ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé

13.1. Îñîáåííîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãîðèòìû
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ, îáëàñòüþ çíà÷åíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë èëè îáúåäèíåíèå èí-
òåðâàëîâ. Â äàëüíåéøåì â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ξ ∈ (a, b), ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èí-
òåðâàëå (a, b), ãäå −∞ ≤ a < b ≤ +∞, è åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) = P(ξ < x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (a, b), ïðè
ýòîì

F (x) = 0 ïðè x ≤ a è F (x) = 1 ïðè x ≥ b; (13.1)

äëÿ ñëó÷àåâ a = −∞ è b = +∞ ñîîòíîøåíèÿ (13.1) ïðèîáðåòàþò âèä

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1 èëè lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Ñëó÷àè, êîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ èëè äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ ñ èíòåðâàëà-
ìè (ïðè ýòîì íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè èëè íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè F (x)), áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ¾ýêçîòè÷åñêèìè¿.
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Â ñëó÷àå ξ ∈ (a, b), â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ, îòäåëüíîå
çíà÷åíèå x0 ∈ (a, b) èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Çäåñü ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ξ ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó èíòåðâàëó:

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
= F (d)− F (c). (13.2)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b), ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûìè (ñì., íàïðèìåð, [2]), ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
êàæäîé èç íèõ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f(u) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
èíòåðâàëà (c, d) ⊆ (a, b) âûïîëíåíî

P
(
ξ ∈ (c, d)

)
=
∫ d

c

f(u) du. (13.3)

Ôóíêöèÿ f(u) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà îïðåäåëå-
íà ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ¾âåðñèè¿ ïëîò-
íîñòè f(u). Ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ

f(u) ≥ 0 ïðè u ∈ (a, b);
∫ +∞

−∞
f(u) du =

∫ b

a

f(u) du = 1; (13.4)

f(u) = 0 ïðè u /∈ (a, b). (13.5)

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè u ∈ (a, b) ìíîæåñòâî òî÷åê, òàêèõ
÷òî f(u) = 0, èìååò ìåðó íóëü. Èç ñîîòíîøåíèé (13.2), (13.3) ñëåäóåò,
÷òî

F (x) =
∫ x

−∞
f(u) du (13.6)

è ïî÷òè âñþäó (ïî ìåðå Ëåáåãà) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(u) = dF (u)/du.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (13.6) ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ìîæíî çàäàâàòü íå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à ïëîòíîñòüþ
f(u). Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâà-
åìûõ äàëåå ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûìè (îïóñ-
êàÿ äîïîëíåíèå àáñîëþòíî).
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13.2. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñôîðìóëèðó-
åì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì (ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 13.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
(ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ (a, b)
èñïîëüçóåì ôîðìóëó

ξ0 = F−1(α0); (13.7)

çäåñü α0 � ðåàëèçàöèÿ ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α.
Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû (13.7) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ξ è ξ̃ = F−1(α) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
x ≤ a èìååì Fξ̃(x) = P(ξ̃ < x) = F (x) = 0, äëÿ x ≥ b âûïîëíåíî
Fξ̃(x) = F (x) = 1, à äëÿ a < x < b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fξ̃(x) = P(F−1(α) < x) = P
(
α < F (x)

)
= F (x).

Â ïîñëåäíåé âûêëàäêå èñïîëüçîâàíî óòâåðæäåíèå 10.2.
13.3. Ýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Àëãîðèòì 13.1

íà ïåðâûé âçãëÿä çàêðûâàåò âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ ∈ (a, b). Îäíàêî îñòàåòñÿ îäíà âàæíàÿ ¾òåõíè÷åñêàÿ¿ ïðîáëåìà,
ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë âèäà (13.7) â ðåàëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîãðàììàõ.

ÇÀÄÀ×À 13.1. Ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòü ψ(x) = F−1(x) â âèäå
ïðîñòîé êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òîáû âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèÿ ψ(x) ìîãëî áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíî íà ÝÂÌ.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à 13.1 ðàçðåøèìà, áóäåì íàçûâàòü ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó-
ëó (13.7) ýëåìåíòàðíûìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à 13.1 íåðàçðåøèìà, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àëüòåð-
íàòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (ìîäåëèðîâàíèÿ) âûáîðî÷-
íûõ çíà÷åíèé (ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ, ñóïåðïîçèöèè è ò. ï. � ñì. äàëåå
ðàçä. 15�17). Îäíàêî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ýëåìåíòàðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, àëãîðèòì 13.1 ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì (ýêîíîìè÷íûì).

13.4. Ïðèìåðû ïëîòíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
Îïèøåì òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 13.1. Ïóñòü èìå-
åòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ (a, b), ðàñïðåäåëåííàÿ ñîãëàñ-
íî ïëîòíîñòè f(u). Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî âåëè÷èíû ξ è F−1(α) ïðèíàäëåæàò
èíòåðâàëó (a, b), à ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ýòîì èíòåð-
âàëå, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (13.7) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå F (ξ0) = α0.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (13.5), (13.6), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ∫ ξ0

a

f(u) du = α0. (13.8)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (13.8) ïðåäñòàâèìî â âèäå ξ0 = ψ(α0), ãäå ψ(x) � ïðî-
ñòàÿ êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ψ(x)
íà ÝÂÌ ðåàëèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî.

Óðàâíåíèå (13.8) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì ïî äâóì ïðè÷èíàì.
Ïåðâàÿ ïðè÷èíà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(13.8) íå áåðåòñÿ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå âûðàæàåòñÿ
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ); ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü øèðîêî ïðèìå-
íÿåìîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [2]) ñ
ïëîòíîñòüþ

f(u) =
e−u2/2

√
2π

, −∞ < u < +∞; (13.9)

çäåñü è äàëåå ïðåäåëû, îãðàíè÷èâàþùèå ïåðåìåííóþ u, îáîçíà÷àþò èí-
òåðâàë (a, b) (âíå ýòîãî èíòåðâàëà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (13.5)). Äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ (13.9) èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ,
ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè èçîòðîïíîãî âåêòîðà ñëó÷àéíîé äëèíû (ñì.,
íàïðèìåð, [1] è ðàçä. 17).

Âòîðàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìî-
æåò íå îêàçàòüñÿ ýëåìåíòàðíûì, ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äàæå åñëè èíòåãðàë
èç (13.8) áåðåòñÿ, ïîëó÷àåìîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìûì (â
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî ξ0. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé
ñèòóàöèè ìîæíî ïðèâåñòè ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòüþ

f(u) =
N∑

i=0

ciu
i, 0 < u < 1. (13.10)

Ïîëó÷àåìîå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (13.8) äëÿ ïëîòíîñòè (13.10) ñîîò-
íîøåíèå

N∑
i=0

ciξ
i+1
0 /(i+ 1) = α0

â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìî (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) îòíîñèòåëüíî
ξ0 ïðè N ≥ 2 è ci 6= 0. Ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ (13.10) (â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ñëó÷àÿ ci ≥ 0
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è ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ {ci}, à òàêæå
íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû) ïðåäñòàâëåíû äàëåå â ðàçä. 16 (ñì.
ïðèìåð 16.2).

13.5. Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé. Íåñìîòðÿ íà ïåðå-
÷èñëåííûå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå òðóäíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü
íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòó
âîçìîæíîñòü äàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòàÿ òåõíîëîãèÿ, îñíîâàííàÿ íà òåî-
ðåìå î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (ñì. óòâåðæäåíèå 13.1 è òåõíîëî-
ãèþ 13.1). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòàðíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ¾çíàìåíèòûå¿ (âàæíûå) â ïðèëîæåíèÿõ
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Îñîáî îòìåòèòì, ÷òî â çàãîëîâêàõ ïðèâîäèìûõ çäåñü è äàëåå â ðàçä.
14�16 è â ïðèë. 1 ïðèìåðîâ è çàäà÷ óêàçàí (â ñêîáêàõ) ïðèáëèçèòåëüíûé
áàëë (â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî òðåõ) çà ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ñ òî÷êè
çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ ñåìåñòðîâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ (ñì. ïðèë. 3).

ÏÐÈÌÅÐ 13.1 (0.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [2]) ñ ïëîòíîñòüþ

f(u) = λ e−λ u, u > 0; λ > 0. (13.11)

Ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåñüìà øèðîêà (ñì., íàïðèìåð,
[1]). Íà îñíîâå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèå ïîòî-
êè, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â ïðîñòåéøèõ ìî-
äåëÿõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé
è ò. ä.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå âèäà (13.8), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì∫ ξ0

0

λ e−λ u du = α0, −e−λ u
∣∣∣ξ0

0
= α0, 1− e−λ ξ0 = α0

è, íàêîíåö, ξ0 = − ln(1−α0)/λ. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà α′ = 1−α ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîãî ÷òî
α ∈ (0, 1), èìååì Fα′(x) = 0 ïðè x ∈ (−∞, 0] è Fα′(x) = 1 ïðè
x ∈ [1,+∞). Íàêîíåö, äëÿ x ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

Fα′(x) = P(1− α < x) = P(α > 1− x) = 1− (1− x) = x, (13.12)

ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α′ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (10.1). Îáðà-
ùàÿñü ê äàò÷èêó òèïà RANDOM , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
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âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α′, è òîãäà ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

ξ0 = − lnα′0
λ

. (13.13)

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 13.1. Ïîñëåäíåå íà ïåðâûé âçãëÿä íåñóùåñòâåííîå ñî-
îáðàæåíèå î çàìåíå (1−α0) íà α′0 ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì ñ ïðèêëàä-
íîé òî÷êè çðåíèÿ, ò. ê. âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ êîëè÷åñòâî
îáðàùåíèé n ê ôîðìóëå (13.13) î÷åíü âåëèêî (n� 1) è íåáîëüøàÿ ýêî-
íîìèÿ ε, ñâÿçàííàÿ ñ ëèêâèäàöèåé îäíîãî âû÷èòàíèÿ, ìîæåò äàòü
îùóòèìûé âûèãðûø â ýôôåêòèâíîñòè íà âåëè÷èíó nε. Ïðè ïðàêòè-
÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåõ èëè èíûõ ìîäåëèðóþùèõ ñîîòíîøåíèé â òðó-
äîåìêèõ ïðåöåçèîííûõ ðàñ÷åòàõ ñëåäóåò âåñüìà òùàòåëüíî âûâåðÿòü
ýòè ôîðìóëû íà ïðåäìåò èõ ýôôåêòèâíîñòè. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå
(13.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ξ0 = (ln(1/α′0))/λ, îäíàêî ïîñëåäíÿÿ
ôîðìóëà õóæå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ÷åì ñîîò-
íîøåíèå (13.13), ò. ê. îïåðàöèÿ äåëåíèÿ áîëåå òðóäîåìêà, ÷åì âçÿòèå
ìèíóñà.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 13.2. Äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ïëîòíîñòåé f(u) ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (13.8) è âûâîäå ñîîòâåòñòâó-
þùåé ôîðìóëû ξ0 = ψξ(α0) ìîãóò ñëó÷èòüñÿ íåòî÷íîñòè (îøèáêè).
Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ ýòè íåòî÷íîñòè ìîæíî îáíàðóæèòü
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîñòîé ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ìû áóäåì â äàëü-
íåéøåì íàçûâàòü ÏÐÎÂÅÐÊÎÉ 13.1:

Â ïîëó÷åííóþ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (13.8) ôîðìóëó
ξ0 = ψξ(α0) ïîäñòàâüòå α0 = 0. Ïðè ýòîì äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ
ξ0 = ψξ(0) = a. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ α0 = 1 äîëæíî ïîëó÷èòü-
ñÿ ξ = ψξ(1) = b.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôîðìóëû (13.13) ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0
äàåò α′0 = 1 è ξ0 = (− ln 1)/λ = 0, à ïðè α0 = 1 èìååì α′0 = 0 è
ξ0 = (− ln 0)/λ = +∞.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ (13.10) â ðàçä. 16 ïðåäñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ñóïåðïî-
çèöèè è èñêëþ÷åíèÿ. Ïîñòðîåíèå ýòèõ ìåòîäîâ îñíîâàíî íà òîì, ÷òî
ïðè ci > 0 ñëàãàåìîå ciu

i ñóììû (13.10) ïðîïîðöèîíàëüíî ñëåäóþùåé
ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

ÏÐÈÌÅÐ 13.2 (0.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïëîòíîñòüþ

f(u) = (i+ 1)ui, 0 < u < 1. (13.14)

43



Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ ïëîòíîñòè (13.14), ïîëó÷àåì

ξi+1
0 = α0 èëè ξ0 = α

1/(i+1)
0 . (13.15)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = 0, à ïðè α0 = 1 èìååì ξ0 = 1.
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 13.3. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ

(13.11), (13.14) è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû (13.13),
(13.15) òàáëè÷íûìè è íå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü äëÿ íèõ ðåçóëüòàòû
ïðîâåðêè 13.1. Òàáëè÷íûì áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé:

f(u) = 1/(b− a); a < u < b; ξ0 = a+ (b− a)α0. (13.16)

ÏÐÈÌÅÐ 13.3 (0.5 áàëëà). Ïîõîæàÿ íà (13.15) ôîðìóëà ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî
f(u) = cu−c−1, u > 1, c > 0. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ

ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
∫ ξ0

1
cu−c−1 du = α0 ÿâ-

ëÿåòñÿ ξ0 = (1−α0)−1/c. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α′ = 1−α
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà (ñì. ñîîòíîøåíèå (13.12)), ñîãëàñíî çàìå÷à-
íèþ 13.1, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó ξ0 = (α′0)

−1/c. Ïðîâåð-
êà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò α′0 = 1 è ξ0 = 1, à ïðè α0 = 1 èìååì α′0 = 0 è
ξ0 = +∞.

ÏÐÈÌÅÐ 13.4 (2 áàëëà). Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ñì. ðàçä. 6) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòðèñà
Õåíüè � Ãðèíñòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [1]), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè
¾ôîòîíà¿ ñ ÷àñòèöåé ñðåäû ñëåäóþùåãî âèäà:

f(u) =
1− µ2

2 (1 + µ2 − 2µu)3/2
ïðè u, µ ∈ (−1,+1). (13.17)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Eξ =
∫ 1

−1
uf(u) du = µ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

¾ðàññåÿíèÿ âïåðåä¿ ïðèíèìàþò µ ≈ 1, à äëÿ ¾ðàññåÿíèÿ íàçàä¿ áåðóò
µ ≈ −1. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ ïëîòíîñòè (13.17), ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì∫ ξ0

−1

(1− µ2) du
2 (1 + µ2 − 2µu)3/2

= α0,

∫ ξ0

−1

(1− µ2) d(1 + µ2 − 2µu)
−4µ (1 + µ2 − 2µu)3/2

= α0,
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−1− µ2

4µ

∫ 1+µ2−2µξ0

(1+µ)2
v−3/2 dv = α0,

1− µ2

2µ

∫ 1+µ2−2µξ0

(1+µ)2
dv−1/2 = α0,

1√
1 + µ2 − 2µξ0

− 1
1 + µ

=
2µα0

1− µ2
,

1√
1 + µ2 − 2µξ0

=
2µα0 + 1− µ

1− µ2

è, íàêîíåö,

ξ0 =
1

2µ

(
1 + µ2 −

(
1− µ2

2µα0 + 1− µ

)2)
. (13.18)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = (1 + µ2 − (1 + µ)2)/(2µ) = −1, à ïðè
α0 = 1 èìååì ξ0 = (1 + µ2 − (1− µ)2)/(2µ) = 1.

13.6. Î ñâÿçè ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äèñ-
êðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Êàê áûëî óêàçàíî â ïîä-
ðàçä. 4.4, â öåëîì ðÿäå ïðèëîæåíèé öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå
äåëüòà-ïëîòíîñòè

f(u) = δ(u− x0), a < u < b, (13.19)

ãäå δ(u− x0) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì∫ b

a

ϕ(u)δ(u− x0) du =
{
ϕ(x0) ïðè x0 ∈ (a, b),
0 ïðè x0 /∈ (a, b)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ(u), íåïðåðûâíîé â òî÷êå u = x0 (ñì., íà-
ïðèìåð, [7]). Ôóíêöèÿ (13.19), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
(13.4) ïðè x0 ∈ (a, b).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ ïëîòíîñòü (13.19), ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå ξ = x0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Íàîáîðîò, ëþáîå ÷èñëî x0 ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ ïëîòíîñòüþ (13.19).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ââåñòè îáîáùåííóþ ïëîòíîñòü äëÿ äèñêðåò-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì (11.1):

f(u) =
N∑

i=1

piδ(u−xi), −∞ < u < +∞; pi ≥ 0, p1 + . . .+pN = 1. (13.20)

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì x1 < x2 < . . . < xN . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíî-
ñòè (13.20) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä

F (x) =

 0 ïðè x < x1,
Ri = p1 + . . .+ pi ïðè x ∈ [xi, xi+1); i = 1, .., N − 1,
1 ïðè x ≥ xN .

(13.21)
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Òàêîé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò îòíåñòè äèñêðåòíûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ê ¾ýêçîòè÷åñêèì¿. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, îáðàòíîé
ê (13.21), íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî ìîæíî ââåñòè àíàëîã ôóíêöèè F−1(z)
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (13.21) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

G(z) = inf
x:z<F (x)

x

è ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ξ0 = G(α0). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò ñòàí-
äàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (àë-
ãîðèòì 11.1). Â ñâÿçè ñ ýòèì àëãîðèòì 11.1 èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì
îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñ ðàñïðåäåëåíèåì (11.1). Ìû, îäíàêî, â äàëüíåéøåì áóäåì ðàçëè÷àòü
ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû 11.1 è 13.1 ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ è íåïðå-
ðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî.

13.6. Òåîðåìà î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Â ðÿäå ðàñ-
ñóæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 13.1 (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ïóñòü

u(i) = Φ(i)(v(1), . . . , v(d)), i = 1, 2, . . . , d �

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè A â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè v(1), . . . , v(d) íà îáëàñòü B â ïðîñòðàíñòâå
ñ êîîðäèíàòàìè u(1), . . . , u(d). Åñëè ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
η = (η(1), . . . , η(d)) â A ðàâíà fη(v(1), . . . , v(d)), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ(1), . . . , ξ(d)) â B, ãäå
ξ(i) = Φ(i)(η(1), . . . , η(d)), èìååò âèä

fξ(u(1), . . . , u(d)) = fη(v(1), . . . , v(d))
∣∣∣∣ ∂(v(1), . . . , v(d))
∂(u(1), . . . , u(d))

∣∣∣∣ . (13.22)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ v(i) äîëæíû áûòü âûðàæåíû

÷åðåç u(j), à
∣∣∣ ∂(v(1),...,v(d))
∂(u(1),...,u(d))

∣∣∣ åñòü ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò {v(i)}
ê êîîðäèíàòàì {u(j)}.

13.7. Òåõíîëîãèÿ ¾âëîæåííûõ çàìåí¿. Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñ-
ëåííûõ ìîäåëåé ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü,
ñ îäíîé ñòîðîíû, íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàí-
íûõ âûáðàòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, à ñ äðóãîé � èìåòü
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àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî âûáðàí-
íûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî çàíÿòüñÿ ñîçäàíèåì
¾áàíêà¿ ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëîò-
íîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ
òåõíîëîãèþ, îñíîâàííóþ íà îäíîìåðíîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ 13.1.

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 13.1. Ïóñòü fη(v) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû η, èìåþùåé ýëåìåíòàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (c, d), ò. å.
èç ñîîòíîøåíèÿ òèïà (13.8)

∫ η0

c
fη(v) dv = α0 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ η0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî ïîëó÷èòü
ôîðìóëó òèïà (13.3): η0 = ψη(α0), ãäå ψη(w) � ïðîñòàÿ êîìïîçèöèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, çàäàâàåìîå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèåé ϕ(x), ïåðåâîäÿùåé èíòåðâàë (a, b) â èíòåðâàë (c, d); â ÷àñòíî-
ñòè ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ôóíêöèþ ϕ(x) è îáðàò-
íóþ ê íåé ôóíêöèþ ϕ−1(y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòîé êîì-
ïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = fη(ϕ(u))ϕ′(u), u ∈ (a, b); (13.23)

ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (13.22). Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåí-
òàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå (13.8) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëü-
íî ξ0 â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ξ0 = ϕ−1(ψη(α0)).

Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ ïëîòíîñòè (13.23),
èìååì ∫ ξ0

a

fη(ϕ(u))ϕ′(u) du = α0, èëè

∫ ϕ(ξ0)

ϕ(a)

fη(v) dv = α0,

èëè ϕ(ξ0) = ψη(α0), èëè ξ0 = ϕ−1(ψη(α0)). (13.24)

Ïîëó÷åííóþ ïëîòíîñòü (13.23) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé
ïëîòíîñòè fη(v) è îñóùåñòâèòü åùå îäíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå òèïà ϕ(u). Ñ ïîìîùüþ òàêèõ âëîæåííûõ çàìåí ìîæíî ïîëó-
÷àòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íîâûõ ïëîòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé. Ãðàôèêè ýòèõ ïëîòíîñòåé ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ïîëó÷åí-
íûìè èç ýêñïåðèìåíòà ðàñïðåäåëåíèÿìè è âûáèðàòü ïîäõîäÿùèé äëÿ
äàííîé ÷èñëåííîé ìîäåëè ñëó÷àéíûé ýëåìåíò.
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13.8. Ïðèìåðû. Èëëþñòðàöèåé ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè 13.1 ÿâëÿ-
åòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð 13.4. Â íåì èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëîã óñå-
÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fη(v) = (acbc/(bc − ac)) cv−c−1, 0 < a < v < b, c > 0

ïðè a = (1−|µ|)2, b = (1+ |µ|)2, c = 1/2 (äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïàðåòî a = 1, b = +∞ � ñì. ïðèìåð 13.3) c ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé
η0 = ab/ c

√
bc − (bc − ac)α0. Èñïîëüçîâàíà çàìåíà v = ϕ(u) = 1+µ2−2µu,

ïðèâîäÿùàÿ ê ïëîòíîñòè (13.17) è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëå (13.18).
Ïðîäåìîíñòðèðóåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè

13.1.
ÏÐÈÌÅÐ 13.5 (1.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìå-

þùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = expu× exp(− expu), −∞ < u < +∞. (13.25)

Ýòî ïëîòíîñòü ýêñòðåìàëüíîãî (òî÷íåå, ìèíèìàëüíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [10]), îïèñûâàþùàÿ îäíî èç òðåõ âîçìîæíûõ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

an min(η1, . . . , ηn) + bn (13.26)

ïðè an 6= 0, n → ∞; çäåñü an, bn � ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
à {ηi} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ ïëîòíîñòè (13.25), ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

−∞
expu exp(− expu) du = α0,

∫ exp ξ0

0

exp(−v) dv = α0,

− exp(− exp ξ0) + 1 = α0 è, íàêîíåö, ξ0 = ln(− lnα′0), ãäå α′0 = 1− α0.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò α′0 = 1 è ξ0 = ln(− ln 1) = −∞, à ïðè
α0 = 1 èìååì α′0 = 0 è ξ0 = ln(− ln 0) = +∞. Îïèñàíèå ïðèìåðà 13.5
çàêîí÷åíî.

Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè 13.1 äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ìîæíî
îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäíûì ÿâëÿëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå (13.11) äëÿ äëÿ ñëó÷àÿ λ = 1, ò. å. fη(v) = e−v, v > 0;
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: η0 = − lnα′0. Çàòåì èñïîëü-
çîâàíà çàìåíà v = ϕ(u) = eu, −∞ < u < +∞.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äâà äðóãèõ (îòëè÷íûõ îò (13.25)) âîçìîæíûõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà (13.26)
(ñì., íàïðèìåð, [10]) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Ýòî ðàñïðåäåëå-
íèå Âåéáóëëà ñ ïëîòíîñòüþ

f (1)(u) = uc−1 exp(−uc), u > 0, c > 0 (13.27)

è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé ξ
(1)
0 = (− lnα0)1/c, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïëîòíîñòüþ

f (2)(u) = c (−u)c−1 exp(−(−u)c), u < 0, c > 0 (13.28)

è ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé ξ
(2)
0 = −(− lnα0)1/c.

Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè 13.1 äëÿ ïëîòíîñòåé (13.27) è (13.28) ìîæ-
íî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäíûì, êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
(13.25), ÿâëÿëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå fη(v) = e−v, v > 0
ñ ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé η0 = − lnα0. Çàòåì èñïîëüçîâàíû çàìåíû:
äëÿ ïëîòíîñòè (13.27) v = ϕ(u) = uc, u > 0, à äëÿ ïëîòíîñòè (13.28)
v = ϕ(u) = (−u)c, u < 0.

ÏÐÈÌÅÐ 13.6 (2.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìå-
þùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3
√

3 cosu
π(sin2 u+ sinu+ 1)

, 0 < u <
π

2
. (13.29)

Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ξ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ
ïëîòíîñòè (13.29), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

3
√

3 cosu du
π(sin2 u+ sinu+ 1)

= α0,

∫ ξ0

0

3
√

3 d(sinu+ 1/2)
π((sinu+ 1/2)2 + 3/4)

= α0,

6
π

∫ sin ξ0+1/2

1/2

d(2v/
√

3)
(2v/

√
3)2 + 1

= α0,
6
π

∫ 2(sin ξ0+1/2)/
√

3

1/
√

3

dw

w2 + 1
= α0,

6
π

arctg
(

2√
3

(
sin ξ0 +

1
2

))
− 6
π

arctg
1√
3

= α0,

arctg
(

2√
3

(
sin ξ0 +

1
2

))
=
π

6
(α0 + 1)

è, íàêîíåö,

ξ0 = arcsin

(√
3

2
tg
(π

6
(α0 + 1)

)
− 1

2

)
. (13.30)
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Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = arcsin((
√

3/2) tg(π/6) − 1/2) =
arcsin 0 = 0, à ïðè α0 = 1 èìååì ξ0 = arcsin((

√
3/2) tg(π/3) − 1/2) =

arcsin 1 = π/2. Îïèñàíèå ïðèìåðà 13.6 çàêîí÷åíî.
Ñõåìà ¾ñî÷èíåíèÿ¿ ïëîòíîñòè (13.29) òàêîâà. Áåðåì èñõîäíóþ ïëîò-

íîñòü

fθ(w) =
6

π(w2 + 1)
,

1√
3
< w <

√
3

ñ ìîäåëèðóþùåé ôîðìóëîé θ0 = tg(π(α0 + 1)/6). Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ϕ1(v) = (2/

√
3)(v + 1/2), ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü

fη(v) =
4
√

3
π((2(v + 1/2)/

√
3)2 + 1)

, 0 < v < 1

è ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó η0 = (
√

3 tg(π(α0 + 1)/6) − 1)/2. Íàêîíåö,
ïðåîáðàçîâàíèå ϕ2(u) = sinu äàåò ïëîòíîñòü (13.29) è ìîäåëèðóþùóþ
ôîðìóëó (13.30).

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ¾ñî÷èíåíèè¿ ïëîòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ïîðÿäêó çàìåí ïðè âûâîäå ýëåìåíòàðíîé ìîäå-
ëèðóþùåé ôîðìóëû. Â äàëüíåéøåì, åñëè ïëîòíîñòü êîíñòðóèðóåòñÿ ïî
òåõíîëîãèè 13.1, ìû áóäåì ïðèâîäèòü òîëüêî âûâîä ìîäåëèðóþùèõ ôîð-
ìóë, íå ôîðìóëèðóÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé î ¾ñî÷èíåíèè¿
ïëîòíîñòè.

ÏÐÈÌÅÐ 13.7 (3 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþ-
ùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3

(u+ 3)
√

9− u2
, 0 < u < 3.

Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ξ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ
çàäàííîé ïëîòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

3 du
(u+ 3)

√
9− u2

= α0,

∫ ξ0

0

1
2

√
3 + u

3− u
× 6

(u+ 3)2
du = α0,

∫ ξ0

0

1

2
√

3−u
3+u

d

(
−3− u

3 + u

)
= α0, −

∫ (3−ξ0)/(3+ξ0)

1

dv

2
√
v

= α0,

−

√
3− ξ0
3 + ξ0

+ 1 = α0,
3− ξ0
3 + ξ0

= (α′0)
2, ãäå α′0 = 1− α0,
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è, íàêîíåö,

ξ0 =
3(1− (α′0)

2)
1 + (α′0)2

.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò α′0 = 1 è ξ0 = 3(1 − 12)/(1 + 12) = 0, à
ïðè α0 = 1 èìååì α′0 = 0 è ξ0 = 3(1− 02)/(1 + 02) = 3.

ÏÐÈÌÅÐ 13.8 (3 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþ-
ùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
8 sinu cosu
(sinu+ 1)3

, 0 < u < π/2.

Âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ξ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13.8) äëÿ
çàäàííîé ïëîòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

8 sinu cosu du
(sinu+ 1)3

= α0,

∫ ξ0

0

8 sinu d sinu
(sinu+ 1)3

= α0,

∫ sin ξ0

0

((8v + 8)− 8) dv
(v + 1)3

= α0,

∫ sin ξ0

0

8 d(v + 1)
(v + 1)2

−
∫ sin ξ0

0

8 d(v + 1)
(v + 1)3

= α0,(
4

(sin ξ0 + 1)2
− 4
)

+
(
− 8

sin ξ0 + 1
+ 8
)

= α0, t2 − 2t− C = 0,

ãäå t = 1/(sin ξ0 + 1) è C = (α0 − 4)/4. Äèñêðèìèíàíò ïîñëåäíåãî êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí D = 4 + α0 − 4 = α0. Òîãäà ïîëó÷àåì

1
sin ξ0 + 1

=
2±√α0

2
èëè sin ξ0 =

2
2±√α0

− 1 =
∓√α0

2±√α0
.

Çíàê ¾ìèíóñ¿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè íå ãîäèòñÿ, òàê êàê èç óñëîâèé
çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî sin ξ0 íåîòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó

ξ0 = arcsin
( √

α0

2−√α0

)
.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = arcsin(
√

0/(2 −
√

0)) = arcsin 0 = 0,
à ïðè α0 = 1 èìååì ξ0 = arcsin(

√
1/(2−

√
1)) = arcsin 1 = π/2.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÏÎ ÒÅÌÅ
¾ÌÅÒÎÄ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß¿

Ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è ïî òåìå ¾Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ¿ ñêîíñòðóèðîâàíû ñîãëàñíî òåõíîëîãèè 13.1. Ïðè ðåøåíèè
ýòèõ çàäà÷ íóæíî íàéòè ôóíêöèþ ϕ(u), îïðåäåëÿþùóþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, è ïðîäåëàòü âûêëàäêè âèäà (13.24).

ÇÀÄÀ×À À1 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = 3 sin 2u cos4 u, 0 < u <
π

2
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì∫ ξ0

0

3 sin 2u cos4 u du = α0,

∫ ξ0

0

6 cos5 u sinu du = α0, − cos6 u
∣∣∣ξ0

0
= α0,

cos6 ξ0 = 1− α0 è, íàêîíåö, ξ0 = arccos 6
√
α′0, ãäå α′0 = 1− α0.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò α′0 = 1 è ξ0 = arccos 6
√

1, à ïðè α0 = 1
èìååì α′0 = 1 è ξ0 = arccos 6

√
0 = π/2.

ÇÀÄÀ×À À2 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
5 ln4 5u

u
,

1
5
< u <

e

5
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì∫ ξ0

1/5

5 ln4 5u du
u

= α0,

∫ 5ξ0

1

5 ln4 w d(lnw) = α0, ln5 5u
∣∣∣ξ0

1/5
= α0,

ln5 5ξ0 = α0, è, íàêîíåö, ξ0 =
e

5√α0

5
.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = e
5√0
/
5 = 1/5, à ïðè α0 = 1 èìååì

ξ0 = e
5√1
/
5 = e/5.
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ÇÀÄÀ×À À3 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
4u3

√
4u4 + 9

, 0 < u <
√

2.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì∫ ξ0

0

4u3 du√
4u4 + 9

= α0,
1
4

∫ 4ξ4
0+9

9

dw√
w

= α0,

√
4u4 + 9

2

∣∣∣ξ0

0
= α0,

√
4ξ40 + 9 = 2α0 + 3, è, íàêîíåö, ξ0 = 4

√
(2α0 + 3)2 − 9

4
= 4

√
α2

0 + 3α0.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = 4
√

02 + 3× 0 = 0, à ïðè α0 = 1 èìååì
ξ0 = 4

√
12 + 3× 1 =

√
2.

14. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.
Êîíñòðóèðîâàíèå äâóìåðíîãî ìîäåëèðóåìîãî
âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè

14.1. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà.Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ïëîòíîñòü f(x) = f

(
x(1), . . . , x(d)

)
ðàñïðåäåëåíèÿ d-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =

(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
ìîæåò

áûòü d! ñïîñîáàìè ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé:

f(x) = fi1

(
x(i1)

)
fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
)
× ..× fid

(
x(id)

∣∣x(i1), x(i2), .., x(id−1)
)
,

(14.1)
ãäå (i1, . . . , id) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ (1, . . . , d) (òàêèõ ïåðå-
ñòàíîâîê êàê ðàç d! øòóê),

fi1

(
x(i1)

)
=
∫
. . .

∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i2) . . . dx(id),

fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
)

= fi2

(
x(i2)

∣∣ξ(i1) = x(i1)
)

=

=

∫
. . .
∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i3) . . . dx(id)

fi1

(
x(i1)

) ,
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fi3

(
x(i3)

∣∣x(i1), x(i2)
)

=

∫
. . .
∫
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
dx(i4) . . . dx(id)

fi1

(
x(i1)

)
fi2

(
x(i2)

∣∣x(i1)
) ,

· · · · · · · · · · · ·

fid−1

(
x(id−1)

∣∣x(i1), .., x(id−2)
)

=

∫
f
(
x(1), .., x(d)

)
dx(id)

fi1

(
x(i1)

)
..fid−2

(
x(id−2)

∣∣x(i1), .., x(id−3)
) ,

fid

(
x(id)

∣∣x(i1), .., x(id−1)
)

=
f
(
x(1), . . . , x(d)

)
fi1

(
x(i1)

)
..fid−1

(
x(id−1)

∣∣x(i1), .., x(id−2)
) .

Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ (14.1) ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòì ðåàëèçàöèè

âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 =
(
ξ
(1)
0 , . . . , ξ

(d)
0

)
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ξ =
(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.1. 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(i1)0 ñëó÷àéíîé
êîìïîíåíòû ξ(i1) âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi1(x).

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(i2)0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(i2) ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè fi2

(
x
∣∣ξ(i1)0

)
.

3. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(i3)0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(i3) ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè fi3

(
x
∣∣ξ(i1)0 , ξ

(i2)
0

)
.

· · · · · · · · · · · ·

d. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(id)
0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(id) ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè fid

(
x
∣∣ξ(i1)0 , . . . , ξ

(id−1)
0

)
.

14.2. Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû (14.1) è àëãî-
ðèòìà 14.1 îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè d. Ïðè ýòîì èí-
äóêòèâíûé ïåðåõîä îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η)
(ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû ξ è η ìîãóò áûòü êàê ñêàëÿðíûìè, òàê è âåêòîð-
íûìè) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(u, v), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû
äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

f(u, v) = fξ(u)fη(v|u); fξ(u) =
∫
f(u, v) dv, fη(v|u) =

f(u, v)
fξ(u)

; (14.2)

f(u, v) = fη(v)fξ(u|v); fη(v) =
∫
f(u, v) du, fξ(u|v) =

f(u, v)
fη(v)

. (14.3)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (14.2) àëãîðèòì 14.1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
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fξ(u), à çàòåì ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f(ξ0, v)/fξ(ξ0). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (14.3) ñíà÷àëà ðåàëèçó-
åòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fη(v), à çàòåì ìîäåëè-
ðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(u, η0)/fη(η0).

14.3. Òåõíîëîãèÿ ¾âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà¿. Ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð òîãî èç
d! ðàçëîæåíèé (14.1), äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé {ξij

}. Óæå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ÷àñòî ìîæíî íàáëþäàòü ñëå-
äóþùóþ ñèòóàöèþ: îäíî èç ðàçëîæåíèé (14.2) èëè (14.3) ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíò ξ0 è η0, à
âòîðîå ðàçëîæåíèå íå äàåò òàêèõ àëãîðèòìîâ. Ïðèìåðû òàêèõ ñèòóàöèé
äàåò ñëåäóþùàÿ

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 14.1. Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(u;λ), u ∈ (a, b), çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà λ, äîïó-
ñòèìûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (C,D). Ýëåìåí-
òàðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé (ýëåìåí-
òàðíîé) ôîðìóëû ξ0 = ψξ(α1;λ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ðàññìîòðèì òàêæå åùå îäíó ýëåìåíòàðíóþ
ïëîòíîñòü fη(v) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â èí-
òåðâàëå v ∈ (c, d) ⊆ (C,D); ïðè ýòîì èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà η0 = ψη(α2). Òåïåðü ïîñòàâèì
çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé (ξ0, η0) äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η), ïðèíèìàþùåãî
çíà÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå G = {(u, v) : a < u < b; c < v < d} è
èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) = fη(v)× fξ(u; v), (u, v) ∈ G. (14.4)

Ýòî ðåçóëüòàò ôîðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ ïëîòíîñòåé fη(v) è fξ(u; v)
(çäåñü ïðîèñõîäèò ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé v âìåñòî ïàðàìåòðà λ).
Â ïðåäñòàâëåíèè (14.3) äëÿ ïëîòíîñòè (14.4) èìååì fξ(u|v) = fξ(u; v).
Äëÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì 14.1:

η0 = ψη(α1), ξ0 = ψξ(α2; η0). (14.5)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (14.2) ïëîòíîñòè (14.4) ýôôåêòèâíûõ ôîðìóë òè-
ïà (14.5) ïîñòðîèòü, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ.
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14.4. Ïðèìåðû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ¾âçâå-
øåííîãî ïàðàìåòðà¿.

ÏÐÈÌÅÐ 14.1 (1 áàëë). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
1
2
ve−uv, u > 0, 0 < v < 2.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (14.3) äëÿ âåêòîðà (ξ, η): f(u, v) = fη(v)fξ(u|v);

fη(v) =
∫ +∞

0

1
2
ve−uv du =

1
2
, 0 < v < 2; fξ(u|v) =

f(u, v)
fη(v)

= ve−vu, u > 0.

Ïëîòíîñòü fη(v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
èíòåðâàëå (0, 2). Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 13.3 è ôîðìóëó (13.16), äëÿ ðå-
àëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ η0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü òàáëè÷íóþ ôîðìóëó η0 = 2α1. Ôóíêöèÿ fξ(u|η0) ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîòíîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ = η0
(ñì. ôîðìóëó (13.11)) è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ = −(lnα2)/η0 (ñì. òàáëè÷íóþ
ôîðìóëó (13.13)).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (14.2) äëÿ âåêòîðà (ξ, η) : f(u, v) =
fξ(u) fη(v|u). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

fξ(u) =
∫ 2

0

1
2
ve−uv dv =

1− (2u+ 1)e−2u

2u2
, u > 0.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîýòîìó äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèå (14.2) ÿâ-
ëÿåòñÿ çàâåäîìî õóäøèì (ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 14.1)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì (14.2).

ÏÐÈÌÅÐ 14.2 (2 áàëëà). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
3 v sin v e−3uv

1− e−v
, 0 < u <

1
3
, 0 < v <

π

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë ïî v îò ýòîé ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêè íå âîçü-
ìåòñÿ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (14.2) íå äàåò ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (14.3).
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Èìååì

fη(v) =
∫ 1/3

0

3 v sin v e−3uv du

1− e−v
= sin v ×

(
−e−3vu

1− e−v

) ∣∣∣∣∣
1/3

0

= sin v

äëÿ 0 < v < π/2 è

fξ(u|v) =
f(u, v)
fη(v)

=
3 v e−3uv

1− e−v
, 0 < u <

1
3
.

Âûâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Äëÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ η0 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ η0

0

sin v dv = α′1, − cos v
∣∣∣η0

0
= α′1 è, íàêîíåö, η0 = arccosα1,

çäåñü α1 = 1−α′1. Äëÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó-
÷àåì: ∫ ξ0

0

3 η0 e−3η0u du

1− e−η0
= α2, 1− e−3η0ξ0 = α2(1− e−η0)

è, íàêîíåö, ξ0 = − ln(1− α2(1− e−η0))
3η0

.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1 = 0 äàåò α′1 = 1 è η0 = arccos 1 = 0, à ïðè
α1 = 1 èìååì α′1 = 0 è η0 = arccos 0 = π/2. Ïðè α2 = 0 ïîëó÷à-
åì ξ0 = −(ln(1 − 0 × (1 − e−η0)))/(3η0) = 0, à ïðè α2 = 1 èìååì
ξ0 = −(ln(1− 1× (1− e−η0)))/(3η0) = η0/(3η0) = 1/3.

14.5. Î âûáîðå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ. Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì
¾ìîäåëèðóåìîãî¿ ðàçëîæåíèÿ (14.1), âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ êîíñòðóèðîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé, êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà ξ =

(
ξ(1), . . . , ξ(d)

)
áåðóòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

f
(
x(1), . . . , x(d)

)
èìååò âèä

f
(
x(1), . . . , x(d)

)
= f1(x(1))× f2(x(2))× . . .× fd(x(d)), (14.5)

ò. å. óñëîâíûå ïëîòíîñòè â (14.1) ïðåâðàùàþòñÿ â ¾áåçóñëîâíûå¿, è ðàç-
íèöà â ïðåäñòàâëåíèÿõ âèäà (14.1) ñîñòîèò ëèøü â ïîðÿäêå ïåðåìíîæå-
íèÿ ïëîòíîñòåé {fi(x(i))}. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ξ(i)
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ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ñâîåé ïëîòíîñòè fi(x), ïðè÷åì ïîðÿäîê ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà 14.1, ïðîèçâîëåí.

Çäåñü, îäíàêî, óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ¾óäîáñòâî¿ ìîäåëèðîâàíèÿ
äàëåêî íå âñåãäà îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèò-
ìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.1) ñ îöåíêîé ζ = q(ξ). Ïðè îïòèìèçàöèè àë-
ãîðèòìà òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó òðóäîåìêîñòè S = t×Dζ
(ñì. ôîðìóëó (3.2)), è âûáîð ïëîòíîñòè âèäà (14.5) âëèÿåò ëèøü íà
óìåíüøåíèå âðåìåíè t, â òî âðåìÿ êàê äèñïåðñèÿ Dζ ìîæåò îêàçàòüñÿ
âåñüìà áîëüøîé (è äàæå áåñêîíå÷íîé).

ÏÐÈÌÅÐ 14.3 (0.5 áàëëà). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìî-
äåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η, θ), èìåþùåãî ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v, w) = 10e−2u−5v−w, u > 0, v > 0, w > 0.

Íàéäåì

fξ(u) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

10e−2u−5v−w dv dw =

= (2e−2u)
(
−e−5v

∣∣∣+∞
0

)(
−e−w

∣∣∣+∞
0

)
= 2e−2u, u > 0.

Äàëåå,

fη(v|u) =

∫ +∞
0

10e−2u−5v−w dw

2e−2u
= (5e−5v)

(
−e−w

∣∣∣+∞
0

)
= 5e−5v,

çäåñü v > 0. Íàêîíåö,

fθ(w|u, v) =
10e−2u−5v−w

(2e−2u)(5e−5v)
= e−w, w > 0.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ïëîòíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
¾áåçóñëîâíûõ¿ ïëîòíîñòåé

f(u, v, w) = (2e−2u)× (5e−5v)× (e−w), u > 0, v > 0, w > 0.

Êàæäàÿ èç ïëîòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé (ñì. ïðèìåð 13.1) è
äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ (ξ0, η0, θ0) âåêòîðà (ξ, η, θ) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèè òàáëè÷íîé ôîðìóëû (13.13) (ñì. çàìå÷àíèå
13.3):

ξ0 = − lnα1

2
, η0 = − lnα2

5
, θ0 = − lnα3.
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Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøå-
íèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð,
[1], à òàêæå ðàçä. 6�9) ðàññìàòðèâàþòñÿ (êîíñòðóèðóþòñÿ)

(m+1)-ìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ξ̃
(m+1)

=
(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
ñ ïëîò-

íîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

f̃
(
x(0), x(1), .., x(m)

)
= π(x(0))p1(x(1)|x(0))p2(x(2)|x(1))..pm(x(m)|x(m−1))

(14.6)
(ñì. ñîîòíîøåíèå (8.1)). Ïðåäñòàâëåíèå (14.6) îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëü-

ñòâî, ÷òî âåêòîð ξ̃
(m+1)

îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì: â îäíîì èç
ïðåäñòàâëåíèé âèäà (14.1) (êîíêðåòíåå, äëÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâ-
êè (i0, i1, . . . , im) = (0, 1, . . . ,m)) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû
ξ(j) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì x(j−1) ïðåäûäóùåé êîìïîíåí-
òû ξ(j−1):

fj

(
x
∣∣x(0), . . . , x(j−1)

)
≡ pj

(
x
∣∣x(j−1)

)
= pξ(j)

(
x
∣∣ξ(j−1) = x(j−1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð
(
ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m)

)
ïðåäñòàâëÿåò íà÷àëüíûé îò-

ðåçîê äëèíû (m + 1) öåïè Ìàðêîâà ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(x) è
ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ pj(x′, x) = pj(x|ξ(j−1) = x′). Â ñëó÷àå, êîãäà
ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè pj(x′, x) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . ., öåïü
Ìàðêîâà ξ(0), ξ(1), ξ(2), . . . ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâà-
íèå íà÷àëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ(0), ξ(1), . . . , ξ(m) òðàåêòîðèè öå-
ïè Ìàðêîâà ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó âàðèàíòó àëãîðèòìà 14.1
(ñì. òàêæå ïîäðàçä. 8.2).

ÀËÃÎÐÈÒÌ 14.2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(0)0 ñëó÷àéíîé
êîìïîíåíòû ξ(0) ñîãëàñíî íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè π(x). Çàòåì ïîñëåäî-
âàòåëüíî äëÿ j = 1, 2, . . . ,m ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ(j)0 ñëó-
÷àéíûõ êîìïîíåíò ξ(j) ñîãëàñíî ïåðåõîäíûì ïëîòíîñòÿì pj(ξ

(j−1)
0 , x).

Äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ðîçûãðûø êîìïîíåíò ξ
(j)
0 â àëãîðèò-

ìå 14.2 ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m ïåðå-
õîäíîé ïëîòíîñòè p(x′, x). Êðîìå òîãî, â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðå-
øåíèåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (öåïü
¾îáðûâàåòñÿ¿), è â àëãîðèòìû òèïà 14.2 âêëþ÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðè-
åìû äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ m äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè
(ñì. ïîäðàçä. 8.3).
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ÐÅØÅÍÈÅ ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÏÎ ÒÅÌÅ
¾ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ¿

Ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà¿ ñêîíñòðóèðîâàíû ñîãëàñíî òåõíîëîãèè 14.1. Ïðè ðå-
øåíèè ýòèõ çàäà÷ íóæíî ïîíÿòü, ïî êàêîé èç ïåðåìåííûõ (u èëè v)
ïëîòíîñòü f(u, v) äîïóñêàåò ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå (è
â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî âûáðàòü ìîäåëèðóåìîå ïðåäñòàâëåíèå (14.2) èëè
(14.3)). Ñëåäóåò òàêæå ó÷èòûâàòü, ÷òî â ìîäåëèðóåìîì ïðåäñòàâëåíèè
îäíà èç ïëîòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ λ, i, a, b) � ñì. çàìå÷àíèå 13.3; çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëû (13.3), (13.5), (13.6), íå ïðåäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (13.8) è ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè 13.1.

ÇÀÄÀ×À Á1 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå
äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η), èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) =
e−4uv

v4
, u > 0, v >

1
2
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðå-
ìåííîé v çàòðóäíåíî, è ïðåäñòàâëåíèå (14.2) íå äàåò ïðîñòûõ àëãîðèò-
ìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëå-
íèå (14.3). Èìååì

fη(v) =
∫ +∞

0

e−4uv du

v4
=

1
4v5

× (−e−4vu)
∣∣∣+∞
0

=
1

4v5
, v >

1
2
,

fξ(u|v) =
f(u, v)
fη(v)

= 4ve−4vu, u > 0.

Âûâåäåì ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êîì-
ïîíåíòû η. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîëó÷àåì:∫ η0

1/2

dv

4v5
= α1, −

1
16 v4

∣∣∣η0

1/2
= α1,

1
16η4

0

= 1−α1 è, íàêîíåö, η0 =
1

2(α′1)1/4
,

çäåñü α′1 = 1 − α1. Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1 = 0 äàåò α′1 = 1 è η0 = 1/2, à
ïðè α1 = 1 èìååì α′1 = 0 è η0 = +∞.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíòû ξ èñïîëüçóåì òàáëè÷íóþ ôîðìóëó
òèïà (13.13) (ñì. ïðèìåð 13.1 è çàìå÷àíèå 13.3): ξ0 = −(lnα2)/(4η0).
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ÇÀÄÀ×À Á2 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå
äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η), èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) = 3u2 (u+ 1) vu e−u3
, u > 0, 0 < v < 1.

ÐÅØÅÍÈÅ. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë ïî u îò ýòîé ôóíêöèè àíàëè-
òè÷åñêè íå âîçüìåòñÿ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (14.3) íå äàåò ïðîñòûõ
àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Ðàññìîòðèì ïðåä-
ñòàâëåíèå (14.2). Èìååì

fξ(u) =
∫ 1

0

3u2 (u+ 1) vu e−u3
dv = 3u2 e−u3

× (vu+1)
∣∣∣1
0

= 3u2 e−u3

ïðè u > 0 è

fη(v|u) =
f(u, v)
fξ(u)

= (u+ 1) vu, 0 < v < 1.

Âûâåäåì ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êîì-
ïîíåíòû ξ. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

3u2 e−u3
du = α1, −e−u3

∣∣∣ξ0

0
= α1 è, íàêîíåö, ξ0 = 3

√
− lnα′1,

çäåñü α′1 = 1− α1. Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1 = 0 äàåò α′1 = 1 è ξ0 = 0, à ïðè
α1 = 1 èìååì α′1 = 0 è ξ0 = +∞.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíòû η èñïîëüçóåì òàáëè÷íóþ ôîðìóëó

òèïà (13.15) (ñì. ïðèìåð 13.2 è çàìå÷àíèå 13.3): η0 = α
1/(ξ0+1)
2 .

ÇÀÄÀ×À Á3 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå
äâóìåðíîãî âåêòîðà (ξ, η), èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) = 4uv−1 ln3 v, 0 < u < 1, 1 < v < e.

ÐÅØÅÍÈÅ. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë ïî v îò ýòîé ôóíêöèè àíàëè-
òè÷åñêè íå âîçüìåòñÿ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (14.2) íå äàåò ïðîñòûõ
àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η). Ðàññìîòðèì ïðåä-
ñòàâëåíèå (14.3). Èìååì

fη(v) =
∫ 1

0

4uv−1 ln3 v du =
4 ln3 v

v
× (v uv−1)

∣∣∣1
0

=
4 ln3 v

v
, 1 < v < e,
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fξ(u|v) =
f(u, v)
fη(v)

= v uv−1, 0 < u < 1.

Âûâåäåì ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êîì-
ïîíåíòû η. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîëó÷àåì:∫ η0

1

4 ln3 v dv

v
= α1, ln4 v

∣∣∣η0

1
= α1, è, íàêîíåö, η0 = e

4√α1 .

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1 = 0 äàåò η0 = 1, à ïðè α1 = 1 èìååì η0 = e.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíòû ξ èñïîëüçóåì òàáëè÷íóþ ôîðìóëó

òèïà (13.15) (ñì. ïðèìåð 13.2 è çàìå÷àíèå 13.3): ξ0 = α
1/η0
2 .

15. Ìåòîäû èíòåãðàëüíîé è äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè
Êîíñòðóèðîâàíèå ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé

15.1. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçëåëàõ èçó÷àþòñÿ
äâà ìåòîäà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ0 îäíîìåðíûõ è ìíîãî-
ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, äëÿ êîòîðûõ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýô-
ôåêòèâíûå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû 13.1 è 14.1. Ýòî ìåòîäû ñóïåðïî-
çèöèè è èñêëþ÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]), â êîòîðûõ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îïèøåì ñíà÷àëà îáùóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñó-
ïåðïîçèöèè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé k1-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ïëîòíîñòü
êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò
ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà u ∈ Rk1 :

f(u) =
∫

Rk2

p(u,v) dv, (15.1)

ïðè ýòîì:
1) ôóíêöèÿ p(u,v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (k1+k2)-ìåðíîãî âåêòîðà

(ξ,η);
2) â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå ïîëíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

f(u) =
∫

Rk2

fη(v)fξ(u|v) dv (15.2)
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(ñì. ñîîòíîøåíèÿ (14.2), (14.3)) äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ0 è η0 ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè fη(v) è fξ(u|v) èìåþòñÿ ýô-
ôåêòèâíûå àëãîðèòìû (ôîðìóëû) ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèäà
η0 = ψη(ᾱ1), ξ0 = ψξ(ᾱ2;v), ãäå ᾱi � ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ñòàí-
äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ìå-
òîäà ñóïåðïîçèöèè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 15.1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ0, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (15.2), ñîãëàñ-
íî àëãîðèòìó (ôîðìóëå) ξ0 = ψξ(ᾱ2;η0), ãäå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó (ôîðìóëå)
η0 = ψη(ᾱ1).

Ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (15.1), â êîòîðîì âñïîìîãà-
òåëüíûé âåêòîð η èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîò-
íîñòüþ fη(v), íàçîâåì àëãîðèòì 15.1 ìåòîäîì èíòåãðàëüíîé ñóïåðïî-
çèöèè (â îòëè÷èå îò ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, ðàññìîòðåííîãî
äàëåå â ïîäðàçä. 15.3).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 15.1. Ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èí-
òåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî òðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íàì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå k1-ìåðíîé êîìïîíåí-
òû ξ äëÿ (k1 + k2)-ìåðíîãî âåêòîðà (ξ,η), ïðè÷åì ¾ìîäåëèðóåìûì¿
ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå âèäà (14.3), à äëÿ ðàçëîæåíèÿ (14.2) íå óäàåò-
ñÿ äàæå ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå ïëîòíîñòü fξ(u) = f(u), ò. ê.
èíòåãðàë (15.1) íå áåðåòñÿ àíàëèòè÷åñêè.

15.2. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè ¾âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà¿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà èíòå-
ãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè. Èç çàìå÷àíèÿ 15.1 ñëåäóåò, ÷òî âî âñÿêîì
ñëó÷àå äëÿ ðàçìåðíîñòåé k1 è k2, ðàâíûõ åäèíèöå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-
ìåðîâ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèþ 14.1.

ÏÐÈÌÅÐ 15.1 (2 áàëëà). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = 2
∫ π/2

0

v cos v cosuv dv, 0 < u < 1.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ p(u, v) = 2v cos v cosuv, 0 < u < 1, 0 < v < π/2 è ïðåäñòàâëåíèå

63



(14.3) äëÿ ýòîé ïëîòíîñòè:

fη(v) =
∫ 1

0

2v cos v cosuv du = sin 2v, 0 < v <
π

2
;

fξ(u|v) =
2v cos v cosuv

2 cos v sin v
=
v cosuv

sin v
, 0 < u < 1.

Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Âûâåäåì ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
êîìïîíåíòû η. Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ η0

0

sin 2v dv = α1,
− cos 2v

2

∣∣∣∣∣
η0

0

= α1 è, íàêîíåö η0 =
arccos(1− 2α1)

2
.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1 = 0 äàåò η0 = (arccos(1−2×0))/2 = 0, à ïðè α1 = 1
èìååì η0 = (arccos(1 − 2 × 1))/2 = π/2. Âûâåäåì ôîðìóëó ìåòîäà îá-
ðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ïðåîáðàçóÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

η0 cos(η0u) du
sin η0

= α2,
sin(η0u)
sin η0

∣∣∣∣∣
ξ0

0

= α2 è ξ0 =
arcsin(α2 sin η0)

η0
.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 = (arcsin(0 × sin η0))/η0 = 0, à ïðè
α2 = 1 èìååì ξ0 = (arcsin(1× sin η0))/η0 = η0/η0 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæ-
íî ïîëó÷àòü ïî ôîðìóëå

ξ0 =
arcsin[α2 sin((1/2) arccos(1− 2α1))]

(1/2) arccos(1− 2α1)
.

Îïèñàíèå ïðèìåðà 15.1 çàêîí÷åíî.
Òåõíîëîãèÿ 14.1 ïðèìåíåíà çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå

èñõîäíîé ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì âçÿòà
ôóíêöèÿ fξ(u;λ) = (λ cosλu)/ sinλ, 0 < u < 1; 0 < λ < π/2, êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà ξ0 = (arcsin(α2 sinλ))/λ. Çàòåì
íà ìíîæåñòâå (0, π/2) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ ðàññìîòðåíà
ïëîòíîñòü fη(v) = sin 2v, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìó-
ëà η0 = (arccos(1 − 2α1))/2. Äàëåå ïîñëå çàìåíû λ = v ôîðìèðóåòñÿ
ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(u, v) = fη(v)× fξ(u; v) = sin 2v × v cos vu
sin v

= 2v cos v cosuv
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(çäåñü 0 < u < 1, 0 < v < π/2), èíòåãðàë fξ(u) =
∫ π/2

0
p(u, v) dv îò

êîòîðîé àíàëèòè÷åñêè íå áåðåòñÿ.
15.3. Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè. Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïëîò-

íîñòü ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë (15.1),
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêîé. Ãîðàçäî ÷àùå â êà÷åñòâå âåêòîðà η èñïîëü-
çóåòñÿ îäíîìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì

P(η = i) = pi, i = 1, 2, . . . , M ; M ≤ ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå, ôîðìàëüíî ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (15.2) ñîîòíîøåíèå

fη(v) =
∑M

i=1 piδ(v−i) (ñì. ðàññóæäåíèÿ èç ïîäðàçä. 13.6, è, â ÷àñòíîñòè,
ôîðìóëó (13.20)), ïîëó÷àåì

f(u) =
M∑
i=1

pifi(u); fi(u) = fξ(u|η = i). (15.3)

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèì àëãîðèòì 15.1, äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷å-
íèÿ η0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η (â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñëå-
äóåò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì 11.1 ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèè � ñì. ðàçä. 11, 12) è âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(i)
0 âåêòîðîâ ξ(i), ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi(u)

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M . Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (15.3) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó (ñìåñü) ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíî-
ñòåé {fi(u)}. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè äëÿ ïëîòíîñòè (15.3) ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 15.2. 1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðò-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {pi}, èñïîëüçóÿ àë-
ãîðèòì 11.1 èëè åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð η0 = m.

2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fm(u).

Àëãîðèòì 15.2 íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè èëè
ïðîñòî ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè.

ÏÐÈÌÅÐ 15.2 (1 áàëë). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3
8
(1 + u2), −1 < u < 1. (15.4)

Ñîîòíîøåíèå (15.4) ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé çàêîí Ðåëåÿ ìîëåêó-
ëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ â àòìîñôåðå, èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ïåðå-
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íîñà èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ (15.4) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. ê. óðàâíåíèå
∫ ξ0

−1
f(u) du = α0 ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøå-

íèþ ξ30 + 3ξ0 − 8α0 − 4 = 0, íå ïîçâîëÿþùåìó ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíóþ
ôîðìóëó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ïëîòíîñòü (15.4) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ñìåñè (15.3):

f(u) =
3
4
× 1

2
+

1
4
× 3

2
u2, −1 < u < 1,

ò. å. p1 = 3/4, f1(u) = 1/2; p2 = 1/4; f2(u) = 3u2/2. Ôóíêöèÿ f1(u) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1), à
ôóíêöèÿ f2(u) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïëîòíîñòè ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íà òîì æå èíòåðâàëå (ñì. ïðèìåð 13.2 è çàìå÷àíèå 13.3). Àëãîðèòì 15.2
çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè α1 < 3/4, òî ξ0 = 2α2 − 1,
èíà÷å ξ0 = 3

√
2α2 − 1.

15.4. Òåõíîëîãèÿ ¾ôîðìèðîâàíèÿ ñìåñè¿. Ïðèìåð 15.2 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà
15.2 ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ u = u ∈ R, M = 2. Çäåñü
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 15.1. Âîçüìåì äâå ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé f1(u) è f2(u), îïðåäåëåííûå íà èíòåðâàëå (a, b) è òàêèå,
÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(u) = p1 f1(u) + p2 f2(u), u ∈ (a, b), p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1 (15.5)

íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ò. å. óðàâíå-
íèå

∫ ξ0

a
f(u) du = α0 íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0). Òàêèå ïëîòíîñòè

f1(u) è f2(u) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ðàçíîðîäíûõ çàìåí
ϕi : (a, b) → (ci, di); i = 1, 2 â òåõíîëîãèè 13.1. Äëÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷å-
íèé ξ(i)0 , ðåàëèçóåìûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi(u), âûïèñûâàþòñÿ ìî-
äåëèðóþùèå ôîðìóëû ξ

(i)
0 = ψi(α0), i = 1, 2. Äëÿ ïëîòíîñòè (15.5)

ìîæíî ïîñòðîèòü ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè:
åñëè α1 < p1, òî çíà÷åíèå η0 âñïîìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η ðàâíî åäèíèöå è âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ ìîäåëèðóåòñÿ ïî ôîðìóëå ξ0 = ψ1(α2), èíà÷å ξ0 = ψ2(α2).

ÏÐÈÌÅÐ 15.3 (2.5 áàëëà). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
5u

(1 + u2)2
+

π

4
√

2u2
sin
( π

2u

)
, 1 < u < 2. (15.6)
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Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

ò. ê. ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
∫ ξ0

1
f(u) du = α0 âèäà

5
2

∫ ξ0

1

d(u2 + 1)
(u2 + 1)2

+
1

2
√

2

∫ ξ0

1

d cos
( π

2u

)
= α0,

− 5
2(1 + u2)

∣∣∣∣∣
ξ0

1

+
1

2
√

2
cos
( π

2u

) ∣∣∣∣∣
ξ0

1

= α0

ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

5
4
− 5

2(1 + ξ20)
+

1
2
√

2
cos
(
π

2ξ0

)
= α0, (15.7)

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0. Ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè (15.7)
íåñëîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû îò êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ñóììû (15.6):

p1 =
∫ 2

1

5u du
(1 + u2)2

=
5
2

(
− 1

1 + 22
+

1
1 + 12

)
=

3
4
,

p2 =
∫ 2

1

√
2π

8u2
sin
( π

2u

)
du =

1
2
√

2

(
cos

π

4
− cos

π

2

)
=

1
4
.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ðàçëîæåíèè (15.5) (ñì. çàìå÷àíèå 15.1). Ñ ó÷åòîì ýòîãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü (15.6) â âèäå ñìåñè (15.5):

f(u) =
3
4
× 20u

3(1 + u2)2
+

1
4
× π√

2u2
sin
( π

2u

)
, 1 < u < 2, (15.8)

ò. å. f1(u) =
20u

3(1 + u2)2
, f2(u) =

π√
2u2

sin
( π

2u

)
.

Ñ ó÷åòîì âûêëàäîê (15.7) âûâåäåì ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïëîò-
íîñòåé f1(u) è f2(u). Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8) ïåð-
âîé ïëîòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

20
3

∫ ξ0

1

u du

(1 + u2)2
= α2,

5
3
− 10

3(1 + ξ20)
= α2 è ξ0 =

√
10

5− 3α2
− 1.

(15.9)
Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 =

√
10/(5− 3× 0)− 1 = 1, à ïðè

α2 = 1 èìååì ξ0 =
√

10/(5− 3× 1)− 1 = 2.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîé ïëîòíîñòè äàþò∫ ξ0

1

π√
2u2

sin
( π

2u

)
du = α2,

√
2 cos

(
π

2ξ0

)
= α2 è ξ0 =

π

2 arccos(α2/
√

2)
.

(15.10)
Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 = π/(2 arccos(0/

√
2)) = 1, à ïðè α2 = 1

èìååì ξ0 = π/(2 arccos(1/
√

2)) = 2.
Àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñ-

ëè α1 < 3/4, òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðåàëè-
çóåòñÿ ïî ôîðìóëå (15.9), èíà÷å ξ0 ðåàëèçóåòñÿ ïî ôîðìóëå (15.10).
Îïèñàíèå ïðèìåðà 15.3 çàêîí÷åíî.

Òåõíîëîãèÿ 15.1 ðåàëèçîâàíà çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî òåõíî-
ëîãèè 13.1 èç ïëîòíîñòè 10/(3w2), 2 < w < 5 ñ ïîìîùüþ çàìåíû
w = ϕ1(u) = 1 + u2, 1 < u < 2 ñîçäàíà ïëîòíîñòü f1(u), à èç ïëîò-
íîñòè

√
2 sinw, π/4 < w < π/2 ñ ïîìîùüþ çàìåíû w = ϕ2(u) = π/(2u),

1 < u < 2 ïîëó÷åíà ïëîòíîñòü f2(u), à çàòåì ðàññìîòðåíà âçâåøåííàÿ
ñóììà (15.5) ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1 = 3/4 è p2 = 1/4.

15.5. Âûäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü óìåñòíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå ïðîñòîå

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 15.2. Ïóñòü èñõîäíàÿ ïëîòíîñòü çàäàíà â âèäå

f(u) =
M∑
i=1

hi(u), u ∈ U, (15.11)

ãäå hi(u) � ïîëîæèòåëüíûå (ïî÷òè âñþäó â U) ôóíêöèè. Âû÷èñëÿÿ
èíòåãðàëû pi =

∫
U
hi(u) du, ïåðåïèøåì ïëîòíîñòü (15.11) â âèäå

f(u) =
M∑
i=1

pi ×
hi(u)
pi

. (15.12)

Òîãäà ôóíêöèè {fi(u) = hi(u)/pi} ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè (âåäü
fi(u) ≥ 0 è

∫
U
fi(u) du = 1), à ÷èñëà {pi} � âåðîÿòíîñòÿìè: îíè íåîò-

ðèöàòåëüíû è
∑M

i=1 pi = 1. Äåéñòâèòåëüíî,

1 =
∫

U

f(u) du =
M∑
i=1

pi

∫
U

hi(u) du
pi

=
M∑
i=1

pi.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå (15.12) ïëîòíîñòè (15.11) èìååò âèä
(15.3).
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Çàìå÷àíèå 15.2 îáîñíîâûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä îò ñîîòíîøåíèÿ
(15.6) ê ïðåäñòàâëåíèþ (15.8) â ïðèìåðå 15.3.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 15.3. Ïðè îïèñàíèè ïðèìåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìåòîäîì
äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëÿòü ðåçóëüòàòû èí-
òåãðèðîâàíèÿ â ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àÿõ:

� ïðè îáîñíîâàíèè òîãî, ÷òî èñõîäíàÿ ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîé (ò. å. óðàâíåíèå âèäà

∫ ξ0

a
f(u) du = α0 íåðàçðåøèìî â ýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ îòíîñèòåëüíî ξ0) � ñì., íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå
(15.7);

� ïðè âûäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé {pi =
∫

U
hi(u) du} (ñì. çàìå÷àíèå

15.2);
� ïðè âûâîäå ôîðìóë ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ

ïëîòíîñòåé {fi(u)} � ñì., íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèÿ (15.9), (15.10).
Îäíàêî íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ èñïîëü-

çóþòñÿ îäíè è òå æå ïåðâîîáðàçíûå (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà êîíñòàíòû è ïîäñòàíîâêè ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ).
Ó÷åò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îïè-
ñàíèå óïîìÿíóòûõ âûøå ïðèìåðîâ.

15.6. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Îáîáùåíèå òåõíîëîãèè 15.1
ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ M â ñóììå (15.5)
(âïëîòü äî ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ).

ÏÐÈÌÅÐ 15.4 (1.5 áàëëà). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) = e−2u + e−3u + e−6u, u > 0.

Ýòà ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, òàê êàê óðàâíåíèå∫ ξ0

0
f(u) du = α0 ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

e−2ξ0

2
+
e−3ξ0

3
+
e−6ξ0

6
+ α0 − 1 = 0,

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫ +∞

0

e−λu du = −e
−λu

λ

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
1
λ

äëÿ ëþáîãî λ > 0, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 15.2 ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
âèäà (15.3)

f(u) =
1
2
× (2e−2u) +

1
3
× (3e−3u) +

1
6
× (6e−6u),

69



ò. å. p1 = 1/2, f1(u) = 2e−2u; p2 = 1/3, f2(u) = 3e−3u; p3 = 1/6,
f3(u) = 6e−6u. Ïëîòíîñòè fi(u) ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè (ñì. ïðèìåð 13.1
è çàìå÷àíèå 13.3) è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (13.13) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè:

� åñëè α1 < 1/2, òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ðåàëèçóåòñÿ ïî ôîðìóëå ξ0 = −(1/2) lnα2;

� åñëè 1/2 ≤ α1 < 1/2 + 1/3 = 5/6, òî ξ0 = −(1/3) lnα2;
� åñëè α1 ≥ 5/6, òî ξ0 = −(1/6) lnα2.

ÐÅØÅÍÈÅ ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÏÎ ÒÅÌÅ
¾ÌÅÒÎÄ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÑÓÏÅÐÏÎÇÈÖÈÈ¿

Ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè¿ ñêîíñòðóèðîâàíû ñîãëàñíî
òåõíîëîãèè 15.1 (äëÿ ñëó÷àåâ äâóõ è òðåõ ñëàãàåìûõ â ñóììå (15.3)).
Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ íóæíî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 15.2, ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå (15.3) è âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëèðóþùèå ôîð-
ìóëû äëÿ i = 1, 2, 3. Ïðè îôîðìëåíèè çàäà÷ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü çàìå-
÷àíèå 15.3. Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (15.3) îäíà èç
ïëîòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ λ, i, a, b) � ñì. çàìå÷àíèå 13.3; çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû
(13.3), (13.5), (13.6), íå ïðåäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ (13.8) è ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè 13.1.

ÇÀÄÀ×À Ã1 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïî-
çèöèè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3 cos

√
u

8
√
u

+
1
π2
, 0 < u <

π2

4
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Äàííàÿ ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-
íèÿ (13.8) âèäà

∫ ξ0

0

(
3 cos

√
u

8
√
u

+
1
π2

)
du = α0,

3 sin
√
u

4

∣∣∣∣∣
ξ0

0

+
u

π2

∣∣∣∣∣
ξ0

0

= α0, (15.13)

ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ (3 sin
√
ξ0)/4+ξ0/π2 = α0, êîòîðîå íåðàçðåøè-

ìî îòíîñèòåëüíî ξ0. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.2 ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè

70



(15.13) âû÷èñëÿåì

p1 =
∫ π2/4

0

3 cos
√
u du

8
√
u

=
3 sin

√
u

4

∣∣∣∣∣
π2/4

0

=
3
4
, p2 =

∫ π2/4

0

du

π2
=

1
4

è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå f(u) = p1f1(u) + p2f2(u), ãäå

f1(u) =
cos

√
u

2
√
u
, f2(u) ≡

4
π2
, 0 < u <

π2

4
.

Ñ ó÷åòîì âûêëàäîê (15.13) âûâåäåì ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
ïëîòíîñòè f1(u). Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

cos
√
u du

2
√
u

= α2, sin
√
ξ0 = α2 è, íàêîíåö, ξ0 = (arcsinα2)2.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 = (arcsin 0)2 = 0, à ïðè α2 = 1 èìååì
ξ0 = (arcsin 1)2 = (π/2)2 = π2/4.

Ïëîòíîñòü f2(u) ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íà èíòåðâàëå (0, π2/4)) � ñì. çàìå÷àíèå 13.3 è ñîîòíîøåíèå (13.16);
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: ξ0 = π2α2/4.

Àëãîðèòì ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè äëÿ ðåàëèçàöèè âûáî-
ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä: åñëè α1 < 3/4,
òî ξ0 = (arcsinα2)2; èíà÷å ξ0 = π2α2/4.

ÇÀÄÀ×À Ã2 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïî-
çèöèè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
u5

32
+
u3

8
+

1
12
, 0 < u < 2.

ÐÅØÅÍÈÅ. Äàííàÿ ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-
íèÿ (13.8) âèäà

∫ ξ0

0

(
u5

32
+
u3

8
+

1
12

)
du = α0,

u6

192

∣∣∣∣∣
ξ0

0

+
u4

32

∣∣∣∣∣
ξ0

0

+
u

12

∣∣∣∣∣
ξ0

0

= α0, (15.14)
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ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ ξ60/192 + ξ40/32 + ξ0/12 = α0, êîòîðîå íåðàçðå-
øèìî îòíîñèòåëüíî ξ0. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.2 ïî àíàëîãèè ñ âûêëàä-
êàìè (15.14) âû÷èñëÿåì

p1 =
∫ 2

0

u5 du

32
=

u6

192

∣∣∣∣∣
2

0

=
1
3
, p2 =

∫ 2

0

u3 du

8
=

1
2
, p3 =

∫ 2

0

du

12
=

1
6

è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå f(u) = p1f1(u) + p2f2(u) + p3f3(u), ãäå

f1(u) =
3u5

32
, f2(u) =

u3

4
, f3(u) ≡

1
2
, 0 < u < 2.

Ñ ó÷åòîì âûêëàäîê (15.14) âûâåäåì ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïëîò-
íîñòåé f1(u) è f2(u). Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ âèäà (13.8),
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

3u5 du

32
= α2,

ξ60
64

= α0 è, íàêîíåö, ξ0 = 2 6
√
α;

∫ ξ0

0

u3 du

4
= α2,

ξ40
16

= α2 è, íàêîíåö, ξ0 = 2 4
√
α2.

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 = 0, à ïðè α2 = 1 èìååì ξ0 = 2.
Ïëîòíîñòü f3(u) ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå íà èíòåðâàëå (0, 2)) � ñì. çàìå÷àíèå 13.3 è ñîîòíîøåíèå (13.16);
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: ξ0 = 2α2.

Àëãîðèòì ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè äëÿ ðåàëèçàöèè âûáî-
ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä: åñëè α1 < 1/3,
òî ξ0 = 2 6

√
α2; åñëè 1/3 ≤ α1 < 1/3 + 1/2 = 5/6, òî ξ0 = 2 4

√
α2; à åñëè

α1 ≥ 5/6, òî ξ0 = 2α2.
ÇÀÄÀ×À Ã3 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïî-

çèöèè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
sinu

4
+

eu

4(eπ/2 − 1)
+

1
π
, 0 < u <

π

2
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Äàííàÿ ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-
íèÿ (13.8) âèäà ∫ ξ0

0

(
sinu

4
+

eu

4(eπ/2 − 1)
+

1
π

)
du = α0,
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− cosu
4

∣∣∣∣∣
ξ0

0

+
eu − 1

4(eπ/2 − 1)

∣∣∣∣∣
ξ0

0

+
u

π

∣∣∣∣∣
ξ0

0

= α0 (15.15)

ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

1− cos ξ0
4

+
eξ0 − 1

4(eπ/2 − 1)
+
ξ0
π

= α0,

êîòîðîå íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 15.2 ïî àíà-
ëîãèè ñ âûêëàäêàìè (15.15) âû÷èñëÿåì

p1 =
∫ π/2

0

sinu du
4

=
1
4
, p2 =

∫ π/2

0

eu du

4(eπ/2 − 1)
=

1
4
, p3 =

∫ π/2

0

du

π
=

1
2
,

è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå f(u) = p1f1(u) + p2f2(u) + p3f3(u), ãäå

f1(u) = sinu, f2(u) =
eu

eπ/2 − 1
, f3(u) ≡

2
π
, 0 < u <

π

2
.

Ñ ó÷åòîì âûêëàäîê (15.15) âûâåäåì ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïëîò-
íîñòåé f1(u) è f2(u). Ïðåîáðàçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (13.8), äëÿ
ïåðâîé ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:∫ ξ0

0

sinu du = α2, 1− cos ξ0 = α2 è, íàêîíåö, ξ0 = arccosα′2,

ãäå α′2 = 1−α2. Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò α′2 = 1 è ξ0 = arccos 1 = 0,
à ïðè α2 = 1 èìååì α′2 = 1 è ξ0 = arccos 0 = π/2.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîé ïëîòíîñòè èìåþò âèä:∫ ξ0

0

eu du

eπ/2 − 1
= α2,

eξ − 1
eπ/2 − 1

= α2 è, íàêîíåö, ξ0 = ln(1 + (eπ/2 − 1)α2);

(15.16)
Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2 = 0 äàåò ξ0 = ln(1 + (eπ/2 − 1) × 0) = ln 1 = 0, à
ïðè α2 = 1 èìååì ξ0 = ln(1 + (eπ/2 − 1)× 1) = ln eπ/2 = π/2.

Ïëîòíîñòü f3(u) ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íà èíòåðâàëå (0, π/2)) � ñì. çàìå÷àíèå 13.3 è ñîîòíîøåíèå (13.16);
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: ξ0 = πα2/2.

Àëãîðèòì ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè äëÿ ðåàëèçàöèè âûáî-
ðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä: åñëè α1 < 1/4,
òî ξ0 = arccosα2; åñëè 1/4 ≤ α1 < 1/2, òî ξ0 = ln(1 + (eπ/2 − 1)α2); à
åñëè α1 ≥ 1/2, òî ξ0 = πα2/2.
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16. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.
Êîíñòðóèðîâàíèå ïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ
ìàæîðàíòíûì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ

16.1. Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ. Â òåîðèè ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìå-
òîäû èñêëþ÷åíèÿ (èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ òåðìèíû ìåòîäû îòáîðà è ìå-
òîäû îòêàçîâ, êîòîðûå òàêæå ñîîòâåòñòâóþò, õîòÿ è â ìåíüøåé ñòåïåíè,
àíãëèéñêîìó òåðìèíó rejection technique) � ñì., íàïðèìåð, [1].

Ñóòü ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð
(ñëó÷àéíàÿ òî÷êà) θ ðàñïðåäåëåí â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X è äàíî ïîä-
ìíîæåñòâî A ⊆ X.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 16.1. Ïðîâîäèòñÿ íåêîòîðîå ñòàòèñòè÷åñêîå èñïû-
òàíèå T è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî T ñîñòîÿëîñü, åñëè ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
θ0 âåêòîðà θ ïðèíàäëåæèò A, è T íå ñîñòîÿëîñü, åñëè ζ0 /∈ A.

Íàçîâåì òðóäîåìêîñòüþ s̃ àëãîðèòìà 16.1 ñðåäíèå çàòðàòû íà ïî-
ñòðîåíèå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé θj âåêòîðà θ äî ðåàëèçàöèè T . Âåëè÷èíà
s̃ ïðîïîðöèîíàëüíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû β, èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
p = P(θ ∈ A):

s̃ ∼ s = Eβ =
1
p

=
1

P(θ ∈ A)
. (16.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî s ≥ 1. Îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìà 16.1 ñâÿçàíà ñ ïðèáëèæå-
íèåì âåëè÷èíû s ê åäèíèöå.

16.2. Ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå
ñëó÷àåâ àëãîðèòì 16.1 ïðèìåíÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü òðå-
áóåòñÿ ÷èñëåííî ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξj ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) ξ, ðàñïðåäåëåííîãî â îáëàñòè U ∈ Rd ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f(u), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà çàäàííîé íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè g(u), ò. å.

f(u) =
g(u)
Ḡ

, Ḡ =
∫

U

g(u) du. (16.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ íå äàåò
ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ξj . Íàäåæäó íà ïîñòðî-
åíèå ìîäåëèðóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ïëîòíîñòüþ
(16.2) äàåò ñëåäóþùåå
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 16.1. Ïóñòü òî÷êà (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â îáëàñòè

G = {u ∈ U, 0 < v < g(u)}, (16.3)

ò. å. â ¾ïîäãðàôèêå¿ ôóíêöèè g(u); ïðè ýòîì ξ ∈ U è η ∈ (0, g(ξ)).
Òîãäà ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (16.2).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òî, ÷òî (d + 1)-ìåðíàÿ òî÷êà (ξ, η) ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G, îçíà÷àåò, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
f(ξ,η)(u, v) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1/Ḡ ïðè (u, v) ∈ G è íóëþ èíà÷å. Ñî-

ãëàñíî ìíîãîìåðíîìó âàðèàíòó ôîðìóëû (14.2), èìååì

fξ(u) =
∫ +∞

−∞
f(ξ,η)(u, v) dv =

∫ g(u)

0

dv

Ḡ
=
g(u)
Ḡ

= f(u).

Óòâåðæäåíèå 16.1 äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëó÷èòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå (ξ0, η0) òî÷êè

(ξ, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â G, òî çíà÷åíèå ξ0 áóäåò ðàñïðåäå-
ëåíî ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (16.2).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü òî÷êó, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ â ¾ïîäãðàôèêå¿ çàäàííîé ôóíêöèè? Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè îá-
ðàòíûì ê óòâåðæäåíèþ 16.1.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 16.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ(1) ðàñïðåäåëåí
ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f (1)(u) =
g(1)(u)
Ḡ(1)

, Ḡ(1) =
∫

U

g(1)(u) du, (16.3)

à óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ξ(1) = ξ
(1)
0 ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà èíòåðâàëå (0, g(1)(ξ(1)
0 )).

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (ξ(1), η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôè-
êå¿ G(1) = {u ∈ U, 0 < v < g(1)(u)} ôóíêöèè g(1)(u).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η óñëîâíî ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, g1(ξ
(1)
0 )) îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü

fη(v|u) = fη(v|ξ(1) = u) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1/g(1)(u) ïðè v ∈ (0, g(1)(u))
è íóëþ èíà÷å. Ñîãëàñíî ìíîãîìåðíîìó âàðèàíòó ôîðìóëû (14.2) äëÿ

ξ = ξ(1) è η = η, èìååì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè
(ξ(1), η) ðàâíà

f(
ξ(1)

,η
)(u, v) = f (1)(u)fη(v|u) =

g(1)(u)
Ḡ(1)

× 1
g(1)(u)

≡ 1
Ḡ(1)

, (u, v) ∈ G(1).
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Óòâåðæäåíèå 16.2 äîêàçàíî.
Åñëè â óòâåðæäåíèè 16.2 âûáðàòü ξ(1) = ξ, òî â ñîâîêóïíîñòè ñ óòâåð-

æäåíèåì 16.1 ïîëó÷àåì ëîãè÷åñêèé êðóã: íàì íóæíî ðàçûãðàòü âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå (ξ0, η0) ñëó÷àéíîé òî÷êè (ξ, η), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé â ¾ïîäãðàôèêå¿ G (è òîãäà êîìïîíåíòà ξ0 èìååò òðåáóåìîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (16.2)), íî äëÿ ýòîãî íóæíî ðåàëèçîâàòü âûáî-
ðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (16.2). Èìååòñÿ åùå,
îäíàêî, óòâåðæäåíèå 10.1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîãðóçèòü ¾ïîä-
ãðàôèê¿ G â îáëàñòü G(1) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (u, v) (ò. å. G ⊆ G(1)) è

ðåàëèçîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå (ξ(1)
0 , η0) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ(1), η),

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â G(1), òî ïðè óñëîâèè (ξ(1)
0 , η0) ∈ G ïàðà

(ξ(1)
0 , η0) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â G. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

16.1, âåêòîð ξ
(1)
0 èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (16.2).

Êîíñòðóèðîâàíèå îáëàñòè G(1) ñâÿçàíî ñ ðàñøèðåíèåì ¾ïîäãðàôè-
êà¿ G â íàïðàâëåíèè îñè v. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàæî-
ðàíòà g(1)(u) ôóíêöèè g(u) òàêàÿ, ÷òî g(u) ≤ g(1)(u) ïðè u ∈ U . Ïåð-
âîå òðåáîâàíèå ê ìàæîðàíòå g(1)(u) òàêîâî, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè (16.3)

èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (ôîðìóëà) âèäà ξ
(1)
0 = ψ(1)(ᾱ1) äëÿ

ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ
(1)
0 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(1) ñîãëàñ-

íî îäíîìó èç âàðèàíòîâ àëãîðèòìà 14.1 (çäåñü ᾱ1 � ñîîòâåòñòâóþùèé
íàáîð ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Ýòî äàåò ìàæîðàíòíûé ìåòîä
èñêëþ÷åíèÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 16.2 (ñì., íàïðèìåð, [1]). 1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå ξ

(1)
0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (16.3): ξ

(1)
0 = ψ(1)(ᾱ1), à òàêæå çíà÷å-

íèå η0 = α2g
(1)(ξ(1)

0 ).
2. Åñëè

η0 < g(ξ(1)
0 ), (16.4)

òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 âåêòîðà ξ ïðèíèìàåì
ξ0 = ξ

(1)
0 . Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (16.4) íå âûïîëíåíî, ïîâòîðÿåì

ï. 1 äàííîãî àëãîðèòìà è ò. ä.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 16.2, òî÷êà (ξ(1)

0 , η0), ðåàëèçóåìàÿ â ï. 1 àëãî-
ðèòìà 16.2, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G(1). Åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå (16.4), òî ïàðà (ξ(1)
0 , η0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G è, ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ 10.1, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ýòîé îáëàñòè, è òîãäà,

ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 16.1, âåëè÷èíó ξ
(1)
0 ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå

èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0.

76



Ñîãëàñíî ôîðìóëå (16.1) è óòâåðæäåíèþ 10.1, òðóäîåìêîñòü s̃ àëãî-
ðèòìà 16.2 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

s =
1

P
(
(ξ(1), η) ∈ G

) =
Ḡ(1)

Ḡ
. (16.5)

Òàêèì îáðàçîì, ìàæîðàíòó g(1)(u)ôóíêöèè g(u) ñëåäóåò ïîäáèðàòü òàê,
÷òîáû îáúåìû Ḡ(1) è Ḡ áûëè áëèçêè; ýòî âûïîëíåíî ïðè g(1)(u) ≈ g(u).

Êàê óêàçàíî âûøå, ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
íàìíîãî ÷àùå äðóãèõ ìåòîäîâ îòáîðà, ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå ÷àñòî àë-
ãîðèòì 16.2 íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ.

ÏÐÈÌÅÐ 16.1 (1.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìå-
þùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(

1 +
sinu

2

)
e−u, u > 0. (16.6)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫ +∞

0

g(u) du =
(
−e−u − (cosu+ sinu) e−u

4

)∣∣∣∣∣
+∞

0

=
5
4
, (16.7)

ò. å.

f(u) =
4
5

(
1 +

sinu
2

)
e−u, u > 0.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (16.7) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(u) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
∫ ξ0

0
f(u) du = α0 (ñì. ñîîòíîøåíèå (13.8)) ïðè-

âîäèò ê óðàâíåíèþ (4 + cos ξ0 + sin ξ0)e−ξ0 = 5α′0, α
′
0 = 1 − α0, êîòîðîå

íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0.
Â ñèëó òîãî ÷òî | sinu| ≤ 1, â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (16.6)

ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ g(1)(u) = 3 e−u/2. Ëåãêî âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ +∞
0

g(1)(u) du = 3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, f (1)(u) = e−u, u > 0. Ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé òàáëè÷íîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé) ïëîòíîñòè (13.11) äëÿ λ = 1 � ñì.
ïðèåð 13.1 è çàìå÷àíèå 13.3. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ñîãëàñíî òàáëè÷íîé ôîðìóëå (13.13) ïîëó÷àåì âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå ξ(1)0 = − ln α1. Ðåàëèçóåì òàêæå âåëè÷èíó η0 = α2 g

(1)(ξ1) =
3α2 exp(−ξ(1)0 )/2.
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2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η < g(ξ(1)0 ) èëè 3α2 < 2 + sin ξ(1)0 . Åñëè
ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ0 = ξ

(1)
0 , èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
s = 3/2 : 5/4 = 1.2 (ñì. ñîîòíîøåíèå (16.5)). Îïèñàíèå ïðèìåðà 16.1
çàêîí÷åíî.

16.3. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ. Ïðèâåäåì åùå îäèí âàæíûé

ÏÐÈÌÅÐ 16.2 (1 áàëë). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþ-
ùóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
N∑

i=0

ci u
i, 0 < u < 1 (16.8)

(ñì. òàêæå ïîäðàçä. 13.4 è ôîðìóëó (13.10)). Äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå àëãî-
ðèòìû â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîýôôèöèåíòîâ {ci}. Òàê, ìåòîä îáðàò-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (àëãîðèòì 13.1) çàâåäîìî ðåàëèçóåì äëÿ
N = 0 (ïðè ýòîì f(u) ≡ 1, 0 < u < 1 è ξ0 = α0), äëÿ N = 1 (ïðè ýòîì
ξ0 = (−c0 +

√
c20 + 2c1α0)/c1), à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ci = (i + 1) è cj = 0

ïðè j 6= i (ñì. ïðèìåð 13.2); ïðè ýòîì

f(u) = (i+ 1)ui è ξ0 = α
1/(i+1)
0 = i+1

√
α0. (16.9)

Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè N > 1 è ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñ-
ëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ci) ïîïûòêà ïðèìåíèòü ìåòîä îáðàòíîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
∑N

i=0 ciξ
i+1
0 /(i+1) = α0,

êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, íåðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0 è íóæíî èñïîëüçî-
âàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ (ìåòîä ñóïåðïîçèöèè, ìå-
òîä èñêëþ÷åíèÿ è äð.).

Äëÿ ñëó÷àÿ ci ≥ 0, â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü (16.8)
â âèäå

f(u) =
N∑

i=0

pifi(u); pi =
ci
i+ 1

; fi(u) = (i+ 1)ui (16.10)

è ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè.
1. Ðåàëèçóÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α1 ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà

α, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòÿì {ci/(i + 1)}, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 11.1 èëè
åãî ìîäèôèêàöèè, âûáèðàåì íîìåð m.
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2. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè fm(u) = (m+ 1)um ïî ôîðìóëå âèäà (16.9): ξ0 = m+1

√
α2.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ {ci}
âåëè÷èíû {pi} èç ñîîòíîøåíèÿ (16.10) íåëüçÿ ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòÿìè,
òàê êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè (õîòÿ ñîîòíîøåíèå∑N

i=0 pi = 1 âûïîëíåíî â ëþáîì ñëó÷àå). Äëÿ ôóíêöèè (16.8) ìîæíî
ïîñòðîèòü ìàæîðàíòó

f(u) ≤ g(1)(u) =
N∑

i=0

c+i u
i, (16.11)

ãäå c+i = ci ïðè ci ≥ 0 è c+i = 0 ïðè ci < 0. Òîãäà ìîæíî ïðåäëîæèòü
ñëåäóþùèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (ñì. àëãîðèòì 16.2).

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(1)
0 , ðàñïðå-

äåëåííîé ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f (1)(u) =
∑N

i=0 p
+
i fi(u), ãäå

p+
i =

c+i

(i+ 1)
∫ 1

0
g(1)(w) dw

=
c+i

(i+ 1)
∑N

j=0(c
+
j /(j + 1))

,

ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå àëãîðèòìó ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè
(ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äâà ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñëà α1 è α2).

2. Ðåàëèçóåì òàêæå çíà÷åíèå η0 = α3g
(1)(ξ(1)0 ).

3. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < f(ξ(1)0 ). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ïî-
ëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî
ξ0 = ξ

(1)
0 , èíà÷å ïîâòîðÿåì ïï. 1, 2 è ò. ä.

Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà (ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðåíèé

ïï. 1 è 2 äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà η0 < f(ξ(1)0 )) ïðîïîðöèîíàëüíà âå-
ëè÷èíå s(1) =

∫ 1

0
g(1)(w) dw =

∑N
i=0(c

+
i /(i+1)) (ñì. ñîîòíîøåíèå (16.5)).

Âûáîð ìàæîðàíòû âèäà (16.11) íåîäíîçíà÷åí. Ìîæíî, íàïðèìåð,

ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ g(2)(u) =
∑N

i=0 |ci|ui è èñïîëüçîâàòü äëÿ íåå ñôîð-
ìóëèðîâàííûé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñ çàìåíîé ξ(1) íà ξ(2). Òà-
êîé âûáîð ìàæîðàíòû çàâåäîìî õóæå, ÷åì (16.11), ò. ê. g(2)(u) > g(1)(u)
è s(2) =

∫ 1

0
g(2)(w) dw =

∑N
i=0(|ci|/(i+ 1)) > s(1).

Îäíàêî íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ìàæîðàíòà (16.11)
íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ êâàäðàòè÷íîé
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(u) = 6u − 6u2, 0 < u < 1. Â ýòîì ñëó÷àå
g(1)(u) = 6u è òðóäîåìêîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ìåòîäà èñ-

êëþ÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s(1) =
∫ 1

0
6w dw = 3. Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, äëÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ìàæîðàíòîé

g(3)(u) ≡ max
u∈(0,1)

f(u) = f

(
1
2

)
=

3
2

èìååì s(3) = 3/2. Ýòà âåëè÷èíà â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì s(1).
16.4. Òåõíîëîãèÿ ¾ïîð÷è¿ ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòè. Ïðè ïî-

ñòðîåíèè ïðèìåðà 16.1 èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 16.1. Êîíñòðóèðóåì ñíà÷àëà ïëîòíîñòü f (1)(u)

(u ∈ U ⊆ Rd) âåêòîðà ξ(1), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì (ôîðìóëà) ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè: ξ

(1)
0 = ψ(1)(ᾱ1) (ýòîò àë-

ãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ çàòåì â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà 16.2). Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè f (1)(u) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåñü àðñåíàë êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé (òåõíîëîãèè 13.1, 14.1, 15.1
è äð.). Äàëåå ïðåîáðàçóåì ïëîòíîñòü f (1)(u) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îíà ïðåâðàòèëàñü â ôóíêöèþ g(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ¾íåìîäåëèðóå-
ìîé¿ ïëîòíîñòè f(u) (ïî ñóòè ìû ¾ïîðòèì¿ ìîäåëèðóåìóþ ïëîò-
íîñòü f (1)(u)). Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óìíî-
æåíèå ïëîòíîñòè f (1)(u) íà ìàëî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ Y (u):

g(u) = f (1)(u)Y (u), u ∈ U ; ãäå 0 < A ≤ Y (u) ≤ B (16.12)

è (B−A) � áëèçêàÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Â êà÷åñòâå ìà-
æîðàíòû òîãäà ìîæíî âçÿòü g(1)(u) = B f (1)(u). Ïëîòíîñòü, ïðîïîð-
öèîíàëüíàÿ ýòîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ðàâíà f (1)(u). Èíòåãðèðóÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûå ôóíêöèè g(1)(u) è g(u) ïî îáëàñòè U ñ ó÷åòîì ñîîòíî-
øåíèÿ Af (1)(u) = Ag(1)(u)/B ≤ g(u), ïîëó÷àåì AḠ(1)/B ≤ Ḡ, è òîãäà

s =
Ḡ(1)

Ḡ
≤ B

A
, (16.13)

ò. å. ïðè A ≈ B âåëè÷èíà s èç ñîîòíîøåíèÿ (16.5) äëÿ àëãîðèòìà 16.2
íåâåëèêà (áëèçêà ê åäèíèöå).

Äëÿ óäîáñòâà âûêëàäîê â ðàâåíñòâå (16.12) âìåñòî ïëîòíîñòè f (1)(u)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîïîðöèîíàëüíóþ åé ôóíêöèþ g̃(1)(u) (îïóñêàÿ,
ê ïðèìåðó, íîðìèðóþùóþ êîíñòàíòó).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 16.1. Äëÿ ïðåäëàãàåìîé òåõíîëîãèè 16.1 íåðàâåíñòâî
(16.4) èìååò âèä

η0 = α2g
(1)(ξ(1)

0 ) = α2Bf
(1)(ξ(1)) < g(ξ(1)) = f (1)(ξ(1))Y (ξ(1)),
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è îíî ìîæåò áûòü óïðîùåíî, ïî êðàéíå ìåðå, äî âèäà

α2B < Y (ξ(1)); (16.14)

ýòî óïðîùåíèå ñëåäóåò ïðîäåëûâàòü ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî àëãîðèòìà 16.2.

16.5. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè 16.1. Â ïðèìåðå 16.1
â êà÷åñòâå f (1)(u) èç ðàâåíñòâà (16.12) âûáðàíà òàáëè÷íàÿ ïëîòíîñòü
f (1)(u) = e−u, u > 0, à â êà÷åñòâå Y (u) èñïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ
Y (u) = 1 + sin(u/2). Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû s èç ñîîòíîøåíèÿ (16.5)
ôîðìóëà (16.13) íå íóæíà, òàê êàê, â ñèëó âûêëàäîê (16.7), âåëè÷èíà
Ḡ âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 16.3 (2 áàëëà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþ-
ùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
1

u2 lg(u+ 10) + 10
, 0 < u < 1.

Èíòåãðàë Ḡ =
∫ 1

0
(1/(u2 lg(u+10)+10)) du íå áåðåòñÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ

f(u) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî g(u) ≤ g(1)(u) = 1/(u2 + 10), ò. å. çäåñü

Y (u) =
u2 + 10

u2 lg(u+ 10) + 10
, ïðè÷åì

11
lg 11 + 10

< Y (u) < 1. (16.15)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë

Ḡ(1) =
∫ 1

0

du

u2 + 10
=

1√
10

∫ 1

0

d(u/
√

10)
(u/

√
10)2 + 1

=
arctg(1/

√
10)√

10
. (16.16)

Òàêèì îáðàçîì,

f (1)(u) =
√

10
arctg(1/

√
10)(u2 + 10)

, 0 < u < 1.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íîãî

çíà÷åíèÿ ξ
(1)
0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(1) ïîëó÷àåòñÿ (ñ ó÷åòîì âûêëàäîê

(16.16)) èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

√
10

arctg(1/
√

10)

∫ ξ
(1)
0

0

du

u2 + 10
= α0, arctg(ξ(1)0 /

√
10) = α0 arctg(1/

√
10)
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è, íàêîíåö, ξ
(1)
0 =

√
10 tg(α0 arctg(1/

√
10)). Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äà-

åò ξ0 =
√

10 tg(0 × arctg(1/
√

10)) = 0, à ïðè α0 = 1 èìååì
ξ0 =

√
10 tg(1× arctg(1/

√
10)) = 1.

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ(1)0 =
√

10 tg(α1 arctg(1/
√

10)) è
η0 = α2

/(
(ξ(1)0 )2 + 10

)
.

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < g(ξ(1)0 ) èëè

α2

(
(ξ(1)0 )2 lg(ξ(1)0 + 10) + 10

)
< (ξ(1)0 )2 + 10.

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íîå çíà-
÷åíèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî ξ0 = ξ

(1)
0 , èíà÷å ïîâòîðÿåì ï. 1

è ò. ä.
Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (16.13) è (16.15), âåëè÷èíà s èç ðàâåíñòâà

(16.5) äëÿ ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
s < (lg 11 + 10)/11 ≈ 1.004.

ÏÐÈÌÅÐ 16.4 (2 áàëëà). Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð
ξ = (µ, ν), èìåþùèé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u, v), ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ ôóíêöèè

g(u, v) = euev(sinu+ sin v), 0 < u <
π

2
, 0 < v <

π

2
. (16.17)

Âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå (16.7), ïîêàçûâàþò, ÷òî

Ḡ =
∫ π/2

0

∫ π/2

0

g(u, v) du dv = (eπ/2 − 1)(eπ/2 + 1) (16.18)

(ïðîâåðüòå ýòî!) è ÷òî íè îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé (14.2) è (14.3) ïëîòíî-
ñòè

f(u, v) =
euev(sinu+ sin v)

(eπ − 1)
, 0 < u <

π

2
, 0 < v <

π

2
íå äàåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíò µ è ν. Ïî
àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 16.1 â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû ôóíêöèè (16.17) áåðåì

g(u, v) ≤ g̃1(u, v) = 2 euev, ò. å. Y (u, v) =
sinu+ sin v

2
.

Ïðè ýòîì

Ḡ(1) = 2(eπ/2 − 1)2 è f (1)(u, v) =
eu

eπ/2 − 1
× ev

eπ/2 − 1
, (16.19)
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ãäå 0 < u < π/2, 0 < v < π/2, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð

ξ(1) = (µ(1), ν(1)) èìååò íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå êîìïî-
íåíòû ñ ýëåìåíòàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (ñì. âûêëàäêè (15.16)). Òîãäà
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ µ
(1)
0 = ln(1 + (eπ/2 − 1)α1),

ν
(1)
0 = ln(1 + (eπ/2 − 1)α2), à òàêæå

η0 = 2α3 e
µ

(1)
0 eν

(1)
0 = 2α3 (1 + (eπ/2 − 1)α1) (1 + (eπ/2 − 1)α2).

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < g(µ(1)
0 , ν

(1)
0 ) èëè

2α3 < sinµ(1)
0 + sin ν(1)

0 .

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïîëàãàåì, ÷òî âûáîðî÷íûå çíà-
÷åíèÿ µ0, ν0 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ è ν ðàâíû µ0 = µ

(1)
0 , ν0 = ν

(1)
0 , èíà÷å

ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Èç ñîîòíîøåíèé (16.5), (16.18) è (16.19) ñëåäóåò, ÷òî òðóäîåìêîñòü

ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå s = 2(eπ/2 − 1)/(eπ/2 + 1),
ò. å. s ≈ 1.3.

ÐÅØÅÍÈÅ ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÏÎ ÒÅÌÅ ¾ÌÅÒÎÄ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß¿

Ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèåå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ¿ ñêîíñòðóèðîâàíû ñîãëàñíî òåõíîëîãèè
16.1. Êàê ïðàâèëî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíê-
öèè âèäà g(u) = Y (u) × g̃(1)(u), ãäå ôóíêöèÿ g̃(1)(u) ïðîïîðöèîíàëü-
íà ïðîñòîé (êîíêðåòíåå � òàáëè÷íîé � ñì. çàìå÷àíèå 13.3) ïëîòíîñòè
f (1)(u) = g̃(1)(u)/G̃(1) (è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (13.3) è (13.5)
áåç ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîâåðêè 13.1), à ôóíêöèÿ Y (u) ëåãêî îöåíèâà-
åòñÿ ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè: 0 < A ≤ Y (u) ≤ B.
Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû öåëåñîîáðàçíî âçÿòü g(1)(u) = Bg̃(1)(u). Âåëè-
÷èíà s, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ òðóäîåìêîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà èñ-
êëþ÷åíèÿ, îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé s ≤ B/A.
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ÇÀÄÀ×À Ä1 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ è ïðî-
äåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(

2 +
arcsinu

5π

)
u3, 0 < u < 1.

Îöåíèòå ñâåðõó òðóäîåìêîñòü ìåòîäà.
ÐÅØÅÍÈÅ. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü f(u) íå ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Çàìåòèì, ÷òî g(u) = Y (u)× g̃(1)(u), ãäå g̃(1)(u) = u3

è Y (u) = 2 + (arcsinu)/(5π), ïðè÷åì, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
arcsinu íà èíòåðâàëå (0, 1), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2 < Y (u) < 2.1. Òî-
ãäà g(u) < g(1)(u) = 2.1u3. Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ḡ(1) =

∫ 1

0
g(1)(u) du =

2.1/4. Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìàæîðàíòå g(1)(u), ÿâëÿåòñÿ òàá-
ëè÷íîé (ñòåïåííîé): f (1)(u) = 4u3, 0 < u < 1 (ñì. ïðèìåð 13.2 è çà-

ìå÷àíèå 13.3); ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà: ξ
(1)
0 = 4

√
α0.

Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(1)0 ïî ôîðìóëå ξ(1)0 = 4
√
α1, à

òàêæå âåëè÷èíó η0 = α2 g
(1)(ξ(1)0 ) = 2.1α2 (ξ(1)0 )3. Òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôèêå¿ ìàæîðàíòû g(1)(u).
2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < g(ξ(1)0 ) èëè

10.5π α2 < 10π + arcsin 4
√
α1. (16.20)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ïðèíàäëåæèò
¾ïîäãðàôèêó¿ ôóíêöèè g(u) è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
ýòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ áåðåì ξ0 = ξ

(1)
0 . Åñëè æå íåðàâåíñòâî (16.20) íå âûïîëíåíî,

òî ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Òðóäîåìêîñòü s (ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî ïîïûòîê ðîçûãðûøà ïàð (ξ(1)0 , η0)

äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (16.20)) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
s < 2.1/2 = 1.05.

ÇÀÄÀ×À Ä2 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ è ïðî-
äåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(

1 +
arctg u

5π

)
e−2u, u > 0.

Îöåíèòå ñâåðõó òðóäîåìêîñòü ìåòîäà.
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ÐÅØÅÍÈÅ. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü f(u) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Çàìåòèì, ÷òî g(u) = Y (u)×g̃(1)(u), ãäå g̃(1)(u) = e−2u

è Y (u) = 1 + (arctg u)/(5π), ïðè÷åì, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
arctg u íà èíòåðâàëå (0,+∞), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 < Y (u) < 1.1.
Òîãäà g(u) < g(1)(u) = 2.1 e−2u. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

Ḡ(1) =
∫ 1

0
g(1)(u) du = 1.1/2. Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìàæîðàí-

òå g(1)(u), ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé (ýêñïîíöèàëüíîé): f (1)(u) = 2e−2u, u > 0
(ñì. ïðèìåð 13.1 è çàìå÷àíèå 13.3); ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ

ôîðìóëà: ξ
(1)
0 = −(lnα0)/2. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì

ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(1)0 ïî ôîðìóëå ξ(1)0 = −(lnα1)/2,
à òàêæå âåëè÷èíó η0 = α2 g

(1)(ξ(1)0 ) = 1.1α2 e
−2ξ

(1)
0 . Òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôèêå¿ ìàæîðàíòû g(1)(u).
2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < g(ξ(1)0 ) èëè

5.5π α2 < 5π + arctg(−(1/2) lnα1). (16.21)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ïðèíàäëåæèò
¾ïîäãðàôèêó¿ ôóíêöèè g(u) è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
ýòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ áåðåì ξ0 = ξ

(1)
0 . Åñëè æå íåðàâåíñòâî (16.21) íå âûïîëíåíî,

òî ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Òðóäîåìêîñòü s (ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî ïîïûòîê ðîçûãðûøà ïàð (ξ(1)0 , η0)

äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (16.21)) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
s < 1.1.

ÇÀÄÀ×À Ä3 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ è ïðî-
äåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ ôóíêöèè

g(u) =
(

4 +
ln(1 + (e− 1)u)

2

)
cos
(πu

2

)
, 0 < u < 1.

Îöåíèòå ñâåðõó òðóäîåìêîñòü ìåòîäà.
ÐÅØÅÍÈÅ. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü f(u) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Çàìåòèì, ÷òî g(u) = Y (u) g̃(1)(u), ãäå g̃(1)(u) =
cos(πu/2) è Y (u) = 4 + (1/2) ln(1 + (e− 1)u), ïðè÷åì, â ñèëó ìîíîòîííî-
ñòè ôóíêöèè ln(1+(e−1)u) íà èíòåðâàëå (0, 1), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
4 < Y (u) < 4.5. Òîãäà g(u) < g(1)(u) = 4.5 cos(πu/2). Âû÷èñëèì èí-

òåãðàë Ḡ(1) =
∫ 1

0
g(1)(u) du = 4.5 × 2/π. Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ

85



ìàæîðàíòå g(1)(u) èìååò âèä: f (1)(u) = (π/2) cos(πu/2), 0 < u < 1. Ôîð-
ìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷å-

íèÿ ξ
(1)
0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(1) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

∫ ξ
(1)
0

0

π

2
cos
(πu

2

)
du = α0, sin

(πu
2

) ∣∣∣∣∣
ξ
(1)
0

0

= α0 è ξ
(1)
0 = (2/π) arcsinα0.

(16.22)
Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α0 = 0 äàåò ξ0 = (2/π) arcsin 0 = 0, à ïðè α0 = 1
èìååì ξ0 = (2/π) arcsin 1 = 1.

Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(1)0 = (2/π) arcsinα1, à òàêæå
η0 = α2 g

(1)(ξ(1)0 ) = 4.5α2 cos(πξ(1)0 /2). Òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà â ¾ïîäãðàôèêå¿ ìàæîðàíòû g(1)(u).

2. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî η0 < g(ξ(1)0 ) èëè

9π α2 < 8 + ln
(
1 + (e− 1)(2/π) arcsinα1

)
. (16.23)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ïðèíàäëåæèò
¾ïîäãðàôèêó¿ ôóíêöèè g(u) è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
ýòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ áåðåì ξ0 = ξ

(1)
0 . Åñëè æå íåðàâåíñòâî (16.23) íå âûïîëíåíî,

òî ïîâòîðÿåì ï. 1 è ò. ä.
Òðóäîåìêîñòü s (ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî ïîïûòîê ðîçûãðûøà ïàð (ξ(1)0 , η0)

äî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (16.23)) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
s < 4.5/4 = 1.125.

17. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ
íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

17.1. Ìîäåëèðîâàíèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåëûì ïàðà-
ìåòðîì. Êàê è â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (ñì. ðàçä. 11, 12) äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðî-
âàíèÿ, îñíîâàííûå íà îñîáûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâàõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèâåäåì äâà âàæíûõ ïðèìåðà òàêèõ ñèòóàöèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ(λ,n), èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå
Ýðëàíãà (èëè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåò-
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ðîì n � ñì., íàïðèìåð, [2]) ñ ïëîòíîñòüþ

f (λ,n)(u) =
λn un−1 e−λ u

(n− 1)!
, u > 0; n ≥ 1, λ > 0.

Ïðè n > 1 ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(λ,n) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 17.1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ(λ,n) è ξ(λ,m) íåçà-
âèñèìû, òî ξ(λ,n) + ξ(λ,m) = ξ(λ,n+m); ðàâåíñòâî îçíà÷àåò çäåñü ñîâïà-
äåíèå ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ(λ,n)

â âèäå ñóììû èç n ñëàãàåìûõ ξ(λ,n) =
∑n

j=1

(
ξ(λ,1)

)(j)
, êàæäîå èç êîòî-

ðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåëåííóþ ñîãëàñ-
íî ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè f(u) = λe−λu, u > 0. Ýòà ïëîòíîñòü
ðàññìîòðåíà â ïðèìåðå 13.1 è òàì æå ïîëó÷åíà ïðîñòàÿ (òàáëè÷íàÿ)
ìîäåëèðóþùàÿ ôîðìóëà ξ0 = −(1/λ) lnα0 (ñì. ñîîòíîøåíèå (13.13) è
çàìå÷àíèå 13.3). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ

ξ
(λ,n)
0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(λ,n) ìîæíî ïðåäëîæèòü ôîðìóëó

ξ
(λ,n)
0 =

(
− lnα1

λ

)
+ . . .+

(
− lnαn

λ

)
= − ln (α1 × . . .× αn)

λ
,

ãäå {αj} � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α.
17.2. Ìîäåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëü-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1) è ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ

f(u) =
1√
2π

e−u2/2, −∞ < u < +∞ (17.1)

(ñì., íàïðèìåð, [2]). Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ áûëà ïðåäúÿâëåíà â
ðàçä. 13 êàê ïðèìåð ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ýëåìåí-
òàðíûì (â ñìûñëå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ) � ñì. ôîðìóëó (13.9).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 17.2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

γ1 =
√
−2 lnα1 sin 2πα2, γ2 =

√
−2 lnα1 cos 2πα2, (17.2)

ãäå (α1, α2) � ïàðà íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (17.1).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âåêòîð (γ1, γ2), ðàññìàòðèâàåìûé â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ (u, v), â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, t), ãäå u = r sin t,
v = r cos t, èìååò âèä (ρ0, ϕ0), ïðè÷åì ρ0 =

√
−2 lnα1 è ϕ0 = 2πα2.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ ðàâíà

Fρ(r) = P
(√
−2 lnα < r

)
= P(α > e−r2/2) = 1− e−r2/2;

çäåñü r > 0. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ ïî r, ïîëó÷àåì ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fρ(r) = re−r2/2, r > 0. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ϕ
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 2π) ñ ïëîòíîñòüþ
fϕ(t) ≡ 1/(2π), 0 < t < 2π. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (ρ, ϕ) èìååò âèä

fρ,ϕ(r, t) =
re−r2/2

2π
, r > 0, 0 < t < 2π.

Çàìåòèì, ÷òî r =
√
u2 + v2. Ñîãëàñíî òåîðåìå î çàìåíå ñëó÷àéíûõ ïåðå-

ìåííûõ (ñì. óòâåðæäåíèå 13.1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÿêîáèàí J(r, t) ïåðåõîäà
îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (r, t) ê äåêàðòîâûì ðàâåí 1/r, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (γ1, γ2) èìååò âèä

f(γ1,γ2)(u, v) = f(ρ,θ)(r(u, v), t(u, v)) J(r(u, v), t(u, v)) =

=
√
u2 + v2 × e−(u2+v2)/2

2π
√
u2 + v2

=
e−u2/2

√
2π

× e−v2/2

√
2π

.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû γ1 è γ2

íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (17.1).
Óòâåðæäåíèå 17.2 äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðà (sin 2πα2, cos 2πα2) îáðàçóåò äâóìåðíûé èçîòðîï-
íûé âåêòîð (ñì., íàïðèìåð, [1]). Êðîìå òîãî, êâàäðàò äëèíû äâóìåðíîãî
âåêòîðà (17.2), ðàâíûé γ2

1 + γ2
2 = −2 lnα1, èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 1/2 (ñì. ôîðìóëû (13.1), (13.3)).
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Ïðèëîæåíèå 1

Êîíñòðóèðîâàíèå è ðåøåíèå ýêçàìåíàöèîííûõ
çàäà÷ ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿

Íàïîìíèì (ñì. ðàçä. 2�5), ÷òî ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I =

∫
g(x) dx ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè

åãî â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

I =
∫

g(x)
f(x)

f(x) dx = Eζ, ζ = q(ξ) =
g(ξ)
f(ξ)

, x, ξ ∈ Rd

(çäåñü âåêòîð ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x)) è ïðèáëèæåíèè I
íà îñíîâå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë: I ≈ (1/n)

∑n
i=1 ζi; çäåñü ζj = q(ξj) �

ïîëó÷àåìûå íà ÝÂÌ âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ. Ïðè
ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè çàòðàòû ýòîãî àëãîðèòìà ïðîïîð-
öèîíàëüíû âåëè÷èíå S = t × Dζ, ãäå t � ñðåäíåå âðåìÿ ÝÂÌ äëÿ ðå-
àëèçàöèè îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ζj (ýòî âðåìÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
çàâèñèò îò çàòðàò íà ðåëèçàöèþ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξj ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(x)). Ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè f(x) ñëåäóåò
ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó S, ò. å. òðåáóåòñÿ, ÷òîáû:

� âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξj ðåàëèçîâûâàëèñü íà ÝÂÌ äîñòàòî÷íî
áûñòðî;

� äèñïåðñèÿ Dζ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ áûëà ìàëà.
Áîëüøèíñòâî ìîäèôèêàöèé ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-

Êàðëî ñâÿçàíî ñ óìåíüøåíèåì äèñïåðñèè Dζ (ñì. ðàçä. 4, 5). Äèñïåðñèÿ,
â ÷àñòíîñòè, áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå ïëîòíîñòü f(x) ê ïëîòíîñòè
âèäà |g(x)|/Ĩ (çäåñü Ĩ =

∫
|g(x)| dx; ïðè g(x) ≥ 0 âåëè÷èíà Ĩ ñîâïàäàåò

ñ I); íà ýòîì îñíîâàí ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè èëè âûáîðêè ïî
âàæíîñòè (ñì. ðàçä. 4). Òåõíîëîãèÿ ñîçäàíèÿ ïðèìåðîâ èíòåãðàëîâ, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü âûáîðêó ïî âàæíîñòè,
âî ìíîãîì ñõîæà ñ òåõíîëîãèåé 16.1.

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß Ï1. Êîíñòðóèðóåì ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìóþ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) âåêòîðà ξ (êàê ïðàâèëî, êîìïîíåíòû
ýòîãî âåêòîðà áåðóòñÿ íåçàâèñèìûìè èëè ïîïàðíî çàâèñèìûìè � ñì.
ïîäðàçä. 14.5) è âûáèðàåì ôóíêöèþ q(x), çàêëþ÷åííóþ ìåæäó áëèçêè-
ìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè: 0 < m1 ≤ q(x) ≤ m2 (ò. å. ðàç-
íîñòü (m2 −m1) íåâåëèêà). Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =
∫
g(x) dx, g(x) = f(x)× q(x).
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Çäåñü íàäî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ïîëó÷àåìûé èíòåãðàë íå áðàë-
ñÿ àíàëèòè÷åñêè (ò. å., êàê è â òåõíîëîãèè 17.1, óìíîæåíèå íà ôóíê-
öèþ q(x) äîëæíî ¾ïîðòèòü¿ ìîäåëèðóåìóþ ïëîòíîñòü f(x)). Â ýòîì
ñëó÷àå â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áåðåì
ζ = q(ξ). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.3, äèñïåðñèÿ Dζ îãðàíè÷åíà ñâåðõó
âåëè÷èíîé (m2 −m1)2/4.

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ÷åòû-
ðåõêðàòíûõ èíòåãðàëîâ (ò. å. d = 4). Ñîãëàñíî òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîð-
ìóë (ñì., íàïðèìåð, [5]), èìåííî íà÷èíàÿ ñ ýòîé ðàçìåðíîñòè ìåòîäû
Ìîíòå-Êàðëî íà÷èíàþò ïðåâîñõîäèòü ïî ýôôåêòèâíîñòè äåòåðìèíèðî-
âàííûå (ñåòî÷íûå) àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. çäåñü
ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîêàçàòü ¾ðåàëüíûå¿ çàäà÷è.

ÏÐÈÌÅÐ Ï1 (2 áàëëà). Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷åòûðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà

I =
∫ 1/(4π)

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp
(
−x

(2) + (x(3))2 + (x(4))2

2

)
×

×

√
1 +

sin3(x(1)x(2)x(3)x(4))
12

dx(1) dx(2) dx(3) dx(4).

Çäåñü è äàëåå âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñ ïðè ïåðâîì ñèìâîëå èíòå-
ãðàëà îáîçíà÷àþò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x(1), èíäåêñû ïðè
âòîðîì ñèìâîëå èíòåãðàëà � èíòåðâàë èçìåíåíèÿ x(2) è ò. ä. Âîçüìåì

q(x) =
√

1 + (1/12) sin3(x(1)x(2)x(3)x(4)) (çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè çàêëþ-

÷åíû ìåæäóm1 =
√

11/12 èm2 =
√

13/12), à â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x)
âûáèðàåì

f(x) = f(x(1), x(2), x(3), x(4)) = e−
x(2)+(x(3))2+(x(4))2

2 =

= (4π)× e−x(2)/2

2
× e−(x(3))2/2

√
2π

× e−(x(4))2/2

√
2π

, 0 < x(1) <
1
4π
, x(2) > 0,

−∞ < x(3) < +∞, −∞ < x(4) < +∞. Ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè ó÷òåíû:
çàìå÷àíèå 13.3, ñîîáðàæåíèÿ èç ïðèìåðà 14.3 è óòâåðæäåíèå 17.2.

Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ξ(j), j = 1, 2, 3, 4 íåçàâèñèìû. Êîìïîíåíòà ξ(1) èìååò òàáëè÷íîå
(ðàâíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1/(4π)) (ñì. çàìå÷àíèå

13.3), è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(1)
i
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ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.16). Êîìïîíåíòà ξ(2) òàêæå èìååò
òàáëè÷íîå (íà ñåé ðàç ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1/2, è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

ξ
(2)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.13). Êîìïîíåíòû ξ(3), ξ(4) èìåþò
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïàðû âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

(ξ(3)i , ξ
(4)
i ) ìîæíî ïîëó÷àòü ïî ôîðìóëàì (17.2). Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.
Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ξ ïî ôîðìó-

ëàì: ξ(1)i = α1,i/(4π), ξ(2)i = −2 lnα2,i,

ξ
(3)
i =

√
−2 lnα3,i sin 2πα4,i, ξ

(4)
i =

√
−2 lnα3,i cos 2πα4,i, i = 1, . . . , n,

ãäå αj � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α, è ïðèáëè-
æåííî âû÷èñëÿåì

I ≈ 1
n

n∑
i=1

√
1 +

sin3(ξ(1)i ξ
(2)
i ξ

(3)
i ξ

(4)
i )

12
.

Ò. ê. m1 ≈ 0.957 è m2 ≈ 1.041, òî Dζ ≤ (m2 −m1)2/4 ≈ 1.764 · 10−3. Ýòî
äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
âûáîðêè ïî âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.

ÏÐÈÌÅÐ Ï2 (2.5 áàëëà). Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíî-
ñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷åòûðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà

I =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

96e (x(1))2 (x(3))3x(4)e−x(4)(x(4)+x(1)x(2)x(3))

(e− 1)((x(3))4 + 1)2
dx,

ãäå dx = dx(1) dx(2) dx(3) dx(4). Âîçüìåì q(x) = q(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
exp(−x(1)x(2)x(3)x(4)) (çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè çàêëþ÷åíû ìåæäó
m1 = 1/e ≈ 0.368 è m2 = 1), à â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) âûáèðàåì

f(x) =
(
3(x(1))2

)
×
(
2x(2)

)
× 8(x(3))3

((x(3))4 + 1)2
×

(
2e x(4) e−(x(4))2

e− 1

)
,

ãäå 0 < x(j) < 1; j = 1, 2, 3, 4. Ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè ó÷òåíû: çàìå÷àíèå
13.3 è ñîîáðàæåíèÿ èç ïðèìåðà 14.3.

Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ξ(j), j = 1, 2, 3, 4 íåçàâèñèìû. Êîìïîíåíòû ξ(1), ξ(2) èìåþò òàá-
ëè÷íîå (ñòåïåííîå) ðàñïðåäåëåíèå (ñì. ïðèìåð 13.2 è çàìå÷àíèå 13.3),
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è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(1)
i , ξ

(2)
i ñëå-

äóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.15):

ξ
(1)
i = 3

√
α1,i, ξ

(2)
i =

√
α2,i. (P1)

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(3)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(3) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

∫ ξ
(3)
i

0

8(x(3))3 dx(3)

((x(3))4 + 1)2
= α3,i, −

2
(x(3))4 + 1

∣∣∣∣∣
ξ
(3)
i

0

= α3,i, 2− 2

(ξ(3)i )4 + 1
= α3,i

è, íàêîíåö,

ξ
(3)
i = 4

√
α3,i

2− α3,i
. (P2)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α3,i = 0 äàåò ξ
(3)
i = 4

√
0/(2− 0) = 0, à ïðè α3,i = 1

èìååì ξ
(3)
i = 4

√
1/(2− 1) = 1.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(4)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(4) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ∫ ξ

(4)
i

0

2e x(4) e−(x(4))2 dx(4)

e− 1
= α4,i,

e

e− 1
− e1−(η

(4)
i )2

e− 1
= α4,i

è, íàêîíåö,

η
(4)
i =

√
− ln(1− α4,i + α4,i/e). (P3)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α4,i = 0 äàåò ξ
(4)
i =

√
− ln(1− 0 + 0/e) = 0, à ïðè

α4,i = 1 èìååì ξ
(3)
i =

√
− ln(1− 1 + 1/e) = 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (P1)�(P3), ðåàëèçóåì çíà÷åíèÿ ξ(1)i , ξ
(2)
i , ξ

(3)
i , ξ

(4)
i

è ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì I ≈ (1/n)
∑n

j=1 exp(−ξ(1)i ξ
(2)
i ξ

(3)
i ξ

(4)
i ).

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dζ ≤ (m2−m1)2/4 ≈ 0.010. Ýòî äîñòàòî÷-
íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì âûáîðêè
ïî âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.

ÏÐÈÌÅÐ Ï3 (3 áàëëà). Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷åòûðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà

I =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(
6 (x(1))2(1− (x(1))2)1/2 cos(x(1)x(2)) (x(3))2

sinx(1) ln(1 + x(3))
√

9 + 16(x(3))2(1 + x(3)x(4))

)
×
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×16 + (x(1)x(2)x(3)x(4) + 2)4

(x(1)x(2)x(3)x(4) + 2)2
dx(1) dx(2) dx(3) dx(4).

Âîçüìåì

q(x) = q(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
16 + (x(1)x(2)x(3)x(4) + 2)4

4 (x(1)x(2)x(3)x(4) + 2)2
= w2 +

1
w2

,

ãäå w = (x1x2x3x4 + 2)/2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w ∈ (1; 1.5) è ÷òî ôóíê-
öèÿ t(w) = w2 + 1/w2 âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (äåéñòâèòåëüíî,
t′(w) = 2w − 2/w3 = 2(w − 1)(w + 1)(w2 + 1)/w3 > 0), èìååì m1 = 2 è
m2 = 9/4 + 4/9 = 97/36. Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) âûáèðàåì

f(x) =
(

(3x(1) (1− (x(1))2)1/2)× x(1) cos(x(1)x(2))
sinx(1)

)
×

×

(
2x(3)√

(x(3))2 + (3/4)2
× x(3)

ln(1 + x(3))(1 + x(3)x(4))

)
, 0 < x(j) < 1;

j = 1, 2, 3, 4. Ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè ó÷òåíû ñîîáðàæåíèÿ èç ïîäðàçä.
14.5. Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ξ(1), ξ(2) è ξ(3), ξ(4) ïîïàðíî çàâèñèìû.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(1)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(1) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ∫ ξ

(1)
i

0

3x(1) (1− (x(1))2)1/2 dx(1) = α1,i, 1− (1− (ξ(1)i )2)3/2 = α1,i

è, íàêîíåö,

ξ
(1)
i =

√
1− (α′1,i)2/3, α′1,i = 1− α1,i. (P4)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α1,i = 0 äàåò α′1,i = 1 è ξ
(1)
i =

√
1− 12/3 = 0, à ïðè

α1,i = 1 èìååì α′1,i = 0 è ξ
(1)
i =

√
1− 02/3 = 1.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(2)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(2) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ∫ ξ

(2)
i

0

ξ
(1)
i cos(ξ(1)i x(2)) dx(2)

sin ξ(1)i

= α2,i,
sin(ξ(1)i ξ

(2)
i )

sin ξ(1)i

= α2,i

è, íàêîíåö,

ξ
(2)
i =

arcsin(α2,i sin ξ(1)i )

ξ
(1)
i

. (P5)
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Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α2,i = 0 äàåò ξ
(2)
i = (1/ξ(1)i ) arcsin(0 × sin ξ(1)i ) = 0, à

ïðè α2,i = 1 èìååì ξ
(2)
i = (1/ξ(1)i ) arcsin(1× sin ξ(1)i ) = ξ

(1)
i /ξ

(1)
i = 1.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(3)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(3) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ∫ ξ

(3)
i

0

2x(3) dx(3)√
(x(3))2 + (3/4)2

= α3,i, 2
(√

(ξ(3)i )2 + (3/4)2 − 3/4
)

= α3,i

è, íàêîíåö,

ξ
(3)
i =

√
α3,i(3 + α3,i)

2
. (P6)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α3,i = 0 äàåò ξ(3)i = (1/2)
√

0(3 + 0) = 0, à ïðè α3,i = 1
èìååì ξ

(2)
i = (1/2)

√
1(3 + 1) = 1.

Ôîðìóëà ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ

çíà÷åíèé ξ
(4)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(4) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ∫ ξ

(4)
i

0

ξ
(3)
i dx(4)

ln(1 + ξ
(3)
i )(1 + ξ

(3)
i x(4))

= α4,i,
ln(1 + ξ

(3)
i ξ

(4)
i )

ln(1 + ξ
(3)
i )

= α4,i

è, íàêîíåö,

ξ4,i =
exp(α4,i(ln(1 + ξ

(3)
i ))− 1

ξ
(3)
i

. (P7)

Ïðîâåðêà 13.1 ïðè α4,i = 0 äàåò

ξ
(4)
i = (1/ξ(3)i ) (exp(0× ln(1 + ξ

(3)
i ))− 1) = 0,

à ïðè α4,i = 1 èìååì

ξ
(4)
i = (1/ξ(3)i ) (exp(0× ln(1 + ξ

(3)
i ))− 1) = (1 + ξ

(3)
i − 1)/ξ(3)i = 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (P4)�(P7), ðåàëèçóåì çíà÷åíèÿ ξ(1)i , ξ
(2)
i , ξ

(3)
i , ξ

(4)
i

è ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì

I ≈ 1
n

n∑
i=1

(
1
θi

+ θi

)
, ãäå θi = (ξ(1)i ξ

(2)
i ξ

(3)
i ξ

(4)
i + 2)2/4.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dζ ≤ (m2 −m1)2/4 ≈ 0.120. Ýòî äîñòàòî÷íî
ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì âûáîðêè ïî
âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÝÊÇÀÌÅÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÏÎ ÒÅÌÅ ¾ÂÛÁÎÐÊÀ ÏÎ ÂÀÆÍÎÑÒÈ¿

Ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿ ñêîíñòðó-
èðîâàíû ñîãëàñíî òåõíîëîãèè Ï1. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà I =

∫
g(x) dx, ïðè÷åì ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x) èìååò âèä

g(x) = f̃(x) × q̃(x), ãäå ôóíêöèÿ f̃(x) ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîñòîé ýô-
ôåêòèâíî ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòè f(x) = Hf̃(x) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)) ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, ðàñïðåäåëåííû-
ìè, êàê ïðàâèëî, ñîãëàñíî òàáëè÷íûì ïëîòíîñòÿì (ñì. çàìå÷àíèå 13.3);

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(j)
i , j = 1, 2, 3, 4; i = 1, . . . , n

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëè÷íûå ôîðìóëû (13.3), (13.5),
(13.6) (ïðè ýòîì ïðîâåðêà 13.1 íå òðåáóåòñÿ). Ôóíêöèÿ q̃(x) ëåãêî îöåíè-
âàåòñÿ ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè A ≤ q̃(x) ≤ B. Â ñòàí-
äàðòíîì àëãîðèòìå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî èìååì ζ = q(ξ) = (1/H)× q̃(ξ),
ïðè ýòîì m1 ≤ q(x) ≤ m2, ãäå m1 = A/H, m2 = B/H. Äèñïåðñèÿ Dζ
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé (m2 − m1)2/4. Ìàëîñòü ýòîé âåëè÷èíû
îáîñíîâûâàåò ýôôåêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà âûáîðêè ïî
âàæíîñòè.

ÇÀÄÀ×À È1 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíî-
ñòè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ +∞

0

(
x(2) (x(3))2 e−4x(4)

×

×
√

2 + cos(6x(1)(x(2))3(x(3))7(x(4))9)
)
dx(1) dx(2) dx(3) dx(4).

Îöåíèòå äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) âûáèðàåì

f(x) = f(x(1), x(2), x(3), x(4)) = 1× (2x(2))× (3(x(3))2)× (4e−4x(4)
),

ãäå 0 < x(j) < 1, j = 1, 2, 3 è x(4) > 0, à ôóíêöèÿ q(x) = g(x)/f(x) èìååò
âèä

q(x) = q(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
1
24
×
√

2 + cos(6x(1)(x(2))3(x(3))7(x(4))9).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −1 ≤ cosu ≤ 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà m1 ≤ q(x) ≤ m2,
ãäå m1 = 1/24 è m2 =

√
3/24.
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Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ξ(j), j = 1, 2, 3, 4 íåçàâèñèìû. Êîìïîíåíòà ξ(1) èìååò òàáëè÷íîå
(ðàâíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1) (ñì. çàìå÷àíèå 13.3),
è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ

(1)
i ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.16). Êîìïîíåíòû ξ(2), ξ(3) èìåþò òàáëè÷íûå
(ñòåïåííûå) ðàñïðåäåëåíèÿ, è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáî-

ðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(2)
i , ξ

(3)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.15). Êîì-

ïîíåíòà ξ(4) òàêæå èìååò òàáëè÷íîå (íà ñåé ðàç ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 4, è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(4)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.13).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.
Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ξ ïî ôîðìó-

ëàì: ξ(1)i = α1,i, ξ
(2)
i = √

α2,i, ξ
(3)
i = 4

√
α3,i, ξ

(4)
i = (− lnα4,i)/4, ãäå

i = 1, . . . , n, à αj � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α, è
ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì

I ≈ 1
24n

n∑
i=1

√
2 + cos

(
6ξ(1)i

(
ξ
(2)
i

)3(
ξ
(3)
i

)7(
ξ
(4)
i

)9)
.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dζ ≤ (m2 − m1)2/4 ≈ 2.33 × 10−4. Ýòî äî-
ñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
âûáîðêè ïî âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.

ÇÀÄÀ×À È2 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíî-
ñòè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ 1

0

∫ π/2

0

(
e−10x(1)−πx(2)

× cosx(4)×

× arcsin
(

1
1 + x(1)(x(2))2(x(3))3(x(4))4

))
dx(1) dx(2) dx(3) dx(4).

Îöåíèòå äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) âûáèðàåì

f(x) = f(x(1), x(2), x(3), x(4)) = (10 e−10x(1)
)× (πe−πx(2)

)× 1× (cosx(4)),

ãäå x(1) > 0, x(2) > 0, 0 < x(3) < 1, 0 < x(4) < π/2, à ôóíêöèÿ
q(x) = g(x)/f(x) èìååò âèä

q(x) = q(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
1

10π
×arcsin

(
1

1 + x(1)(x(2))2(x(3))3(x(4))4

)
.
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Ò. ê. 0 < arcsinu < π/2 ïðè 0 < u < 1, òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
m1 ≤ q(x) ≤ m2, ãäå m1 = 0 è m2 = 1/20.

Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîì-
ïîíåíòû ξ(j), j = 1, 2, 3, 4 íåçàâèñèìû. Êîìïîíåíòû ξ(1), ξ(2) èìåþò
òàáëè÷íûå (ýêñïîíåíöèàëüíûå) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λ = 4 è
λ = π ñîîòâåòñòâåííî (ñì. çàìå÷àíèå 13.3), è äëÿ ðåàëèçàöèè âûáî-

ðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(1)
i , ξ

(2)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.13). Êîì-

ïîíåíòà ξ(3) òàêæå èìååò òàáëè÷íîå (ðàâíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå íà
èíòåðâàëå (0, 1), è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà-

÷åíèé ξ
(1)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.16). Äëÿ êîìïîíåíòû ξ(4)

íåñëîæíî âûâåñòè ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:∫ ξ
(4)
i

0
cosx(4) dx(4) = α4,i, èëè sin ξ(4)i = α4,i, èëè ξ

(4)
i = arcsinα4,i.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.
Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ξ ïî ôîðìó-

ëàì: ξ(1)i = (− lnα1,i)/10, ξ(2)i = (− lnα2,i)/π, ξ
(3)
i = α3,i, ξ

(4)
i = arcsinα4,i,

ãäå i = 1, . . . , n, à αj � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
α, è ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì

I ≈ 1
10πn

n∑
i=1

arcsin

(
1

1 + ξ
(1)
i

(
ξ
(2)
i

)2(
ξ
(3)
i

)3(
ξ
(4)
i

)4
)
.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dζ ≤ (m2 − m1)2/4 ≈ 6.25 × 10−4. Ýòî äî-
ñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
âûáîðêè ïî âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.

ÇÀÄÀ×À È3 (1.5 áàëëà). Ñôîðìóëèðóéòå ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíî-
ñòè è ïðîäåìîíñòðèðóéòå åãî íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I =
∫ 1

0

∫ +∞

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(
cos
(
π x(1)

2

)
e−2x(2)

(x(3))3×

×arctg
(
(x(1))2x(2) + (x(3))3(x(4))4

))
dx(1) dx(2) dx(3) dx(4).

Îöåíèòå äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè f(x) âûáèðàåì

f(x) = f(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
(
π

2
cos
(
π x(1)

2

))
× (2e−2x(2)

)×(4(x(3))3)×1,
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0 < x(1) < 1; x(2) > 0; 0 < x(3) < 1; 0 < x(4) < 1. Ôóíêöèÿ
q(x) = g(x)/f(x) èìååò âèä

q(x) = q(x(1), x(2), x(3), x(4)) =
1
4π

× arctg
(
(x(1))2x(2) + (x(3))3(x(4))4

)
.

Ò. ê. 0 < arctg u < π/2 ïðè u > 0, òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
m1 ≤ q(x) ≤ m2, ãäå m1 = 0 è m2 = 1/8.

Èìååì I = Eζ = Eq(ξ), ãäå ξ = (ξ(1), ξ(2), ξ(3), ξ(4)), ïðè÷åì êîìïî-
íåíòû ξ(j), j = 1, 2, 3, 4 íåçàâèñèìû. Äëÿ êîìïîíåíòû ξ(1) íåñëîæíî âû-
âåñòè ôîðìóëó ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. âûêëàäêè

(16.22)): ξ
(1)
i = (2/π) arcsinα1,i. Êîìïîíåíòà ξ

(2) èìååò òàáëè÷íîå (ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 2, è äëÿ ðåàëèçàöèè

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(2)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîð-

ìóëó (13.13). Êîìïîíåíòà ξ(3) èìååò òàáëè÷íîå (ñòåïåííîå) ðàñïðåäåëå-

íèå (ñì. çàìå÷àíèå 13.3), è äëÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(3)
i

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.15). Êîìïîíåíòà ξ(4) òàêæå èìååò
òàáëè÷íîå (ðàâíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå, è äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ
(4)
i ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.16).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè.
Ðåàëèçóåì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ξ ïî ôîðìó-

ëàì: ξ(1)i = (2/π) arcsinα1,i, ξ
(2)
i = (− lnα2,i)/2, ξ

(3)
i = 4

√
α3,i, ξ

(4)
i = α4,i,

ãäå i = 1, . . . , n, à αj � ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
α, è ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì

I ≈ 1
4πn

n∑
i=1

arctg
((
ξ
(1)
i

)2
ξ
(2)
i +

(
ξ
(3)
i

)3(
ξ
(4)
i

)4)
.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dζ ≤ (m2 − m1)2/4 ≈ 3.91 × 10−3. Ýòî äî-
ñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
âûáîðêè ïî âàæíîñòè ýôôåêòèâåí.
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Ïðèëîæåíèå 2

Ýêçàìåíàöèîííûå áèëåòû

Áèëåò 1
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà¿.
2. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî.
Áèëåò 2

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà¿.
2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Áèëåò 3
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà¿.
2. Ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Áèëåò 4
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ¿.
2. Ìåòîä âûáîðêè ïî âàæíîñòè.

Áèëåò 5
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè¿.
2. Ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè (îñíîâíûå èäåè): âûäåëåíèå ãëàâ-

íîé ÷àñòè, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè îáëàñòè, âûáîðêà ïî ãðóïïàì.
Áèëåò 6

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè¿.
2. Ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû â çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíîñà.

Áèëåò 7
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ¿.
2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà, ðÿä Íåéìàíà. Ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë, êàê èíòåãðàë áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé êðàòíîñòè.
Áèëåò 8

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ¿.
2. Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè-

öà, è åå ìîäåëèðîâàíèå.
Áèëåò 9

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ¿.
2. Îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-

ëà îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Ïðÿìîå ìîäåëè-
ðîâàíèå. Ëîêàëüíûå îöåíêè.
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Áèëåò 10
1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ¿.
2. Ôèçè÷åñêèå äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë. Ìåòîä âû÷åòîâ è åãî ñâîéñòâà.
Áèëåò 11

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿.
2. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è

åãî òðóäîåìêîñòü.
Áèëåò 12

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿.
2. Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Êâàí-

òèëüíûé ìåòîä.
Áèëåò 13

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿.
2. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êîíñòðóèðîâàíèå ìîäå-

ëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé.
Áèëåò 14

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè¿.
2. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Êîíñòðóèðîâàíèå äâóìåðíî-

ãî ìîäåëèðóåìîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.
Áèëåò 15

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæíîñòè¿.
2. Ìåòîäû èíòåãðàëüíîé è äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè. Êîíñòðóèðî-

âàíèå ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé
Áèëåò 16

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ¿.
2. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ. Êîíñòðóèðîâàíèå ïëîòíîñòåé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìûõ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ.
Áèëåò 17

1. Çàäà÷à ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà¿.
2. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ïðèëîæåíèå 3

Äîìàøíåå çàäàíèå

Îïûò ïðåïîäàâàíèÿ òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî íà ôèçè÷åñêîì è
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòàõ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóíèâåðñèòå-
òà ïîêàçàë öåëåñîîáðàçíîñòü âûïîëíåíèÿ ñòóäåíòàìè ñëåäóþùåãî òâîð-
÷åñêîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

1. Ïðèâåäèòå k ïðèìåðîâ d-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðåàëèçàöèè
êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî ïîëó÷àòü:

à) ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, k = 2, d = 1;
á) ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, k = 2, d = 2;
â) ìåòîäîì èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè, k = 1, d = 1;
ã) ìåòîäîì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, k = 2, d = 1;
ä) ìàæîðàíòíûì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, k = 2, d = 1;
å) ìàæîðàíòíûì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, k = 1, d = 2.

Îïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû, à äëÿ ïóíêòîâ ä, å îöåíèòå
ñâåðõó òðóäîåìêîñòü ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ.

2. Ïðèâåäèòå òðè ïðèìåðà ÷åòûðåõêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå
öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëÿòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñ èñïîëüçîâàíèåì âû-
áîðêè ïî âàæíîñòè. Îöåíèòå äèñïåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Ïðèìåðû ñëåäóåò îôîðìëÿòü êàê çàäà÷è ïî ñîîòâåòñòâóþùèì òå-
ìàì. Îáðàçöàìè îôîðìëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

� äëÿ ï. 1à: ïðèìåðû 13.1�13.8, çàäà÷è À1�À3;
� äëÿ ï. 1á: ïðèìåðû 14.1�14.3, çàäà÷è Á1-Á3;
� äëÿ ï. 1â: ïðèìåð 15.1;
� äëÿ ï. 1ã: ïðèìåðû 15.2�15.4, çàäà÷è Ã1-Ã3;
� äëÿ ï. 1ä: ïðèìåðû 16.1, 16.3, çàäà÷è Ä1�Ä3;
� äëÿ ï. 1å: ïðèìåð 16.4;
� äëÿ ï. 2: ïðèìåðû Ï1�Ï3, çàäà÷è È1�È3.
Çàäà÷è îöåíèâàþòñÿ áàëëîì: îò íóëÿ äî òðåõ (òàêèì îáðàçîì, ìàê-

ñèìàëüíûé ñóììàðíûé áàëë çà âñå çàäàíèå � 39). Ïðèìåðû òàêîãî îöå-
íèâàíèÿ ïðèâåäåíû â òåêñòå äàííîãî ïîñîáèÿ ïîñëå çàãîëîâêîâ ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå ïðèìåðîâ è çàäà÷. Ñòóäåíòû, óñïåøíî âûïîëíèâøèå
çàäàíèå (ò. å. íàáðàâøèå 24 áàëëà è âûøå), çàñëóæèâàþò ïîîùðåíèÿ â
êîíöå ñåìåñòðà (äîïóñê äî äîñðî÷íîãî ýêçàìåíà; îòñóòñòâèå çàäà÷è â
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ýêçàìåíàöèîííîì áèëåòå è ò. ï.). Ëó÷øèå ïðèìåðû èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ñîñòàâëåíèè ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ïî ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòîâ çàäàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îïè-
ñàííûå â ïîñîáèè òåõíîëîãèè: äëÿ ï. 1à � òåõíîëîãèþ 13.1, äëÿ ï.ï. 1á,
1â � òåõíîëîãèþ 14.1, äëÿ ï. 1ã � òåõíîëîãèþ 15.1, äëÿ ï.ï. 1ä, 1å �
òåõíîëîãèþ 16.1, äëÿ ï. 2 � òåõíîëîãèþ Ï1.

Îñíîâîé óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ
óìåíèå êîíñòðóèðîâàòü ýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè (ñì. ðàçä. 13), ò. å.
òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåì ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ýòè ïëîòíîñòè íóæíû íå òîëüêî
â ïóíêòå 1à, íåïîñðåäñòâåííî ïîñâÿùåííîì ìåòîäó îáðàòíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è âî âñåõ îñòàëüíûõ ïóíêòàõ. Òàê, äëÿ êàæäîãî ïðè-
ìåðà ï.ï. 1á, 1â ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíîëîãèè 14.1 òðåáóþòñÿ äâå ýëå-
ìåíòàðíûå ïëîòíîñòè (îäíà èç êîòîðûõ � ñ ïàðàìåòðîì); òàêæå äâà
ìîäåëèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà îäíîì è òîì æå èí-
òåðâàëå, íóæíû ïðè ïðèìåíåíèè òåõíîëîãèè 15.1 â ï. 1ã; ýëåìåíòàðíàÿ
ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìàæîðàíòå, âûáèðàåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè
òåõíîëîãèè 16.1 (ï. 1ä), à â ñîîòâåòñòâóþùåì äâóìåðíîì ñëó÷àå (â ï. 1å)
òðåáóþòñÿ äâà ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ; íàêîíåö, â ï. 2 â êàæäîì
ïðèìåðå âûáèðàþòñÿ ïî ÷åòûðå ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ (äëÿ êîìïîíåíò âûáèðàåìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà).
Èòîãî òðåáóåòñÿ îêîëî òðåõ äåñÿòêîâ ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé, ïðè÷åì
äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêîé îöåíêè çà çàäàíèå ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó,
÷òîáû âñå ýòè ôóíêöèè áûëè ðàçíûìè è îòëè÷àëèñü îò ýëåìåíòàðíûõ
ïëîòíîñòåé, èñïîëüçóåìûõ â èçâåñòíûõ ïîñîáèÿõ. Òàêóþ âîçìîæíîñòü
äàåò òåõíîëîãèÿ 13.1 (¾òåõíîëîãèÿ âëîæåííûõ çàìåí¿). Çäåñü, îäíàêî,
íå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü áîëåå òðåõ âëîæåííûõ çàìåí (æåëàòåëüíî, ÷òî-
áû è ñàìè ïëîòíîñòè, è ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû îñòàâàëèñü ¾îáîçðè-
ìûìè¿, êîìïàêòíûìè). Êðîìå ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè 13.1 ê ïîâûøå-
íèþ îöåíîê çà ïðèìåðû ìîæåò ïðèâåñòè óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ
â òåõíîëîãèè 15.1, èñïîëüçîâàíèå áîëåå îðèãèíàëüíûõ è ñëîæíûõ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé ¾ïîð÷è¿ â òåõíîëîãèÿõ 16.1, Ï1 è äð.

Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëèðóåìûõ
ïëîòíîñòåé îïèñàíû â ðàáîòå [11]. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàí ðÿä àëüòåðíà-
òèâíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè (ðàññìîòðåíèå íåïðÿìî-
óãîëüíûõ îáëàñòåé, çàìåíà ïåðåìåííûõ è äð.), êîòîðûå, îäíàêî, îáëà-
äàþò ìåíüøåé ñòåïåíüþ îáùíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåõíîëîãèåé 14.1.
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Ïðèëîæåíèå 4

Ïëàíû ëåêöèé è ñåìèíàðîâ

Ëåêöèÿ 1. Ðàçäåëû 1�3.
Ëåêöèÿ 2. Ðàçäåëû 4, 5.
Ëåêöèÿ 3. Ðàçäåëû 6�9.
Ëåêöèÿ 4. Ðàçäåëû 10�12.
Ëåêöèÿ 5. Ðàçäåë 13.
Ëåêöèÿ 6. Ðàçäåëû 14, 15.
Ëåêöèÿ 7. Ðàçäåëû 16, 17.

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 1

Îñíîâíûå èäåè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî: âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà, ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü ìåòîäà, ïðîáëåìû óìåíüøåíèÿ òðóäîåì-
êîñòè, âûáîðêà ïî âàæíîñòè, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

ÇÀÄÀÍÈÅ: ×èòàòü ðàçä. 1�13.
ÄÎÊËÀÄÛ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÀ ÇÀÍßÒÈÈ 2:
1.1. Ïðèìåð 13.1 (ìîäåëèðîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).
1.2. Ïðèìåðû 13.2 è 13.3 (ìîäåëèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

è ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 2

1. Ïîâòîðåíèå: îñíîâíûå èäåè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.
2. Ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ è ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë: ñâîéñòâà ñòàí-

äàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ñïîñîáû èõ ïîëó÷åíèÿ, ìåòîä âû÷åòîâ è åãî
ñâîéñòâà, òåñòèðîâàíèå.

3. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ñòàíäàðòíûé ìå-
òîä, ñðåäíåå ÷èñëî âû÷èòàíèé âåðîÿòíîñòåé, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, îïòèìèçàöèÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà, êâàíòèëüíûé ìåòîä.

4. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (íà÷àëî): íåïðåðûâíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü, îáîñíîâàíèå
ìåòîäà îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íåýëåìåíòàðíûå è ýëåìåíòàð-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëèðîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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(äîêëàä 1.1), ìîäåëèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïàðåòî (äîêëàä 1.2).

ÇÀÄÀÍÈÅ: ×èòàòü ðàçä. 13�15 è ïðèë. 3.
ÄÎÊËÀÄÛ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÀ ÇÀÍßÒÈÈ 3:
2.1. Çàäà÷à À1 (ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à ïî ìåòîäó îáðàòíîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ).
2.2. Ïðèìåð 14.1 (¾âçâåøåííûé¿ ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû).
2.3. Çàäà÷à Á2 (ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à ïî ìîäåëèðîâàíèþ ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ).
2.4. Ïðèìåð 15.1 (ìåòîä èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 3

1. Äîìàøíåå çàäàíèå: ôîðìóëèðîâêà, ñðîê � ê çàíÿòèþ 6.
2. Ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå): òåõíî-

ëîãèÿ 13.1, ïðèìåð ýêçàìåíàöèîííîé çàäà÷è (äîêëàä 2.1), îøèáêè ïðè
ïîñòðîåíèè ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðîâåðêà 13.1.

3. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ: ðàçëî-
æåíèÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè, àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, äâóìåðíûé ñëó-
÷àé, òåõíîëîãèÿ 14.1, ïðèìåð (äîêëàä 2.2), ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à (äî-
êëàä 2.3).

4. Ìåòîä èíòåãðàëüíîé ñóïåðïîçèöèè: ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðèìåð
(äîêëàä 2.4).

ÇÀÄÀÍÈÅ: ×èòàòü ðàçä. 15, 16. Ïî äîìàøíåìó çàäàíèþ: ïîñòðîåíèå
ýëåìåíòàðíûõ ïëîòíîñòåé (äî 20 øò.); ïðèìåðû äëÿ ïóíêòîâ 1à)�1â).

ÄÎÊËÀÄÛ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÀ ÇÀÍßÒÈÈ 4:
3.1. Ïðèìåð 15.4 (ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè).
3.2. Çàäà÷à Ã1 (ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à ïî ìåòîäó ñóïåðïîçèöèè).
3.3. Ïðèìåð 16.2 (ìîäåëèðîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòè).
3.4. Ïðèìåð 16.1 (¾èñïîð÷åííîå¿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå).
3.5. Çàäà÷à Ä1 (ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à ïî ìåòîäó èñêëþ÷åíèÿ).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 4

1. Ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè: âèä ïëîòíîñòè, òåõíîëîãèÿ 15.1,
ïðèìåð (äîêëàä 3.1), ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à (äîêëàä 3.2).

2. Ìàæîðàíòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ: òåîðåìû, îáîñíîâûâàþùèå ìå-
òîä; ïðèìåð � ïîëèíîìèàëüíàÿ ïëîòíîñòü (äîêëàä 3.3), òåõíîëîãèÿ 16.1,
ïðèìåð (äîêëàä 3.4), ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à (äîêëàä 3.5).
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ÇÀÄÀÍÈÅ: ×èòàòü ðàçä. 13�16 è ïðèë. 1. Ïî äîìàøíåìó çàäàíèþ:
ïðèìåðû äëÿ ï.ï. 1ã)�1å).

ÄÎÊËÀÄÛ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÀ ÇÀÍßÒÈÈ 5:
4.1. Çàäà÷à È3 (ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à ïî òåìå ¾Âûáîðêà ïî âàæ-

íîñòè¿).
4.2. Çàäà÷à À2 (ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).
4.3. Çàäà÷à Á3 (ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîãî âåêòîðà).
4.4. Çàäà÷à Ã3 (ìåòîä ñóïåðïîçèöèè).
4.5. Çàäà÷à Ä2 (ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 5

1. Âûáîðêà ïî âàæíîñòè: ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, åãî ïîãðåøíîñòü è òðóäîåìêîñòü, îïòèìàëüíûé âû-
áîð ïëîòíîñòè, òåõíîëîãèÿ Ï1, ýêçàìåíàöèîííàÿ çàäà÷à (äîêëàä 4.1).

2. Ïîâòîðåíèå: âñå òåõíîëîãèè ñåìåñòðîâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ (ïðè-
ìåðû � äîêëàäû 4.2�4.5).

ÇÀÄÀÍÈÅ: ×èòàòü ðàçä. 1�9. Ïðèãîòîâèòü ê ñäà÷å äîìàøíåå çàäà-
íèå.

ÄÎÊËÀÄÛ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÍÀ ÇÀÍßÒÈÈ 6:
5.1. Ðàçäåë 5.1 (âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè).
5.2. Ðàçäåë 5.2 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè îáëàñòè).
5.3. Ðàçäåë 5.3 (âûáîðêà ïî ãðóïïàì).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 6

1. Ïðèåì äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
2. Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè: âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîò-

íîñòü â ìåòîäå âûáîðêè ïî âàæíîñòè; âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè (äîêëàä
5.1); èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè îáëàñòè (äîêëàä 5.2); ìåòîä ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îæèäàíèé; ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ; ìåòîä ñèììåòðèçàöèè ïåðåìåííûõ,
âûáîðêà ïî ãðóïïàì (äîêëàä 5.3).

3. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
(ðàçä. 6�9).

Ñåìèíàðñêîå çàíÿòèå 7

1. Îá ýêçàìåíå ïî êóðñó: ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ, çàäà÷è, äîïîëíèòåëü-
íûå âîïðîñû.

2. Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ: îáçîð òèïè÷íûõ îøèáîê.
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