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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåí-
íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ê ñòàòèñòè÷å-
ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (èëè ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî) [1�23]. Èñòîðè÷åñêè
èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè è ïðèëîæåíèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî áû-
ëî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ. Çà ïîñëåäíèå ïîëâåêà ñôåðà
ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà-
÷èòåëüíî ðàñøèðèëàñü. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íà îñíîâå êîòîðîé ïîñòðîå-
íû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè. Ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû ðàçðàáîòàíû òàêæå â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå (ìåòîä Ìåò-
ðîïîëèñà, ñõåìà Èçèíãà), â ôèçè÷åñêîé è õèìè÷åñêîé êèíåòèêå (ìíî-
ãî÷àñòè÷íûå çàäà÷è, ðåøåíèå óðàâíåíèé Áîëüöìàíà è Ñìîëóõîâñêîãî,
ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèé è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ), â òåîðèè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ, â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, â ìà-
òåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è äð.

Òðàäèöèîííî ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå àëü-
òåðíàòèâíûõ ¾äåòåðìèíèðîâàííûì¿ ÷èñëåííûì ìåòîäàì (â ÷àñòíîñòè,
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ñõåìàì). Îäíàêî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû, ñîäåðæà-
ùèå â ñåáå ýëåìåíòû äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ
ñõåì. Òàêèå êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Ñëåäóåò ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòð äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ äîñòàòî÷íî øèðîê. Êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû âîç-
íèêàþò âî âñåõ îñíîâíûõ ðàçäåëàõ òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, ê êî-
òîðûì ñëåäóåò îòíåñòè: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
âåêòîðîâ è ôóíêöèé; âû÷èñëåíèå ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ; ïðèáëèæå-
íèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà; ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ðîäà; ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ê çàäà÷àì âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â äàííîì êóðñå ïðåäñòàâëåíà ðàçâèòàÿ â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ
(â îñíîâíîì â îòäåëå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå
ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ) òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå (ñì. [14�23]; â ýòèõ æå ðàáîòàõ îïèñàíû îñíîâíûå ïðè-
ëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ). Îñíîâíûìè îáúåê-
òàìè èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ: èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà, è ðåøå-
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íèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïðèáëèæåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé âêëþ÷àåò ââå-
äåíèå ñåòêè ïî ïàðàìåòðó, îöåíêó çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî è âîñïîëíåíèå ðåøåíèÿ ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì â óçëàõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà. Ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ
äîëæåí îáëàäàòü õîðîøèìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè. Â äàííîì êóðñå
èñïîëüçóåòñÿ ¾àáñîëþòíî óñòîé÷èâîå¿ ìóëüòèëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå
ôóíêöèîíàëüíîé ìåðû è âåðîÿòíîñòíîãî ñìûñëà ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïî-
ãðåøíîñòè ìåòîäà. Ñëåäóÿ òðàäèöèÿì êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî àíàëè-
çà, â äàííîì êóðñå ìû èñïîëüçîâàëè L2- è C-ìåòðèêó äëÿ ïîãðåøíîñòè è
ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì è ïî âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòèõ ïîäõî-
äîâ ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè óäàåòñÿ ðàçëîæèòü ïîãðåøíîñòü íà ¾äåòåð-
ìèíèðîâàííóþ¿ è ¾ñòîõàñòè÷åñêóþ¿ êîìïîíåíòû, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ
òåîðåì, à âòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàêñèìóìà ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíî-
ñòåé â óçëàõ ñåòêè.

Äàëåå ñëåäóåò ó÷åñòü, êàêèå ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî (íåçàâèñèìûå, çàâèñèìûå, ñëàáî çàâèñèìûå è ò. ä.) èñïîëüçóþòñÿ
â óçëàõ ñåòêè. Äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíåé ãðàíè-
öû äëÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé â óçëàõ ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ
òåîðèÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Äëÿ îöåíîê ïî ìåòîäó çàâèñèìûõ èñïû-
òàíèé òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîé òåîðèè ñëàáîé (ôóíêöèî-
íàëüíîé) ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Â êóðñå
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè. Ïðåäñòàâëåí åùå
îäèí (ïîìèìî îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé) ïðèìåð èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðèè � èññëåäîâàíèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ
ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì
â êóðñå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîððåëÿöèîííîé òåîðèè
îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Êðàòêî îïèñàíû âîçìîæíîñòè èñïîëü-
çîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé è áîëåå ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí îòíîñè-
òåëüíî íîâûé ïðèìåð òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ � òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ
÷èñëåííîãî (â òîì ÷èñëå ïàðàìåòðè÷åñêîãî) èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ äàííîãî ñïåöèàëüíîãî êóðñà æåëàòåëüíî ïðåäâàðè-
òåëüíî îñâîèòü êóðñ ¾Îñíîâû ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî¿ (õîòÿ áû íà óðîâíå
ïîñîáèÿ [23]). Òàêèå êóðñû ÷èòàþòñÿ: íà âòîðîì ïîòîêå 4-ãî êóðñà ìåõà-
íèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è â ìàãèñòðàòóðå (5-é êóðñ) ôèçè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ.
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ÃËÀÂÀ 1. ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ-ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ
×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

1.1. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè
ôóíêöèé

1.1.1. Ôóíêöèîíàëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.Íà-
ïîìíèì, ÷òî ¾îáû÷íûå¿ (¾ñòàíäàðòíûå¿, ¾ñêàëÿðíûå¿) ìåòîäû Ìîíòå-
Êàðëî ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì íåêîòîðîé (íåñëó÷àéíîé) âåëè÷èíû I,
êîòîðóþ óäàåòñÿ çàïèñàòü â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eζ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé Dζ, ïðè÷åì âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ ζj äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðå. Ïîñòðîèâ
áîëüøîå êîëè÷åñòâî n âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ζ1, . . . , ζn, íà îñíîâå çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå èñêîìîé âåëè÷èíû:

I = Eζ ≈ ζ̄n =
ζ1 + . . .+ ζn

n
. (1.1.1)

Â êóðñàõ ïî ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî (ñì., íàïðèìåð, [16, 23]) èçó÷àþòñÿ
äâà îñíîâíûõ ïðèìåðà âåëè÷èí (1.1.1). Ïåðâûé ïðèìåð � ýòî èíòåãðàë
I1 =

∫
Y
g(x′) dx′, Y ⊆ Rs, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

I1 =
∫
Y

g(x′)
f(x′)

f(x′) dx′ = Eζ ≈ 1
n

(
g(ξ1)
f(ξ1)

+ . . .+
g(ξn)
f(ξn)

)
, (1.1.2)

ïðè ýòîì ζ = g(ξ)/f(ξ), à ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí â Y ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f(x′).

Âòîðîé ïðèìåð � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

I2 = (ϕ2, ĥ) =
∫
X

ϕ2(x′)ĥ(x′) dx′ (1.1.3)

îò ðåøåíèÿ ϕ2 èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

ϕ2(x) =
∫
X

k̂(x′, x)ϕ2(x′) dx′ + f̂(x) èëè ϕ2 = Kϕ2 + f̂ . (1.1.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

I2 = Eξ, ãäå ξ =
N∑
m=0

Qmĥ(xm) � (1.1.5)
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îöåíêà ïî ñòîëêíîâåíèÿì. Â ñîîòíîøåíèè (1.1.5) x0, x1, . . . , xN îáîçíà÷à-
åò îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà, îáðûâàþùóþñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
â ñîñòîÿíèè xN ñî ñëó÷àéíûì íîìåðîì N è èìåþùóþ íà÷àëüíóþ ïëîò-
íîñòü π(x) è ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ p(x′, x) = r(x′, x)(1 − pa(x′)) (çäåñü
pa(x′) � âåðîÿòíîñòü îáðûâà öåïè â òî÷êå x′); ñëó÷àéíûå âåñà Qm îïðå-
äåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:

Q0 =
f̂(x0)
π(x0)

, Qm = Qm−1
k̂(xm−1, xm)
p(xm−1, xm)

. (1.1.6)

Â äàííîì ñïåöèàëüíîì êóðñå áóäóò ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé ϕ(x) (çäåñü x ∈ X, ãäå X � ¾ïðîñòàÿ¿ îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü â Rl), ïðåäñòàâëåííûõ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (ò. å. ðå÷ü ïî ñóòè
èäåò î êîíòèíóóìå âåëè÷èí òèïà (1.1.1)). Çäåñü âîçíèêàþò ñïåöèôè-
÷åñêèå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå êàê ñ èññëåäîâàíèåì ñõîäèìîñòè è îïòè-
ìèçàöèè àëãîðèòìîâ, òàê è ñ ðàçëè÷íûìè ñòðàòåãèÿìè ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèé ϕ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ζ(x) òàêóþ, ÷òî ϕ(x) = Eζ(x), è ïî àíàëîãèè ñ
(1.1.1) ñòðîèòü ïðèáëèæåíèå:

ϕ(x) ≈ ζ̄n(x) =
ζ1(x) + . . .+ ζn(x)

n
. (1.1.7)

Òàê, â ÷àñòíîñòè, óñòðîåí èçó÷àåìûé â ýòîì êóðñå ìåòîä çàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèé (ñì. äàëåå ðàçä. 1.6). Ïðè èçó÷åíèè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (1.1.7)
òðåáóåòñÿ ïðèìåíÿòü òåîðèþ ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå ðàçä. 2.1�2.6).

Îäíàêî áîëåå ðåàëüíîé è ÷àùå âñòðå÷àþùåéñÿ íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ
ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé óäàåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ {ϕ(xi)}
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (çäåñü {xi} � ñåòêà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâåX),
à ïîäñ÷åò ôóíêöèè ϕ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ x ∈ X ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ âîñïîëíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êàêîãî-ëèáî àïïðîêñèìàöèîííîãî
áàçèñà. Òàêèå ¾ïðàêòè÷åñêèå¿ àëãîðèòìû áóäóò èçó÷åíû íàìè â ãë. 1.

1.1.2. Îñíîâíûå ïðèìåðû ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé.Ïî àíàëî-
ãèè ñî ¾ñêàëÿðíûìè¿ îöåíêàìè (1.1.2) è (1.1.5) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ôóíêöèè.

1. Èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà

ϕ1(x) =
∫
Y

g(x,x′) dx′, x ∈ X ⊂ Rl, Y ⊆ Rs. (1.1.8)

2. Ðåøåíèå ϕ2(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4).
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Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà èìåþùååñÿ ðàçëè÷èå, ìåæäó ôóíêöèÿìè
ϕ1 è ϕ2 ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ àíàëîãèÿ. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.1.4) ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà Íåéìàíà:

ϕ2(x) =
∞∑
m=0

Kmf̂(x), (1.1.9)

êîòîðûé â ñâÿçè ñ ñîîòíîøåíèåì

Kmf̂(x) =
∫
X

. . .

∫
X

f̂(x0)k̂(x0, x1) . . . k̂(xm−1, x) dx0dx1 . . . dxm−1

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, áåñêîíå÷íî âîç-
ðàñòàþùåé êðàòíîñòè.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî ôîðìóëèðóþòñÿ óò-
âåðæäåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå îäíîâðåìåííî äëÿ ôóíêöèé ϕ1 è ϕ2. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ϕ áåç èíäåêñà.

1.1.3. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû (Ä-Ñ×Ì) îöåíêè
ôóíêöèè â öåëîì. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) âèäà

ϕ(x) ≈ LMϕ(x) =
M∑
i=1

wi(ϕ)χi(x). (1.1.10)

Â ôîðìóëå (1.1.10) LMϕ(x) îáîçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ϕ(x)
íà ñåòêå X(M) = {x1, . . . ,xM}, ãäå Ξ(M) = {χ1(x), . . . , χM (x)} � áà-
çèñíûå ôóíêöèè, à êîýôôèöèåíòû W (M) = {w1(ϕ), . . . , wM (ϕ)} ÿâëÿ-
þòñÿ êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé ϕ = (ϕ(x1), . . . , ϕ(xM )). Áàçèñ Ξ(M) è
êîýôôèöèåíòû âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) áëèçêà
ê ôóíêöèè LMϕ(x) â íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé íîðìå è àïïðîêñè-
ìàöèÿ (1.1.10) óñòîé÷èâà. Òàêèå ñâîéñòâà îáåñïå÷èâàåò àïïðîêñèìàöèÿ
Ñòðåíãà�Ôèêñà (ñì. äàëåå ðàçä. 1.3, 1.4).

Îñíîâíûì â äàëüíåéøåì áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñëó÷àé (ñì. ðàçä. 1.3)

wi(ϕ) = ϕ(xi). (1.1.11)

ÀËÃÎÐÈÒÌ 1.1.1. Ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ {ϕ(xi)}, èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ ÷èñëàìè ðåàëèçàöèé {ni}:

ϕ(xi) ≈ Zni
(xi) =

1
ni

ni∑
j=1

ζ
(i)
j . (1.1.12)
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Ñòðîèì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ(x):

ϕ(x) ≈ LM ϕ̃(x) =
M∑
i=1

Zni(xi)χi(x). (1.1.13)

Â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζ(i) èç (1.1.12) èñïîëüçóþò íåñìåùåí-
íûå è àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå, çàâèñèìûå, íåçàâèñèìûå è ñëàáî
çàâèñèìûå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì. äàëåå ðàçä. 1.5�1.7).

1.1.4. Ïàðàìåòðû Ä-Ñ×Ì. Ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìà 1.1.1 ÿâëÿ-
þòñÿ: êîëè÷åñòâî M óçëîâ ñåòêè X(M) è ÷èñëà èñïûòàíèé {ni} â óç-
ëàõ ñåòêè. Îáîçíà÷èì n̄ = min(n1, . . . , nM ). ßñíî, ÷òî ïðè ìàëîì M è
áîëüøîì n̄ ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà 1.1.1 ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíîé
(âåäü øàã ñåòêè X(M) � äîñòàòî÷íî áîëüøîé). Íàîáîðîò, ïðè áîëüøîì
M è ìàëîì n̄ ïîãðåøíîñòü òàêæå ìîæåò áûòü íåìàëîé äàæå ïðè õî-
ðîøèõ ñâîéñòâàõ óñòîé÷èâîñòè ïðèáëèæåíèÿ (1.1.10). Òàêèì îáðàçîì,
íóæíû ðåêîìåíäàöèè ïî ñîãëàñîâàííîìó âûáîðó ïàðàìåòðîâ M è n̄.
Òàêèå ðåêîìåíäàöèè ñôîðìóëèðîâàíû äàëåå â ðàçä. 1.12.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà 1.1.1 èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáèðàòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, îïðåäåëÿþùèõ îöåíêè {ζ(i)}. Ïðåäëîæåíèÿ ïî âûáîðó
òàêèõ ïëîòíîñòåé äëÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé (äëÿ îáåèõ ôóíê-
öèé ϕ1 è ϕ2) ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [24, 25] (ñì. òàêæå ïîäðàçä. 1.12.3).

1.2. L2- è C-ïîäõîäû ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè Ä-Ñ×Ì

1.2.1. Âåðîÿòíîñòíûå ïîäõîäû ê îöåíêå ïîãðåøíîñòåé äèñê-
ðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. L2-ïîäõîä è C-ïîäõîä. Ïðè èçó-
÷åíèè ïîãðåøíîñòè δ(B) = ρB(ϕ,LM ϕ̃) àëãîðèòìà 1.1.1 âîçíèêàþò ïðî-
áëåìû âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà B, à òàêæå âåðîÿòíîñòíîãî ñìûñëà ñòðåìëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû δ(B) ê íóëþ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ M è n̄. Ñëåäóÿ êàíî-
íàì êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [26]), â êà÷åñòâå
ïðîñòðàíñòâ B ðàññìîòðèì L2(X) è C(X).

Äëÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííîãî (ñì., íàïðèìåð, [14�16, 21, 22]) L2-ïîäõîäà
âûáèðàåòñÿ ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîãðåøíîñòè δ(L2) ê íóëþ è ñòðîÿòñÿ

8



îöåíêè ñâåðõó T (L2)(M, n̄) òàêèå, ÷òî

(
Eδ(L2)

)2

=

(
E
(∫

X

(
ϕ(x)− LM ϕ̃(x)

)2
dx
)1/2

)2

< T (L2)(M, n̄),

(1.2.1)
ãäå T (L2)(M, n̄) → 0 ïðè M, n̄→∞.

Äëÿ C-ïîäõîäà [21, 22] âåëè÷èíà δ(C) = supx∈X
∣∣ϕ(x)−LM ϕ̃(x)

∣∣ îãðà-
íè÷èâàåòñÿ ñâåðõó ïî âåðîÿòíîñòè:

P
(
δ(C) < T (C)(M, n̄)

)
> 1− ε (1.2.2)

äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ L2-ïîäõîäà èñïîëüçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ¾ñëàáàÿ¿

èíòåãðàëüíàÿ ìåòðèêà ρL2 ïðîñòðàíñòâà L2(X) è ¾ñèëüíàÿ¿ âåðîÿòíîñò-
íàÿ ñõîäèìîñòü ïîãðåøíîñòè ê íóëþ (â ñðåäíåì). Â ñâîþ î÷åðåäü â
C-ïîäõîäå äëÿ ¾æåñòêîé¿ ìåòðèêè ρC èñïîëüçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ¾ñëà-
áàÿ¿ ñõîäèìîñòü (ïî âåðîÿòíîñòè).

1.2.2. Äèñêðåòíàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòû ïîãðåøíî-
ñòè. Â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäõîäîâ óäàåòñÿ ðàçáèòü ïîãðåø-
íîñòü íà äâà ñëàãàåìûõ. Äëÿ L2-ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè â ñèëó íåðàâåí-
ñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìû Ôóáèíè (î ïåðåñòàíîâêå îïåðàöèé
èíòåãðèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ), èìååì:(
Eδ(L2)

)2

≤ E
(∫ (

ϕ(x)− LM ϕ̃(x)
)2
dx
)

E12 =
∫

E
(
ϕ(x)−LM ϕ̃(x)

)2
dx.

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî â óçëàõ ñåòêè X(M) èñïîëüçóþòñÿ íåñìåùåííûå
îöåíêè: Eζ(i) = ϕ(xi). Â ýòîì ñëó÷àå ELM ϕ̃(x) = LMϕ(x) (ñì. ñîîòíî-
øåíèå (1.1.10)). Ïîýòîìó

E
(
ϕ(x)− LM ϕ̃(x)

)2 =
(
ϕ(x)− LMϕ(x)

)2 + DLM ϕ̃(x) è(
Eδ(L2)

)2

≤
(
δ
(L2)
1

)2

+ δ
(L2)
2 ; (1.2.3)

δ
(L2)
1 =

(∫
X

(
ϕ(x)− LMϕ(x)

)2
dx
)1/2

, δ
(L2)
2 =

∫
X

DLM ϕ̃(x) dx.

Äëÿ C-ïîäõîäà, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, èìååì:

δ(C) ≤ ρC(ϕ,LMϕ) + ρC(LMϕ,LM ϕ̃) = δ
(C)
1 + δ

(C)
2 . (1.2.4)
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Ïåðâûå ñëàãàåìûå δ(L2)
1 è δ(C)

1 èç ñîîòíîøåíèé (1.2.3), (1.2.4) ÿâëÿþò-
ñÿ íåñëó÷àéíûìè (äåòåðìèíèðîâàííûìè) è îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó íà îñ-
íîâàíèè àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ áàçèñà Ξ(M) (ñì. äàëåå ðàçä. 1.3).

Âòîðûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) ñëàãàåìûå δ
(L2)
2 è δ

(C)
2 èç ñîîòíîøåíèé

(1.2.3), (1.2.4) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè
áàçèñà Ξ(M) (ñì. äàëåå ðàçä. 1.4) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Çäåñü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, êàêèå îöåíêè {ζ(i)} â
óçëàõ {xi} èñïîëüçóþòñÿ (ñì. äàëåå ðàçä. 1.5�1.10). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
â ðàçä. 1.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñìåùåííûõ îöåíîê {ζ(i)}, äëÿ êîòî-
ðûõ Eζ(i) 6= ϕ(xi).

1.3. Îöåíêà äåòåðìèíèðîâàííîé êîìïîíåíòû
ïîãðåøíîñòè

1.3.1. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà. Â êà-
÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ LMϕ(x) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìà-
öèþ Ñòðåíãà�Ôèêñà (îñîáåííî âàæíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî óñòîé-
÷èâîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ � ñì. äàëåå ðàçä. 1.4), êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [27, 28].

Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì â êà÷åñòâåX ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä{
x =

(
x(1), . . . , x(l)

)
∈ Rl | ak ≤ x(k) ≤ bk, k = 1, . . . , l

}
. (1.3.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rl çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà
è êàæäîìó óçëó xi èç X(M) (ò. å. óçëó, ïîïàâøåìó â îáëàñòü (1.3.1))
ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìóëüòèèíäåêñ j(i) =

(
j
(1)
(i) , . . . , j

(l)
(i)

)
(çäåñü j(s)(i) � öåëûå

÷èñëà) òàê, ÷òî xi =
(
j
(1)
(i) h, . . . , j

(l)
(i)h
)
, ãäå h � øàã ñåòêè. Çàìåòèì, ÷òî

âåëè÷èíà h ïðîïîðöèîíàëüíà 1/M1/l. Àïïðîêñèìàöèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà
îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñîì

χi(x) = χ(
j
(1)
(i) ...,j

(l)
(i)

)(x(1), . . . , x(l)
)

= χ
j
(1)
(i)

(
x(1)

)
× . . .×χ

j
(l)
(i)

(
x(l)
)
, (1.3.2)

ãäå χ
j
(m)
(i)

(
x(m)

)
= χ

(
x(m)/h− j(m)

(i)

)
, à χ(x) � ôèíèòíàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ

âñåõ êîîðäèíàò, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.
Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âûáèðàþò B-ñïëàé-

íû β(r)(x) ïîðÿäêà r, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.,
íàïðèìåð, [28]): β(r)(x) = β(0) ∗ β(r−1)(x), ãäå

β(0)(x) =
{

1 ïðè − 1/2 ≤ x < 1/2;
0 èíà÷å,

(1.3.3)

10



à çíàê ¾∗¿ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó: g1∗g2(x) =
∫
g1(y) g2(x−y) dy. Íåñëîæíî

ïîíÿòü, ÷òî B-ñïëàéíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè r-é ñòåïåíè, ïðè÷åì äëÿ íå÷åòíûõ r ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûìè îêîëî íóëÿ.
Ïðè ýòîì íîðìèðîâêà x(m)/h−j(m)

(i) =
(
x(m)−j(m)

(i) h
)
/h èç (1.3.2) óñòàíàâ-

ëèâàåò îòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè öåëûìè òî÷êàìè è óçëàìè, ñîñåäíèìè
ñ xi âäîëü m-é êîîðäèíàòíîé îñè.

Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ñïëàéí
ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè ¾ôóíêöèÿ-êðûøêà¿):

χ(x) = β(1)(x) =

 1 + x äëÿ − 1 ≤ x ≤ 0,
1− x äëÿ 0 ≤ x ≤ 1,
0 èíà÷å;

(1.3.4)

â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå LMϕ(x) èç (1.1.10) íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè ϕ(x). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îò-
ðàæàåò àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèÿ (1.1.10) ñ áàçèñîì
(1.3.2).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.3.1 [28]. Ïóñòü ϕ(x) ∈ Cp+1(X) è χ(x) ∈ Cp(R),
òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå êîýôôèöèåíòû wm(ϕ) â (1.1.10), ÷òî ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

ρCs(X)(ϕ,LMϕ) ≤ Hsh
p+1−s‖ϕ‖Cp+1(X), 0 ≤ s ≤ p,

ãäå êîíñòàíòû Hs íå çàâèñÿò îò ϕ(x) è h.
Çàìåòèì, ÷òî â [28] ñôîðìóëèðîâàíî òàêæå ¾L2-îáîáùåíèå¿ óòâåð-

æäåíèÿ 1.3.1, â êîòîðîì ïðîñòðàíñòâî Cp(X) çàìåíÿåòñÿ íà ñîáîëåâñêîå
ïðîñòðàíñòâî W p

2 (X) ñ ìåòðèêîé

ρWp
2
(g1, g2) =

 ∑
m:|m|≤p

∫
X

[
Dm

(
g1(x)− g2(x)

)]2
dx

1/2

,

çäåñü

Dm g(x) =
∂|m|

∂
(
x(1)

)m1
. . . ∂

(
x(l)
)ml

g(x), x =
(
x(1), . . . , x(l)

)
,

ãäå m = (m1, . . . ,ml), mi � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, |m| = m1+
+ . . .+ml.

11



1.3.2. Âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîìïîíåíò
ïîãðåøíîñòåé Ä-Ñ×Ì. Çàìåòèì, ÷òî

δ
(L2)
1 = ρL2(ϕ,LMϕ) = ρW 0

2
(ϕ,LMϕ),

ò. å. äëÿ îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé àíàëîã
óòâåðæäåíèÿ 1.3.1 äëÿ s = 0. Òàê, äëÿ îáðàçóþùåé ôóíêöèè (1.3.4),
ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó W 1

2 (X), è äëÿ ϕ ∈ W 2
2 (X) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
δ
(L2)
1 ≤ H̄1h

2; H̄1 = H
(L2)
0 ‖ϕ‖W 2

2 (X). (1.3.5)

Îñîáî âàæíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìî-
ñòè â ýòîì ñëó÷àå äàþò ïðîñòåéøèå êîýôôèöèåíòû wi(ϕ) = ϕ(xi) èç
(1.1.11). Àíàëîãè÷íî

δ
(C)
1 = ρC(ϕ,LMϕ) = ρC0(ϕ,LMϕ),

îäíàêî çäåñü ïîïûòêà ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1.3.1 íàòàëêèâàåòñÿ íà
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáðàçóþùàÿ ôóíêöèÿ (1.3.4), èìåþùàÿ ðàçðûâ
ïðîèçâîäíîé â íóëå, ôîðìàëüíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C0(X) è ó
δ
(C)
1 ïîëó÷àåòñÿ ïåðâûé ïîðÿäîê ïî h. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ðàáîòå [29]
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ χ = β(1), g ∈ C2(X) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

δ
(C)
1 ≤ H̄2h

2, H̄2 =
1
8

l∑
s=1

sup
x∈X

∣∣∣∣∣ ∂2

∂
(
x(s)

)2ϕ(x)

∣∣∣∣∣ . (1.3.6)

È çäåñü ýòîò îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè äàþò ïðîñòåéøèå êîýô-
ôèöèåíòû (1.1.11).

1.3.3. Îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ãëàäêèõ âîñïîëíåíèé. Êàê
óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè χ(x) = β(r) c r = 1 îïòèìàëüíûé � âòîðîé �
ïîðÿäîê (â ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ 1.3.1 è åãî îáîáùåííîãî àíàëîãà) âåëè-
÷èí δ

(L2)
1 , δ

(C)
1 äàþò êîýôôèöèåíòû wi(ϕ) = ϕ(xi) èç (1.1.11). Â ñëó-

÷àå r > 1 âûáîð ïîäõîäÿùèõ êîýôôèöèåíòîâ {wm(ϕ)} â (1.1.10) áîëåå
ñëîæåí. Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëèðóþùåé ñïëàéí-
ôóíêöèè, ò. å. ñïëàéíà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ.
Îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîê-
ñèìàöèè, âåñüìà íåïðîñòî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëèðóþùåé ñïëàéí-ôóíêöèè. Ýòî çàòðóäíÿåò ðå-
àëèçàöèþ òàêèõ àëãîðèòìîâ íà ÝÂÌ è, êðîìå òîãî, óõóäøàåò ñâîéñòâà
óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ (1.1.10) (ñì. ðàçä. 1.4).
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Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [29] ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû wi(ϕ), îáåñïå-
÷èâàþùèå îïòèìàëüíûé � ÷åòâåðòûé � ïîðÿäîê (â ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ
1.3.1 è åãî îáîáùåííîãî àíàëîãà) âåëè÷èí δ(L2)

1 , δ
(C)
1 äëÿ ϕ ∈ C4(X) è

äëÿ îáðàçóþùåé ôóíêöèè χ(x) âèäà

β(3)(x) =


0 ïðè x > 2 ;
(2− x)3/6 ïðè 1 ≤ x ≤ 2;(
1 + 3 (1− x) + 3 (1− x)2 − 3 (1− x)3

)
/6 ïðè 0 ≤ x ≤ 1;

β(3)(−x) ïðè x ≤ 0.
(1.3.7)

1.4. Óñòîé÷èâîñòü àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà

1.4.1. Ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè àï-
ïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà (1.1.10), (1.3.2) âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëå-
äóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.4.1. Áàçèñ {χi(x)} èç (1.3.2) ñ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé χ(x) = β(r)(x) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû, ò. å.∑
i χi(x) ≡ 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rl.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

ïî ðàçìåðíîñòè l ïðîñòðàíñòâà Rl.
Äëÿ l = 1 óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåì èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó r ñïëàéíà

β(r). Ïóñòü r = 0 è x ∈ R. Íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî î òàêîå,
÷òî îh−h/2 ≤ x < îh+h/2. Òîãäà

∑
i β

(0)(x/h− i) ≡ 1 (ñì. ñîîòíîøåíèå
(1.3.3)), ò. ê. â ýòîé ñóììå âñå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, êðîìå î-ãî, êîòîðîå
ðàâíî åäèíèöå.

Ïóñòü òåïåðü ∑
i

β(r−1)
(x
h
− i
)
≡ 1 (1.4.1)

äëÿ âñåõ x ∈ R. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ B-ñïëàéíà (ñì. ïîäðàçä.
1.3.1), èìååì

∑
i

β(r)
(x
h
− i
)

=
∑
i

∫ +∞

−∞
β(0)(y)β(r−1)

(
x− ih

h
− y

)
dy =

=
∫ +∞

−∞
β(0)(y)

∑
i

β(r−1)

(
x− ih

h
− y

)
dy =
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=
∫ +1/2

−1/2

∑
i

β(r−1)

(
(x− hy)− ih

h

)
dy.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1.4.1) äëÿ (x − hy) âìåñòî x, ïîëó÷àåì∑
i β

(r)(x/h− i) ≡ 1, ò. å. óòâåðæäåíèå 1.4.1 âåðíî äëÿ l = 1.
Íàêîíåö, èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ïî l ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ∑

i

χi(x) =
∑

j
(1)
(i) ,...,j

(l)
(i)

χ(
j
(1)
(i) ,...,j

(l)
(i)

)(x(1), . . . , x(l)
)

=

=
∑

j
(1)
(i) ,...,j

(l−1)
(i)

χ(
j
(1)
(i) ,...,j

(l−1)
(i)

)(x(1), . . . , x(l−1)
)
×
∑
j
(l)
(i)

β(r)

(
x(l)

h
− j

(l)
(i)

)
.

Óòâåðæäåíèå 1.4.1 äîêàçàíî.
1.4.2. ¾Ñíîñ ïîãðåøíîñòè â óçëû¿ â ìåòðèêå C. Äëÿ ïðè-

áëèæåíèÿ (1.1.10) ñ ïðîñòåéøèìè êîýôôèöèåíòàìè (1.1.11) ñ ïîìîùüþ
óòâåðæäåíèÿ 1.4.1 íåñëîæíî ñâåñòè îöåíêó ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåí-
òû ïîãðåøíîñòè δ(C)

2 ê îöåíêå ìàêñèìóìà ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèé
Zni

(xi). Äåéñòâèòåëüíî,

δ
(C)
2 = sup

x∈X

∣∣LM ϕ̃(x)− LMϕ(x)
∣∣ = sup

x∈X

∣∣∣∣∣
M∑
i=1

(
Zni

(xi)− ϕ(xi)
)
χi(x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ max
i=1,...,M

∣∣Zni(xi)− ϕ(xi)
∣∣× sup

x∈X

∑
i

χi(x) = max
i=1,...,M

∣∣Zni(xi)− ϕ(xi)
∣∣.

(1.4.2)
Ñîîòíîøåíèå (1.4.2) îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
(1.1.10), (1.3.2), (1.3.4) ñ êîýôôèöèåíòàìè (1.1.11) îáëàäàåò ïî ñóòè èäå-
àëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè, ò. å. êîíñòàíòà Ëåáåãà L â ñîîòíîøå-
íèè

ρ(C) (LM ϕ̃, LMϕ) ≤ L max
i=1,...,M

∣∣Zni(xi)− ϕ(xi)
∣∣ (1.4.3)

ìèíèìàëüíà (ðàâíà åäèíèöå). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà
(1.1.10), (1.3.2) ñ êóáè÷åñêîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (1.3.7) â [29] äëÿ
ñïåöèàëüíîãî âèäà êîýôôèöèåíòîâ {wm(ϕ)}, äàþùèõ îïòèìàëüíûé ïî-
ðÿäîê ñõîäèìîñòè âåëè÷èí δ(C)

1 è δ(L2)
1 , ïîëó÷åíî L = 3 (÷òî òîæå íåïëî-

õî). À âîò, íàïðèìåð, äëÿ èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà êîíñòàíòà Ëåáåãà
ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè êàê 2M [30].
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1.4.3. ¾Ñíîñ ïîãðåøíîñòè â óçëû¿ â ìåòðèêå L2. Äîêàæåì
ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.4.2.Äëÿ ìóëüòèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (1.1.10),
(1.3.2), (1.3.4) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

δ
(L2)
2 ≤ mesX maxi=1,...,M Dζ(i)

n̄
. (1.4.4)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.4.4) ìîæ-
íî òðàêòîâàòü êàê ñâîéñòâî ¾ñíîñà L2-ïîãðåøíîñòè â óçëû¿ (óñòîé÷è-
âîñòè), òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè âåëè÷èíà Dζ(i) ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåðîé ¾ðàçáðîñà¿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåñìåùåííîé
îöåíêè ζ(i) îêîëî çíà÷åíèÿ ϕ(xi).

Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà Dτ = D(τ + C), C = const [31], ñïðàâåäëèâîãî
äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ , èìååì:

DLM ϕ̃(x) = D
(
LM ϕ̃(x)− LMϕ(x)

)
= D

(
M∑
i=1

 1
ni

ni∑
j=1

ζ
(i)
j

 χi(x)−

−
M∑
i=1

ϕ(xi)χi(x)

)
= D

 M∑
i=1

 1
ni

ni∑
j=1

ζ̃
(i)
j

 χi(x)

 ,

ãäå ζ̃(i)
j = ζ

(i)
j −ϕ(xi). Çàôèêñèðóåì x = x̂0 ∈ X. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Eζ̃(i)

j = 0
äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M è j = 1, . . . , ni, ïîëó÷àåì îöåíêó:

DLM ϕ̃(x̂0) =
M∑
i=1

D

χi(x̂0)
ni

ni∑
j=1

ζ̃
(i)
j

+

+
∑

i1,i2=1,...,M ; i1 6=i2

χi1(x̂0)χi2(x̂0)
ni1 ni2

ni1 ,ni2∑
j1,j2=1

E
(
ζ̃
(i1)
j1

ζ̃
(i2)
j2

)
. (1.4.5)

Äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê {ζ(i)} â óçëàõ ñåòêè (ñì. äàëåå ðàçä. 1.5) ñëà-
ãàåìîå (1.4.5) ðàâíî íóëþ. Äëÿ çàâèñèìûõ {ζ(i)} (ñì. äàëåå ðàçä. 1.6)
èìååì n1 = . . . = nM = n̄ = n è

∑
i1,i2=1,...,M ; i1 6=i2

χi1(x̂0)χi2(x̂0)
ni1 ni2

ni1 ,ni2∑
j1,j2=1

E
(
ζ̃
(i1)
j1

ζ̃
(i2)
j2

)
=
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=
1
n

∑
i1,i2=1,...,M ; i1 6=i2

χi1(x̂0)χi2(x̂0)E
(
ζ̃(i1) ζ̃(i2)

)
;

çäåñü èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí ζ̃
(i)
j äëÿ ðàçíûõ j. Äàëåå,

ïðèìåíÿÿ âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (ñì.
[31], ãë. 4, § 7, òåîðåìà 3)

E
∣∣∣ζ̃(i1) ζ̃(i2)

∣∣∣ ≤√E
(
ζ̃(i1)

)2

E
(
ζ̃(i2)

)2

=
√

Dζ̃(i1) Dζ̃(i2)

è ñîîòíîøåíèÿ Dζ̃(i) = Dζ(i) äëÿ i = 1, . . . ,M , ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó:

DLM ϕ̃(x̂0) ≤
maxi=1,...,M Dζ(i)

n̄

(
M∑
i=1

χ2
i (x̂0)+

+
∑

i1,i2=1,...,M ; i1 6=i2

χi1(x̂0)χi2(x̂0)

)
=

maxi=1,...,M Dζ(i)

n̄

(
M∑
i=1

χi(x̂0)

)2

.

Íàêîíåö, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.4.1 è ïðîèçâîëüíîñòè x̂0 ∈ X, èìååì:

sup
x∈X

DLM ϕ̃(x) ≤ maxi=1,...,M Dζ(i)

n̄
è δ

(L2)
2 ≤ mesX maxi=1,...,M Dζ(i)

n̄
.

Óòâåðæäåíèå 1.4.2 äîêàçàíî.

1.5. Íåçàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè

1.5.1. Íåçàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè äëÿ èíòåãðàëà, çà-
âèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Äàëåå ðàññìîòðåí âîïðîñ î òîì, êàê ñòðîèòü
îöåíêè ζ(i) â óçëàõ ñåòêè äëÿ ôóíêöèé ϕ1 è ϕ2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
íåçàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè.

Äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, ìîæíî ïî àíàëîãèè ñî
¾ñêàëÿðíûì¿ ñëó÷àåì (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.1.2)) èñïîëüçîâàòü ïðèáëè-
æåíèå

ϕ1(xi) =
∫
Y

g(xi,x′)
fi(x′)

fi(x′) dx′ = Eζ(i) ≈ Z(i)
ni

=
1
ni

ni∑
j=1

g
(
xi, ξ

(i)
j

)
fi
(
ξ

(i)
j

) ,

(1.5.1)
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ãäå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ξ
(i)
j ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fi. Ïðå-

èìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ äèñ-
ïåðñèé Dζ(i) (à çíà÷èò è ïîãðåøíîñòåé δ(L2)

2 , δ
(C)
2 ) çà ñ÷åò ñïåöèàëüíî-

ãî âûáîðà ïëîòíîñòåé {fi} (çäåñü ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä âûáîðêè ïî
âàæíîñòè è äðóãèå ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè). Î÷åâèäåí è ÿâíûé
íåäîñòàòîê îöåíîê (1.5.1), ñâÿçàííûé ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïòèìàëüíîãî
âûáîðà ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ìî-
äåëèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî óçëà xi. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ïðèâëå-
êàòåëüíûì âûãëÿäèò ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé (ñì. äàëåå ðàçä. 1.6),
ñõîäèìîñòü êîòîðîãî, îäíàêî, îáóñëîâëåíà ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè ϕ1(x)
ïî ïàðàìåòðó x (ñì. äàëåå ðàçä. 2.6).

1.5.2. Íåçàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå àíàëîãà îöåíîê (1.5.1) äëÿ ôóíêöèè
ϕ2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêè ïî ìåòîäó ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé.
Ïðåäñòàâèì èäåþ ýòîãî ìåòîäà ñ ïîçèöèé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ϕ2(xi) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèî-
íàëà (1.1.3):

ϕ2(xi) =
(
ϕ2, ĥi

)
, ĥi(x) = δ(x− xi). (1.5.2)

ßñíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ôóíêöèîíàëà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îöåíêó ïî ñòîëê-
íîâåíèÿì (1.1.5) ââèäó íåâîçìîæíîñòè ïîäñ÷åòà äåëüòà-ôóíêöèè èç
(1.5.2) â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ xm. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî

(
ϕ2, ĥ

)
=
(
ϕ∗2, f̂

)
, ãäå ϕ∗2 � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî (îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèîíàëà (1.1.3)) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ∗2(y) =
∫
X

k̂∗(y′, y)ϕ∗2(y
′) dy′ + ĥ(y); èëè ϕ∗2 = K∗ϕ∗1 + ĥ, (1.5.3)

ãäå K∗ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k̂∗(y′, y) = k̂(y, y′). Âìåñòî
îöåíêè (1.1.5) ìîæíî ñòðîèòü îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì äëÿ ôóíêöèî-
íàëà

(
ϕ∗2, f̂

)
îò ðåøåíèÿ ϕ∗2 óðàâíåíèÿ (1.5.3):

ξ∗ =
N∗∑
m=0

Q∗mf̂(ym), (1.5.4)

ãäå îäíîðîäíàÿ, îáðûâàþùàÿñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà öåïü Ìàðêîâà
y0, y1, . . . , yN∗ èìååò íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü π∗(y) è ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ
p∗(y′, y) = r∗(y′, y)

(
1− p∗a(y

′)
)
;

Q∗0 =
ĥ(y0)
π∗(y0)

, Q∗m = Q∗m−1

k̂∗(ym−1, ym)
p∗(ym−1, ym)

. (1.5.5)
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Â ñëó÷àå ĥ(x) = ĥi(x) = δ(x−xi) âîçíèêàþò òðóäíîñòè ñ ðåàëèçàöèåé
îöåíêè (1.5.4) â ñâÿçè ñ íåâîçìîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ âåñà Q∗0 èç (1.5.5).
Îäíàêî çäåñü ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà èäåÿ ¾âêëþ÷åíèÿ îñîáåííîñòè â
ïëîòíîñòü¿ (ñì., íàïðèìåð, [16]). Âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ïëîò-
íîñòè π∗(y) ôóíêöèþ δ(y − xi). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
y0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òîæäåñòâåííî (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-
íèöà) ðàâíîé xi (ò. å. ýòî óæå ïî ñóòè äåòåðìèíèðîâàííàÿ � íåñëó÷àé-
íàÿ � âåëè÷èíà). Ñîîòâåòñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé öåïè
y0, y1, . . . , yN∗ ñëåäóåò áðàòü y0 = xi, ïðè ýòîì Q∗0 ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ áëóæäàíèé:

ϕ2(xi) = Eζ(i), ζ(i) =
N∗∑
m=1

Q∗mf̂(ym) + f̂(xi). (1.5.6)

Íåäîñòàòêîì íàáîðà îöåíîê {ζ(i)} âèäà (1.5.6) ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî äëÿ êàæäîãî óçëà xi òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûé
íàáîð òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà, ñòàðòóþùèõ èìåííî â òî÷êå xi. Ýòîãî
íåäîñòàòêà ëèøåíà ëîêàëüíàÿ îöåíêà (ñì. äàëåå ðàçä. 1.6), ñõîäèìîñòü
êîòîðîé, îäíàêî, îáóñëîâëåíà ãëàäêîñòüþ ôóíêöèé ϕ2(x), k̂(x, x′), f̂(x)
ïî ïàðàìåòðó x (ñì. äàëåå ðàçä. 2.6). Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå ïîñëåä-
íåå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî.

1.6. Ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé

1.6.1. Çàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè äëÿ èíòåãðàëà, çàâè-
ñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Â ðàáîòå [32] äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ϕ1 â
òî÷êå ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì � ìåòîä çàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé:

ϕ1(xi) =
∫
Y

g(xi,x′)
f(x′)

f(x′) dx′ = Eζ̂(xi) ≈ Ẑ(i)
n =

1
n

n∑
j=1

g(xi, ξj)
f(ξj)

. (1.6.1)

Ïëîòíîñòü f(x′) çäåñü � îäíà è òà æå äëÿ âñåõ x ∈ X (â òîì ÷èñëå
è äëÿ òî÷åê ñåòêè X(M)). Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ x ∈ X èñïîëüçóþòñÿ
îäíè è òå æå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, . . . , ξn, ðåàëèçóåìûå â Y ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè f .

Ðàçíèöà â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ (1.5.1) è (1.6.1) ñî-
ñòîèò, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî äëÿ îöåíêè (1.5.1) ñòðîèòñÿ âíåøíèé öèêë
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ïî íîìåðàì i óçëîâ ñåòêè X(M) (ò. å. i = 1, . . . ,M), âíóòðè êîòîðîãî èìå-
åòñÿ öèêë ïî íîìåðàì j èñïûòàíèé ξ

(i)
j , ìîäåëèðóåìûõ ñîãëàñíî ïëîò-

íîñòè fi; çäåñü j = 1, . . . , ni. Äëÿ îöåíêè (1.6.1) âíåøíèì ÿâëÿåòñÿ öèêë
ïî íîìåðàì j = 1, . . . , n èñïûòàíèé ξj , ðåàëèçóåìûõ ñîãëàñíî ¾îáùåé¿
ïëîòíîñòè f , à âî âíóòðåííåì öèêëå ïî i âíîñÿòñÿ âêëàäû g(xi, ξj)/f(ξj)
â ìàññèâ ¾ñóììàòîðîâ¿, íàêàïëèâàþùèõ ñóììû (1.6.1) â óçëàõ xi.

Ïåðå÷èñëèì ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé.
1) Íóæåí âûáîð âñåãî îäíîé ïëîòíîñòè f è ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãî-

ðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.
2) Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé ïî ïà-

ðàìåòðó x (äëÿ ýòîãî, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ãëàäêîñòè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x,x′) ïî x), òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ
Z

(i)
n èç (1.6.1) ëîæàòñÿ íà ãëàäêóþ êðèâóþ. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä çàâè-

ñèìûõ èñïûòàíèé (â îòëè÷èå îò îöåíîê (1.5.1)) ¾ñîõðàíÿåò ãëàäêîñòü¿
ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè.

3) Äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ1(x) òàêæå óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè (ïî âåðîÿòíîñòè) ìåòîäà (1.6.1) â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà C(X) èìååò ïîðÿäîê n−1/2 ïî ÷èñëó èñïûòàíèé (ò. å. íåñìîòðÿ íà
òî ÷òî îöåíèâàåòñÿ ïî ñóòè êîíòèíóóì èíòåãðàëîâ (1.1.8), ïîðÿäîê ñõî-
äèìîñòè òàêîé æå, êàê äëÿ ïðèáëèæåíèÿ îäíîãî èíòåãðàëà (1.1.2)) � ñì.
äàëåå ðàçä. 1.10.

1.6.2. Çàâèñèìûå îöåíêè â óçëàõ ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ôóíêöèè ϕ2(x) àíàëîãîì ïðèáëèæåíèÿ
(1.6.1) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà, èäåÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí

Ik̂,x = Kϕ2(x) =
∫
X

k̂(x′, x)ϕ2(x′) dx′ (1.6.2)

â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1.4) èìååò ôîðìó ôóíêöèîíàëà (1.1.3) äëÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ĥx(x′) = k̂(x′, x). Äëÿ êàæäîãî x ìîæíî ïî-
ñòðîèòü îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì âèäà (1.1.5) äëÿ ôóíêöèîíàëà Ik̂,x è
ïðèáàâèòü ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) óðàâíåíèÿ (1.1.4):

ϕ2(x) = Eξ(x), ξ(x) =
N∑
m=0

Qmk̂(xm, x) + f̂(x). (1.6.3)

Ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà 1.1.1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå íàáîð òðàåêòîðèé
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x
(j)
0 , x

(j)
1 , . . . , x

(j)

N(j) (çäåñü j = 1, . . . , n) äëÿ âñåõ x (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
óçëîâ xi ñåòêè X(M)).

Â î÷åðåäíîé ðàç çàìåòèì, ÷òî îáîñíîâàííîå ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîé
(à ïî ñóòè � ¾ãëîáàëüíîé¿) îöåíêè (1.6.3) (÷òî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè,
âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè n−1/2 ïî ÷èñëó èñïûòà-
íèé) âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ2(x), k̂(x′, x), f̂(x) ïî ïåðå-
ìåííîé x (ñì. äàëåå ðàçä. 1.10). Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ÿäðî k̂(x′, x)
è ñâîáîäíûé ÷ëåí f̂(x) ñîäåðæàò îñîáåííîñòè òèïà äåëüòà-ôóíêöèé ïî
÷àñòè ïåðåìåííûõ, è ïðèõîäèòñÿ ëîêàëüíî ¾âûðåçàòü¿ ýòè îñîáåííî-
ñòè, ïðèáëèæàÿ íåãëàäêèå ôóíêöèè k̂(x′, x), f̂(x) ãëàäêèìè àíàëîãàìè
(îòñþäà íàçâàíèå ¾ëîêàëüíàÿ îöåíêà¿).

1.7. Ìåòîäû ãèñòîãðàìì è ïîëèãîíà ÷àñòîò

1.7.1. Ñìåùåííûå ¾ñëàáî çàâèñèìûå¿ îöåíêè â óçëàõ ñåòêè
äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè ϕ2 â çàäàííîé òî÷êå x̂. Ìû çàäàåìñÿ ìàëûì h è ñ÷èòàåì òî÷êó x̂
öåíòðîì l-ìåðíîãî êóáà ∆x̂ ñ ðåáðîì h. Ðàññìîòðèì òàêæå ôóíêöèþ
ĥx̂(x), ðàâíóþ 1/hl ïðè x ∈ ∆x̂ è íóëþ èíà÷å. Ïîëàãàåì

ϕ2(x̂) ≈
(
ϕ2, ĥx̂

)
=
∫

∆x̂

ϕ2(y) dy
hl

(1.7.1)

è ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì:

(
ϕ2, ĥx̂

)
= Eξ(x̂), ξ(x̂) =

N∑
m=0

Qmĥx̂(xm). (1.7.2)

Ïðè ìàëûõ h ïîïàäàíèå ñîñòîÿíèé xm öåïè Ìàðêîâà â êóá ∆x̂ áóäåò
ïðîèñõîäèòü ðåäêî, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ â îäíîé òî÷êå ñîîò-
âåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.1.1) ÿâëÿåòñÿ ìàëîýô-
ôåêòèâíûì.

Öåëåñîîáðàçíåå èñïîëüçîâàòü îöåíêè âèäà (1.7.2) â äèñêðåòíî-ñòî-
õàñòè÷åñêîì àëãîðèòìå 1.1.1 ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ϕ2 â ïðîñòîé îáëà-
ñòè (1.3.1). Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êè xi ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ êóáîâ {∆xi

}. Äàëåå ìîæíî ðàññìîòðåòü M îöåíîê ξ(xi) âèäà (1.7.2).
Êàæäîå ñîñòîÿíèå xm öåïè Ìàðêîâà äàåò âêëàä ê êàêóþ-ëèáî èç îöåíîê
ξ(xi). Ýòî îáåñïå÷èâàåò ¾ñëàáóþ çàâèñèìîñòü¿, òàê êàê êîýôôèöèåíòû
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êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {ξ(xi)} óáûâàþò ñ ðîñòîì
÷èñëà óçëîâ M [33].

Åñëè â àëãîðèòìå 1.1.1 èñïîëüçóåòñÿ âîñïîëíåíèå ñ áàçèñíûìè ôóíê-
öèÿìè Ñòðåíãà�Ôèêñà (1.3.2) äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè (1.3.3), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä (1.1.13) ñ îöåíêàìè {ξ(xi)}
â óçëàõ ñåòêè ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì ãèñòîãðàìì. Â ñëó÷àå, êîãäà
ïðîèçâîäÿùåé ÿâëÿåòñÿ ¾ôóíêöèÿ-êðûøêà¿ (1.3.4) (ò. å. êîãäà ïðèìå-
íÿåòñÿ ìóëüòèëèíåéíîå âîñïîëíåíèå), àëãîðèòì 1.1.1 ñ îöåíêàìè (1.7.2)
íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ìåòîäà ïîëèãîíà ÷àñòîò.

1.7.2. Îöåíêà ñìåùåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (1.7.2) âåëè÷èíû
ϕ2(x̂) ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé íà âåëè÷èíó dx̂ =

∣∣ϕ2(x̂) −
(
ϕ2, ĥx̂

)∣∣. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ĥx̂ ñìåùåíèå ðàâíî:

dx̂ =
∣∣∣∣hl ϕ2(x̂)−

∫
∆x̂

ϕ2(y) dy
∣∣∣∣/hl.

Äëÿ ñëó÷àÿ l = 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.7.1. Åñëè ϕ2 ∈ C2(X), òî

dx̂ ≤
h2

24
max
y∈∆x̂

∣∣ϕ′′2(y)
∣∣.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

hϕ2(x̂) =
∫ x̂+h/2

x̂−h/2

(
ϕ2(x̂) + ϕ′2(x̂)(y − x̂)

)
dy.

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà, èìååì:

ϕ2(y) = ϕ2(x̂) + ϕ′2(x̂)(y − x̂) +D1,

ãäå y ∈ [x̂− h/2, x̂+ h/2], D1 ≤ (y−x̂)2
2 max

y∈[x̂−h/2,x̂+h/2]

∣∣ϕ′′2(y)
∣∣. Òîãäà

dx̂ ≤
1
h

max
y∈[x̂−h/2,x̂+h/2]

∣∣ϕ′′2(y)
∣∣ ∫ x̂+h/2

x̂−h/2

(y − x̂)2

2
dy =

=
h2

24
max

y∈[x̂−h/2,x̂+h/2]

∣∣ϕ′′2(y)
∣∣.

Óòâåðæäåíèå 1.7.1 äîêàçàíî.
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Èíäóêöèåé ïî l ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

dx̂ ≤
h2

24

(
max
y∈∆x̂

∣∣ϕ′′2(y(1)y(1))(y)
∣∣+ . . .+ max

y∈∆x̂

∣∣ϕ′′2(y(l)y(l))(y)
∣∣) ,

ãäå ϕ′
2(y(j))

îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå y(j);
j = 1, . . . , l. Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ2 â óçëàõ
ñåòêè äëÿ ìåòîäîâ ãèñòîãðàìì è ïîëèãîíà ÷àñòîò èìååò âòîðîé ïîðÿ-
äîê ìàëîñòè ïî øàãó ñåòêè h.

1.7.3. Íåöåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãëàäêèõ âîñïîëíå-
íèé. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 1.1.1 ñ îöåíêàìè (1.7.2) â óçëàõ íåöå-
ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ãëàäêèå âîñïîëíåíèÿ, ò. å. íå íóæíî áðàòü
îáðàçóþùóþ ôóíêöèþ χ(x) = β(r)(x) äëÿ r > 1 â âîñïîëíåíèè (1.1.10)
ñ áàçèñîì (1.3.2). Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå C-ïîäõîäà (1.2.2) ê îöåíêå
ïîãðåøíîñòè. Äëÿ ñìåùåííûõ îöåíîê {ξ(xi)} â óçëàõ ñåòêè ïîãðåøíîñòü
ðàñïàäàåòñÿ íà òðè êîìïîíåíòû: δ(C) ≤ δ

(C)
1 + δ

(C)
2 + δ

(C)
3 , ãäå

δ
(C)
1 = ρC(ϕ2, LMϕ2), δ

(C)
2 = ρC(LM ϕ̃2, LM ϕ̂2), δ

(C)
3 = ρC(LMϕ2, LM ϕ̂2),

LMϕ2(x) =
M∑
i=1

wi
(
ϕ2(x1), . . . , ϕ2(xM )

)
χ(x),

LM ϕ̃2(x) =
M∑
i=1

wi
(
Zn(x1), . . . , Zn(xM )

)
χ(x),

LM ϕ̂2(x) =
M∑
i=1

wi
(
Eξ(x1), . . . ,Eξ(xM )

)
χ(x).

Ïî àíàëîãèè ñ ïîëó÷åíèåì íåðàâåíñòâ (1.4.2), (1.4.3) íåñëîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ:

δ
(C)
3 ≤ L max

i=1,...,M

∣∣ϕ2(xi)−Eξ(xi)
∣∣.

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 1.7.1 ñëåäóåò, ÷òî δ(C)
3 ∼ h2. Äëÿ ìóëüòèëèíåé-

íîãî âîñïîëíåíèÿ èìååì δ
(C)
1 ∼ h2 (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.3.6)). Èñïîëüçî-

âàíèå îáðàçóþùåé ôóíêöèè χ(x) = β(r)(x) äëÿ r > 1 ïîçâîëÿåò ïîâû-
ñèòü ïîðÿäîê ïî h ïîãðåøíîñòè δ(C)

1 . Íàïðèìåð, â [29] äëÿ ϕ2 ∈ C4(X)
óäàëîñü íàéòè êîýôôèöèåíòû W (M), äëÿ êîòîðûõ δ

(C)
1 ∼ h4. Îäíàêî
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ïîðÿäîê ïî h âåëè÷èíû δ
(C)
3 îñòàåòñÿ ïðåæíèì (âòîðûì). Ïîýòîìó äà-

æå äëÿ ãëàäêèõ âîñïîëíåíèé èìååì
(
δ
(C)
1 + δ

(C)
3

)
∼ h2. Îòñþäà ñëåäóåò

óêàçàííàÿ âûøå íåöåëåñîîáðàçíîñòü âûáîðà ãëàäêèõ âîñïîëíåíèé äëÿ
ìåòîäà ïîëèãîíà ÷àñòîò.

1.8. Îöåíêà ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè
äëÿ L2-ïîäõîäà

1.8.1. Ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ îöåíîê â óçëàõ ñåòêè. Èç ñîîòíî-
øåíèÿ (1.4.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ñòîõàñòè÷å-
ñêîé êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè δ(L2)

2 íóæíî îöåíèòü ìàêñèìóì:

d(L2) = max
i=1,...,M

Dζ(i). (1.8.1)

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû äëÿ ôóíêöèé ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ íåçàâèñèìûõ è çàâèñèìûõ îöåíîê {ζ(i)} â óçëàõ ñåòêè.
Äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, äèñïåðñèè îöåíîê (1.5.1)

èìåþò ïðîñòîé âèä:

Dζ(i) =
∫
Y

g2(xi,x′)
fi(x′)

dx′ − ϕ2
1(xi), (1.8.2)

íî ¾êîìïàêòíî¿ ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ýòèõ âåëè÷èí íå
óäàåòñÿ ââèäó ¾óíèêàëüíîñòè¿ ïëîòíîñòåé fi äëÿ êàæäîãî óçëà xi. Îä-
íàêî ãëàâíûé ñìûñë âûáîðà ñïåöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé â óçëàõ êàê ðàç
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âåëè÷èíû (1.8.2) ïîëó÷àëèñü ìàëûìè.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê â óçëàõ (1.5.6) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.8.1 [14, 22]. Åñëè p∗(x′, x) 6= 0 ïðè k∗(x′, x) 6= 0,

f ∈ L1(X) è íîðìà â L1(X) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ

Eξ2x̂ = f(x̂)
(
2ϕ2(x̂)− f(x̂)

)
+
∫
X

k2(z, x̂)
p∗(x̂, z)

Eξ2z dz

ìåíüøå åäèíèöû, òî Dξx̂ = Eξ2x̂ −
(
ϕ2(x̂)

)2
.

Â êà÷åñòâå x̂ çäåñü ìîæíî ïîäñòàâëÿòü óçëû xi è, áîëåå òîãî, èñïîëü-
çîâàòü ðàçëè÷íûå ïåðåõîäíûå ôóíêöèè p∗(x′, x) = pi(x′, x) äëÿ ðàçíûõ
íîìåðîâ óçëîâ i. Êàê âèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ñôîðìóëèðîâàòü ¾êîìïàêò-
íûå¿ óñëîâèÿ ìàëîñòè âåëè÷èíû (1.8.1) ÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé
çàäà÷åé (è ýòî � î÷åðåäíîé íåäîñòàòîê îöåíîê (1.5.6)).
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1.8.2. Ñëó÷àé çàâèñèìûõ è ¾ñëàáî çàâèñèìûõ¿ îöåíîê â óç-
ëàõ ñåòêè. Äëÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé (1.6.1) èìååì:

Dζ(x) =
∫
Y

g2(x,x′)
f(x′)

dx′ − ϕ2
1(x), (1.8.3)

è çäåñü ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî áðàòü x = xi; i = 1, . . . ,M . Ó÷èòûâàÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî X � êîìïàêò â Rl, ìîæíî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè (1.8.3) â X. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè Y ⊂ Rs, îòäåëåííîñòü ¾îáùåé¿ ïëîò-
íîñòè f îò íóëÿ è íåïðåðûâíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x,x′) ïî
ïàðàìåòðó x. Äëÿ îöåíêè (1.6.3) èìååì

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.8.2 [14, 22]. Åñëè

π(x) 6= 0 ïðè f̂(x) 6= 0; p(x′, x) 6= 0 ïðè k̂(x′, x) 6= 0, (1.8.4)

f̂ ∈ L1(X), f̂2/π ∈ L1(X) (1.8.5)

è, êðîìå òîãî,

‖K1‖L1(X) < 1, ‖K∗
1‖L∞(X) < 1, ‖Kp‖L1(X) < 1, (1.8.6)

(çäåñü K1,K
∗
1 ,Kp � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè |k̂(x′, x)|, |k̂(x, x′)|

è k̂2(x′, x)/p(x′, x) ñîîòâåòñòâåííî), òî

Dξ(x) = Eξ2(x)− ϕ2
2(x), Eξ2(x) =

(
χ̂, k̂(., x)

[
2ϕ∗(x)2 − k̂(., x)

])
, (1.8.7)

ãäå ôóíêöèÿ χ̂(y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

χ̂(y) =
∫
X

k̂2(y′, y) χ̂(y′) dy′

p(y′, y)
+
f̂2(y)
π(y)

èëè χ̂ = Kpχ̂+
f̂2

π
, (1.8.8)

à ϕ
∗(x)
2 (y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ϕ
∗(x)
2 (y) =

∫
X

k̂(y, z)ϕ∗(x)2 (z) dz + k̂(y, x). (1.8.9)

Äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìóìà d(L2) âåëè÷èí Dζ(i) = Dξ(xi) äîñòà-
òî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé (1.8.7) íà êîìïàêòå X. Ýòî
ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåïðåðûâíîñòè ÿäðà k̂(x′, x) è ñâîáîäíîãî ÷ëå-
íà f̂(x) ïî x (íóæíà òàêæå èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèé χ̂ è ϕ

∗(x)
2 ) [22].
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Ê ñîæàëåíèþ, óêàçàííûå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (1.1.4) íå ñî-
áëþäàþòñÿ âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷àõ.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå óòâåðæäåíèå î äèñïåðñèè îöåíêè (1.7.2).
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.8.3 [22, 33]. Åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.8.4)�

(1.8.6), òî

Dξ(x̂) = E
(
ξ(x̂)

)2−(∫
∆x̂

ϕ2(y) dy
hl

)2

, E
(
ξ(x̂)

)2 =
∫

∆x̂

χ̂(y)
(
2hlϕ̄∗(x̂)2 − 1

)
dy

h2l
,

ãäå ôóíêöèÿ χ̂ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.8.8), à ϕ̄∗(x̂)2 � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

ϕ̄∗(x̂)(y) =
∫

∆x̂

k̂(y, z)ϕ̄∗(x̂)(z) dz + 1/hl, y ∈ ∆x̂.

Àíàëèç óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû (1.8.1)
äëÿ ζ(i) = ξ(xi) èìååòñÿ â ðàáîòàõ [22, 33].

1.9. Îöåíêà ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè
äëÿ C-ïîäõîäà (ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ îöåíîê
â óçëàõ)

1.9.1. Èñïîëüçîâàíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Èç
ñîîòíîøåíèé (1.4.2), (1.4.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíè-
öû ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè δ(C)

2 íóæíî îöåíèòü ìàê-
ñèìóì:

d(C) = max
i=1,...,M

∣∣Zni(xi)− ϕ(xi)
∣∣. (1.9.1)

Äëÿ íåçàâèñèìûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê â óçëàõ ñåòêè èìååì:

d(C) = max
i=1,...,M

∣∣∣∣∣S(i)
ni − niϕ(xi)

ni

∣∣∣∣∣ ≤ σ̄√
n̄

max
i=1,...,M

∣∣∣∣∣S(i)
ni − niEζ(i)

σi
√
ni

∣∣∣∣∣ ,
ãäå

S(i)
ni

= ζ
(i)
1 + . . .+ ζ(i)

ni
; n̄ = min

i=1,...,M
ni; σ̄ = max

i=1,...,M
σi, σi =

√
Dζ(i).

Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì n̄ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

(
S

(i)
ni −niEζ(i)

)
/
(
σi
√
ni
)
áëèçêè ïî ðàñïðåäå-

ëåíèþ ê ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì wi ∈ N(0, 1).
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Ïîýòîìó äëÿ ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ âåëè÷èíà A(M, ε), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P
(
d(C) ≤ A(M, ε)

σ̄√
n̄

)
≈ P

(
max

i=1,...,M
|wi| ≤ A(M, ε)

)
≥ 1− ε. (1.9.2)

1.9.2. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Òåïåðü
èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, êàê çàâèñèò âåëè÷èíà A(M, ε) îò M . Èçó÷èì
ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû w

(M)
M = maxi=1,...,M wi. Ýòî M -ÿ ïîðÿäêîâàÿ

ñòàòèñòèêà èç íàáîðà w1, . . . , wM íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê äëÿ òàêîãî
ìàêñèìóìà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.9.1 [34]. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè M →∞ ðàñïðå-

äåëåíèå ìàêñèìóìà w
(M)
M òàêîâî, ÷òî

P
(
aM

(
w

(M)
M − bM

)
≤ y
)
→ exp

(
− exp(−y)

)
,

ãäå aM = (2 lnM)1/2, bM = (2 lnM)1/2 − 1
2 (2 lnM)−1/2(ln lnM + ln 4π).

1.9.3. Ïîëó÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû (ïî âåðîÿòíîñòè) äëÿ d(C).
Çàìåòèì, ÷òî min(w1, . . . , wM ) = −max(−w1, . . . ,−wM ) è

max
i=1,...,M

|wi| = max
(

max
i=1,...,M

wi, − min
i=1,...,M

wi

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí {wi} îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ M âûïîëíåíî

P
(
aM

(
max

i=1,...,M
|wi| − bM

)
≤ y

)
≈ exp

(
−2 exp(−y)

)
.

Âûáåðåì ÷èñëî y0(ε), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

exp
(
−2 exp

(
−y0(ε)

))
= 1− ε,

è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

aM

(
max

i=1,...,M
|wi| − bM

)
≤ y0(ε),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ maxi=1,...,M |wi| ≤ y0(ε)/aM+bM èëè

max
i=1,...,M

|wi| ≤ (2 lnM)1/2 + (2 lnM)−1/2

(
y0(ε)−

ln 4π
2

− ln lnM
2

)
.

26



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n̄ è M âûïîëíåíî

A(M, ε) ≈ (2 lnM)1/2 + (2 lnM)−1/2

(
H(ε)− ln lnM

2

)
,

ãäå H(ε) = y0(ε)− (ln 4π)/2. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1.9.2) ñïðàâåäëèâî
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.9.2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íàòóðàëü-

íîå M0 è äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
M > M0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0(M) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
n̄ > n0(M) âûïîëíåíî

P
{
d(C) ≤ σ̄√

n̄

(
(2 lnM)1/2 + (2 lnM)−1/2

(
H(ε)− ln lnM

2

))}
> 1− ε.

(1.9.3)
Òàêèì îáðàçîì, ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïîãðåøíîñòü δ

(C)
2 äëÿ

íåçàâèñèìûõ îöåíîê {ζ(i)} â óçëàõ ñåòêè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
óçëîâ M , îäíàêî ñêîðîñòü ýòîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà: åå ïîðÿ-
äîê ðàâåí (lnM)1/2.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [33] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñîãëàñîâàííîì ñòðåìëå-
íèè ïàðàìåòðîâ M è n ê áåñêîíå÷íîñòè äëÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîãî
àëãîðèòìà 1.1.1 ñ ìóëüòèëèíåéíûì âîñïîëíåíèåì (1.1.10), (1.3.2), (1.3.4)
è ñî ¾ñëàáî çàâèñèìûìè¿ îöåíêàìè (1.7.2) ôóíêöèè ϕ2 â óçëàõ ñåòêè
x̂ = xi äëÿ ïîãðåøíîñòè δ

(C)
2 = d(C) ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà (1.9.3),

ãäå âìåñòî σ̄/
√
n̄ ôèãóðèðóåò ìíîæèòåëü σ̄M/

√
n.

1.10. Îöåíêà ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû
ïîãðåøíîñòè äëÿ C-ïîäõîäà (ñëó÷àé
çàâèñèìûõ îöåíîê â óçëàõ)

1.10.1. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå ïîëå ζ(x) = ζ̂(x) ∨ ξ(x) (ñì. ôîðìóëû (1.6.1),
(1.6.3)), à òàêæå ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ζ̃(x) = ζ(x)− ϕ(x), x ∈ X.

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå Zn(x) = (1/n)
∑n
j=1 ζj(x) ôóíêöèè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eζ(x), ãäå ζj(x) � íåçàâèñèìûå, ðàñïðåäåëåííûå
êàê ζ(x), ñëó÷àéíûå ôóíêöèè.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.10.1. Ïóñòü òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
ζ̃(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íåïðåðûâíû íà X, ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà H1 òàêàÿ, ÷òî

Dζ(x) < H1 äëÿ âñåõ x ∈ X, (1.10.1)
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è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1.10.2):
äëÿ ëþáîãî k : 1 ≤ k ≤ s ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

∂k ζ̃
(
x(1), . . . , x(l)

)
∂
(
x(1)

)m1
. . . ∂

(
x(l)
)ml

, mi = 0 èëè mi = 1, m1 + . . .+ml = k

(ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, ïî êàæäîé êîîðäèíàòå
íå áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà) â ñðåäíåì ñòåïåíè p (p > 1), îãðà-
íè÷åííûå íà X êîíñòàíòîé H2.

Òîãäà íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H3 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(ε) òàêîå, ÷òî ïðè
n > N(ε) âûïîëíåíî

P
(

sup
x∈X

∣∣Zn(x)− ϕ(x)
∣∣ ≤ H3√

n

)
> 1− ε, (1.10.3)

ò. å. ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé èìååò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà n−1/2

(ïî âåðîÿòíîñòè).
Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîñâÿùåíû äàëåå ðàçä. 2.1�2.6.

Ïîòðåáóþòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé (â ÷àñòíîñòè, ïî-
íÿòèå ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1 è äð.). Áóäåò ïîêàçàíà
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ïîëåé

Ξn(x) =
√
n
(
Zn(x)− ϕ(x)

)
=

1√
n

n∑
j=1

ζ̃j(x) (1.10.4)

ê ãàóññîâñêîé íåïðåðûâíîé (à çíà÷èò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îãðàíè-
÷åííîé íà X êîíñòàíòîé H3) ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ξ(x). Ñîîòâåòñòâåííî
ïîòðåáóþòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñëàáîé (ôóíêöèîíàëüíîé) ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

1.10.2. Ïîëó÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû (ïî âåðîÿòíîñòè) äëÿ
d(C). Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.10.1, èìååì:

P
(
d(C) = max

i=1,...,M

∣∣Zn(xi)− ϕ(xi)
∣∣ ≤ H3√

n

)
≥

≥ P
(

sup
x∈X

∣∣Zn(x)− ϕ(x)
∣∣ ≤ H3√

n

)
> 1− ε, (1.10.5)
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ò. å. ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïîãðåøíîñòè δ(C)
2 èìååò (íåçàâèñèìî îò

÷èñëà óçëîâM) ïîðÿäîê 1/
√
n. Ýòî îòðàæàåò îòìå÷åííîå âûøå ïðåèìó-

ùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ çàâèñèìûõ îöåíîê {ζ(i)} â óçëàõ âìåñòî íåçàâè-
ñèìûõ îöåíîê, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíû d(C) è δ(C)

2 ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà óçëîâ M êàê (lnM)1/2 (ñì. ðàçä. 1.9).

1.10.3. Àíàëèç óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 1.10.1. Óêàçàííîå ïðå-
èìóùåñòâî ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé {ϕ(xi)} ïî ìåòîäó çà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.10.1) è
(1.10.2). Óñëîâèå (1.10.1) èññëåäîâàíî â ïîäðàçä. 1.8.2, ãäå òðåáîâàëàñü
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé g(x,x′), k̂(x′, x), f̂(x) ïî ïàðàìåòðàì x è x. Óñëî-
âèå (1.10.2), â ñâîþ î÷åðåäü, âûïîëíåíî, åñëè ýòè æå ôóíêöèè èìåþò
íåïðåðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, ïî êàæäîé êîîðäèíà-
òå íå áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, íà ïðàêòèêå òàêèå
òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè ÷àñòî íå âûïîëíÿþòñÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ¾äèôôåðåíöèàëüíîå óñëîâèå¿ (1.10.2) (ñì. äà-
ëåå ðàçä. 2.4) ìîæíî îñëàáèòü. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ïðè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.10.4) ïðåäåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ Ξ(x) � ãàóññîâñêàÿ, ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî òîíêèõ ïðå-
äåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (â ÷àñò-
íîñòè, òåîðåìû Äæåéíà�Ìàðêóñà) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå (ïî-âè-
äèìîìó, íàèáîëåå ñëàáîå) óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè {Ξn(x)}
ê Ξ(x) â C(X): íàéäåòñÿ a > 0 è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà κ > 0 ñ êî-
íå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì òàêèå, ÷òî ñîîòíîøåíèå |ζ̃(x′)− ζ̃(x′′)| <
κ‖x′ − x′′‖al âûïîëíåíî (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) äëÿ âñåõ x′,x′′ ∈ X
[13]; çäåñü ‖.‖l � íîðìà ïðîñòðàíñòâà Rl.

Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ âèäà (1.10.3)

P
(
‖Zn − ϕ‖B(X) ≤ H4 n

−1/2
)
> 1− ε

ìîæíî ïîëó÷àòü äëÿ äðóãèõ (îòëè÷íûõ îò C(X)) íîðìèðîâàííûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ B(X), ïðè ýòîì íåñêîëüêî èçìåíÿòñÿ óñëî-
âèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè {Ξn(x)} ê Ξ(x), à óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèîíàëà F (z) = ‖z‖B(X) â ïðîñòðàíñòâå B(X) äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî óòâåðæäåíèþ 2.5.1 (ñì. äàëåå ðàçä. 2.5). ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâî B = Cp(X) (è åãî îáîáùåííûé àíàëîã � ïðîñòðàíñòâà
Ñ.Ë.ÑîáîëåâàW p

2 (X)), òàê êàê ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåñüìà ýô-
ôåêòèâåí ïðè ïðèáëèæåíèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ϕ(x) ïî ïàðàìåòðó
x èëè åãî êîìïîíåíòàì [13, 32].
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1.11. Îáùèé âèä ïîãðåøíîñòåé Ä-Ñ×Ì

1.11.1. Ïîãðåøíîñòè Ä-Ñ×Ì äëÿ L2- è C-ïîäõîäîâ. Ñóììèðóÿ
ñîîáðàæåíèÿ èç ðàçä. 1.2�1.10, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âèäû ïî-
ãðåøíîñòåé L2- è C-ïîäõîäîâ äëÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà 1.1.1 ñ ìóëüòèëèíåéíûì àïïðîêñèìàöèîííûì áàçèñîì (1.3.2), (1.3.4)
ïðè ñîãëàñîâàííîì ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðîâ M è n̄ ê áåñêîíå÷íîñòè:

1) ïîãðåøíîñòü L2-ïîäõîäà äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê (1.5.1), (1.5.6)
è çàâèñèìûõ îöåíîê (1.6.1), (1.6.3) â óçëàõ ñåòêè X(M):(

EρL2(ϕ,LM ϕ̃)
)2 ≤ H1

M4/l
+
H2

n̄
; (1.11.1)

äëÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé n̄ = n;
2) ïîãðåøíîñòü L2-ïîäõîäà äëÿ ¾ñëàáî çàâèñèìûõ¿ îöåíîê (1.7.2) â

óçëàõ ñåòêè X(M):(
EρL2(ϕ2, LM ϕ̃2)

)2 ≤ H1

M4/l
+
H2M

n
; (1.11.2)

3) ïîãðåøíîñòü C-ïîäõîäà äëÿ íåçàâèñèìûõ îöåíîê (1.5.1), (1.5.6) â
óçëàõ ñåòêè X(M):

P
{
ρC(ϕ,LM ϕ̃) ≤ H1

M2/l
+
H2(ε)√

n̄

(√
2 lnM +A(M, ε)

)}
> 1− ε; (1.11.3)

çäåñü ε > 0 è A(M, ε) → 0 ïðè M →∞ (êîíêðåòíåå: A(M, ε) = (H3(ε)−
(ln lnM)/2)/

√
2 lnM);

4) ïîãðåøíîñòü C-ïîäõîäà äëÿ çàâèñèìûõ îöåíîê (1.6.1), (1.6.3) â
óçëàõ ñåòêè X(M):

P
{
ρC(ϕ,LM ϕ̃) ≤ H1

M2/l
+
H2(ε)√

n

}
> 1− ε; (1.11.4)

5) ïîãðåøíîñòü C-ïîäõîäà äëÿ ¾ñëàáî çàâèñèìûõ¿ îöåíîê (1.7.2) â
óçëàõ ñåòêè X(M):

P
{
ρC(ϕ2, LM ϕ̃2) ≤

H1

M2/l
+
H2(ε)M√

n

(√
2 lnM +A(M, ε)

)}
> 1− ε.

(1.11.5)
Â ñîîòíîøåíèÿõ (1.11.1)�(1.11.5) áóêâàìè H1,H2 è H3 îáîçíà÷åíû

ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû.
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1.11.2. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè Ä-Ñ×Ì. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ âû-
ïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (1.11.1)�(1.11.5) äëÿ èíòåãðàëà ϕ1(x), çàâèñÿ-
ùåãî îò ïàðàìåòðà, è ðåøåíèÿ ϕ2(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4)
óäàåòñÿ âûðàçèòü â òåðìèíàõ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x,x′), ÿäðà
k̂(x′, x) è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà f̂(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå ïëîò-
íîñòåé (fi(x), f(x) � äëÿ ôóíêöèè ϕ1(x); π(x), π∗(x), p(x′, x), p∗(x′, x) �
äëÿ ôóíêöèè ϕ2(x)), îïðåäåëÿþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè ζ(i) â óç-
ëàõ ñåòêè X(M). Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñôîðìóëèðîâàíû â [21, 22].
Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïðèìåðàìè óòâåðæäåíèé î ñõîäèìîñòè àë-
ãîðèòìà 1.1.1 ñ ìóëüòèëèíåéíûì àïïðîêñèìàöèîííûì áàçèñîì (1.3.2),
(1.3.4) äëÿ ñëó÷àåâ çàâèñèìûõ îöåíîê (1.6.1) è (1.6.3) â óçëàõ ñåòêè.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.11.1. Åñëè f(x′) ≥ τ > 0 ïðè g(x,x′) 6= 0 è

g(x,x′) ∈ C2
x(X)× Lx′(Y ), (1.11.6)

òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû H1 è H2(ε) è N(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ
n > N(ε) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.11.4) äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùå-
ãî îò ïàðàìåòðà, ϕ = ϕ1.

Óñëîâèå (1.11.6) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(x,x′) ñóùåñòâóþò âñå-
âîçìîæíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, íåïðåðûâíûå ïî
x â X è èíòåãðèðóåìûå ïî x′ â îáëàñòè Y .

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1.11.2. Åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

k̂(x′, x) ∈ C2
x(X)× Cx′(X), f̂ ∈ C2(X), (1.11.7)∑

m:|m|≤2

max
x∈X

∫
X

∣∣∣Dm
(x)k̂(x

′, x)
∣∣∣ dx′ < 1, (1.11.8)

à òàêæå óñëîâèÿ (1.8.4)�(1.8.6) êàê äëÿ ñàìèõ ôóíêöèé k̂(x′, x), f̂(x),
òàê è äëÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ íå áîëåå ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
êàæäîé êîìïîíåíòå ïåðåìåííîé x, òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû H1 è
H2(ε) è íàòóðàëüíîå N(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ n > N(ε) âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå (1.11.4) äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4) ϕ = ϕ2.

Î÷åðåäíîé ðàç îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ âèäà (1.11.6)�(1.11.8) äîñòàòî÷-
íî ðåäêî âûïîëíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü
ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé.
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1.12. Óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ Ä-Ñ×Ì

1.12.1. Çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Âåðíåìñÿ ê ðàññóæäå-
íèÿì ïîäðàçä. 1.1.4, â êîòîðûõ áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ìàëîì M è
áîëüøîì n̄ ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà 1.1.1 ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëü-
íîé èç-çà íàëè÷èÿ ïðèáëèæåíèÿ (1.1.10). Íàîáîðîò, ïðè áîëüøîì M è
ìàëîì n̄ ïîãðåøíîñòü òàêæå ìîæåò áûòü íåìàëîé äàæå ïðè õîðîøèõ
ñâîéñòâàõ óñòîé÷èâîñòè ïðèáëèæåíèÿ (1.1.10). Ïîýòîìó íóæåí ñîãëàñî-
âàííûé âûáîð ïàðàìåòðîâ M è n̄, êîòîðûé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè [21, 22]: íàéòè ìèíèìóì çà-
òðàò

min
M,n̄

s(M, n̄) (1.12.1)

ïðè
T (B)(M, n̄) = γ, (1.12.2)

ãäå γ � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à T (B) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà
ïîãðåøíîñòè â íîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà B.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè s(M, n̄) èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä.
Òàê, äëÿ Ä-Ñ×Ì ñ íåçàâèñèìûìè îöåíêàìè (1.5.1) â óçëàõ ñåòêè èìå-
åì s(M, n̄) = t1t2Mn̄, ãäå t1 � çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå âåêòîðà ξ

(i)
j ,

à t2 � âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ g(xi, ξ
(i)
j ). Äëÿ àëãîðèòìà 1.1.1 ñ çà-

âèñèìûìè îöåíêàìè (1.6.1) â óçëàõ ñåòêè èìååì s(M,n) = (t1 + t2M)n
(çäåñü n̄ = n). Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ M è n̄ âûïîëíåíî

s(M, n̄) = H0Mn̄, H0 = const. (1.12.3)

Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàêîâà: èç ñîîòíîøåíèÿ (1.12.2)
îäèí èç ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, n̄) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé (M) è ñîîò-
âåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â âûðàæåíèå (1.12.3), ïðè ýòîì
ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ŝ(M) îäíîãî ïåðåìåííîãî (M), êîòîðàÿ è èññëåäó-
åòñÿ íà ìèíèìóì.

1.12.2. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó (1.12.1)�(1.12.3) äëÿ àëãîðèòìà 1.1.1 ñ çàâèñèìûìè îöåí-
êàìè â óçëàõ ñåòêè è äëÿ C-ïîäõîäà (çäåñü n̄ = n). Ñîãëàñíî ñîîòíîøå-
íèþ (1.11.4), èìååì óðàâíåíèå:

T (C)(M,n) =
H1

M2/l
+
H2√
n

= γ. (1.12.4)
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Òîãäà

n =
H2

2(
γ − H1

M2/l

)2 (1.12.5)

è òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

ŝ(M) =
H0H

2
2M(

γ − H1
M2/l

)2 . (1.12.6)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ:

ŝ′(M) = H0H
2
2

(
γ − H1

M2/l

)2 −M × 2
(
γ − H1

M2/l

)4 × 2H1
l

1
M2/l+1(

γ − H1
M2/l

)4 =

= H0H
2
2

γ − H1
M2/l − 4

l ×
H1
M2/l(

γ − H1
M2/l

)3 =
H0H

2
2(

γ − H1
M2/l

)3 (γ − H1

M2/l

(
l + 4
l

))
.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðîèçâîäíóþ ŝ′(M), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

γ =
H1

M2/l

(
l + 4
l

)
,

èç êîòîðîãî (ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1.12.5), (1.12.6)) âûâîäèì âûðàæå-
íèÿ äëÿ óñëîâíî-îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

Mopt =
(
H1(l + 4)

l

)l/2
γ−l/2; nopt =

(H2(l + 4))2

16
γ−2;

sopt =
H0H

l/2
1 H2

2 (l + 4)2+l/2

16ll/2
γ−2−l/2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïîðÿäîê ïî γ îïòèìàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ Mopt è nopt, ò. å. ñîîòíîøåíèÿ âèäà

Mopt � γ−l/2, nopt � γ−2, sopt � γ−2−l/2,

è çàòðàòû s ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîèçâåäåíèþ Mn (ñì. ñîîòíîøåíèå
(1.12.3)), òî äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü äåòåðìèíèðîâàííóþ è ñòîõàñòè÷å-
ñêóþ êîìïîíåíòû ïîãðåøíîñòè è ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ïîðÿäîê èç ñîîò-
íîøåíèÿ (1.12.4).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â [21, 22] çàäà÷à (1.12.1)�(1.12.3) ðåøåíà äëÿ
âåðõíèõ ãðàíèö ïîãðåøíîñòåé âèäà (1.11.1)�(1.11.5).

1.12.3. Çàäà÷à ïîëíîé îïòèìèçàöèè. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå
â ïîäðàçä. 1.1.4, ïîìèìî ïàðàìåòðîâ M è n̄ ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà
1.1.1 äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, ϕ1(x) èç (1.1.8) è ðåøå-
íèÿ ϕ2(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4) èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé f̄ , ãäå f̄ = f(x′)∨{fi(x′)} äëÿ ôóíêöèè ϕ1(x)
è f̄ = {π(x), p(x′, x)} ∨ {π∗i (x), p∗i (x′, x)} äëÿ ϕ2(x). Çàäà÷ó ñîâìåñòíîãî
îïòèìàëüíîãî âûáîðà M, n̄, f̄ íàçîâåì çàäà÷åé ïîëíîé îïòèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïëîòíîñòåé f(x), π(x),
p(x′, x) äëÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé (1.6.1), (1.6.3). Èìååòñÿ îïðå-
äåëåííàÿ òðóäíîñòü îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü êðèòåðèåì
(ò. å. êàêóþ âåëè÷èíó ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü) ïðè îïðåäåëåíèè îïòè-
ìàëüíûõ ïëîòíîñòåé. Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îäíîâðåìåííîé îöåíêè
ìíîãèõ èíòåãðàëîâ (ñì., íàïðèìåð, ãë. 5 â [16]) ìîæíî ïðåäëîæèòü ìè-
íèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë ñî ¾âçâåøåííîé äèñïåðñèåé¿:

S = t

∫
X

Dζ(x) dx = t

∫
X

E
(
ζ(x)−ϕ(x)

)2
dx = tE

∫
X

(
ζ(x)−ϕ(x)

)2
dx =

= tE‖ζ − ϕ‖2L2(X) = tnE‖Zn − ϕ‖2L2(X); (1.12.6)

çäåñü èñïîëüçîâàí âåðîÿòíîñòíûé âàðèàíò òåîðåìû Ôóáèíè î ïåðåñòà-
íîâêå îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Â ñîîòíîøåíèè (1.12.6) âåëè÷èíà t îáîçíà÷àåò âðåìÿ ïîäñ÷åòà çíà÷åíèÿ
ζ(xi) èëè ξ(xi) (ñì. ôîðìóëû (1.6.1), (1.6.3)). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè
ϕ1(x) èìååì t = t1 + t2.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [13] èññëåäîâàí âîïðîñ î âûáîðå îïòèìàëüíûõ
ïëîòíîñòåé ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïðèíàäëåæíîñòè
ôóíêöèé ϕ(x) è Zn(x) äðóãèì (îòëè÷íûì îò L2(X)) íîðìèðîâàííûì
ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì B(X). Ïðè ýòîì ïî àíàëîãèè ñ (1.2.6)
ìèíèìèçèðóåòñÿ ¾ôóíêöèîíàë òðóäîåìêîñòè¿:

S = tnE‖Zn − ϕ‖2B(X).

Äëÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, (1.6.1) ìèíèìóì âåëè÷èíû
(1.12.6) äàåò ïëîòíîñòü:

fopt(x′) =
‖g(.,x′)‖L2(X)∫
‖g(.,x′)‖L2(X) dx′

. (1.12.7)
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Òàêîé æå âèä îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû L2(X)
íà W p

2 (X)) ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ W p
2 (X) [13].

Äëÿ ôóíêöèè ϕ2(x) ìèíèìóì âåëè÷èíû (1.12.6) äàþò ïëîòíîñòè:

πopt(x) =
f̂(x)τ(x)∫
f̂(y)τ(y) dy

; popt(x′, x) =
k̂(x′, x)τ(x)∫
k̂(x′, y)τ(y) dy

,

ãäå ôóíêöèÿ τ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

τ2(x) =
(∫

k̂(x, y)τ(y) dy
)2

+
∫
k̂(y, x)

[
2ϕ∗(x)2 (y)− k̂(y, x)

]
dy,

à ôóíêöèÿ ϕ∗(x)2 (y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.8.9).
Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíûõ ïëîòíîñòåé çàòðóäíèòåëüíî.

Âîçìîæíî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé fopt(x′),
πopt(x) è popt(x′, x) ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ìåòî-
äà ñóïåðïîçèöèè [24, 25].

ÃËÀÂÀ 2. ÒÅÎÐÈß ÑËÀÁÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
È ÅÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
è ïîëåé

2.1.1. Î ñîäåðæàíèè ãëàâû 2. Â ýòîé ãëàâå áóäåò îáîñíîâàí ìå-
òîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé, ò. å. äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 1.10.1. Äëÿ ýòîãî
ïîòðåáóåòñÿ èçó÷èòü îñíîâû òåîðèè ñëàáîé (ôóíêöèîíàëüíîé) ñõîäèìî-
ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ýòà òåîðèÿ áóäåò òàê-
æå èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ÷èñëåííûõ
ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíîðîäíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Áó-
äåò îïèñàíà íîâàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé
� òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî (â òîì ÷èñëå ïàðàìåòðè÷åñêîãî)
èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.1.2. Âûáîðî÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè. Òðóäíîñòè èçó÷åíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ è ïîëåé ñâÿçàíû, ïðåæäå âñåãî, ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ñàìî
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ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãîì áîëåå ñëîæíûì äëÿ
èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, ÷åì ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Çäåñü óìåñòíî ñðàâíåíèå ïîíÿòèé ¾ôóíêöèÿ¿ è ¾âåùåñòâåííîå ÷èñëî¿
(â ñìûñëå îáúåìà è ñëîæíîñòè èçó÷åíèÿ) â ¾îáû÷íîì¿ (íåñòîõàñòè÷å-
ñêîì) ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå.

Òðàäèöèîííûå (íåñïåöèàëèçèðîâàííûå) êóðñû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ïîñâÿùåíû, êàê ïðàâèëî, èçó÷åíèþ òîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ñâÿçè
ñ ýòèì íàì íåîáõîäèìî ââåñòè íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è ïîëåé [35, 36].

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.1. Ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñåìåé-
ñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ(x) = ξ(x, ω), çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω ⊆ Rs (êàê ïðàâèëî, s = 1) ñ σ-àëãåáðîé �A
òî÷å÷íûõ èëè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç Rs è ìåðîé P(A), A ⊆ Ω è
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà x, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà X. Åñëè X åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî â R, òî ξ(x) � ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ïðèìåðàìè òàêèõ ïðî-
öåññîâ ñëóæàò ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, öåïè Ìàðêîâà,
ìàðòèíãàëû è äð.), à åñëè X = (a, b) ⊆ R, òî ξ(x) � ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
Rl, òî ξ(x) íàçûâàþò ñëó÷àéíûì ïîëåì ðàçìåðíîñòè l.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì â êà÷åñòâå X áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ
îáëàñòü ñ ãðàíèöåé â Rl (äëÿ ïðîöåññîâ ýòî ïðîñòî îòðåçîê [a, b]). Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ ξ(x) ïðèíàäëåæàò Rs ïðè s > 1, òî
êî âñåì ââåäåííûì ïîíÿòèÿì äîáàâëÿåòñÿ ïðèëàãàòåëüíîå ¾âåêòîðíûé¿
(âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âåêòîðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå è ò. ï.) è èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ξ(x).

Åñëè çàôèêñèðîâàòü ω0 ∈ Ω, òî ìû ïîëó÷àåì íåñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ
ξ(x, ω0) = ξ0(x), x ∈ X.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.2. Ôóíêöèÿ ξ0(x) íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé,
èëè âûáîðî÷íîé ôóíêöèåé, èëè ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ðîëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûñòóïàþò ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Z(X) ôóíêöèé z(x), x ∈ X, â êîòîðîì ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ëåæàò òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç �AZ σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ èç Z(X), ïîðîæäåííóþ (ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ) òàê íàçûâàåìûìè öèëèí-
äðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè âèäà

A =
{
z(x) ∈ Z : z(x1) ∈ Y1, . . . , z(xn) ∈ Yn

}
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äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé n è x1, . . . ,xn èç X è áîðåëåâñêèõ ìíî-
æåñòâ Y1, . . . , Yn èç R. Åñëè ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ξ(x, ω) çàäàíà, òî îíà
îïðåäåëÿåò èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω ñ σ-àëãåáðîé �A â
ïðîñòðàíñòâî Z(X) ñ σ-àëãåáðîé �AZ , òàê êàê, î÷åâèäíî, ξ−1(A) = {ω :
ξ(x, ω) ∈ A} ∈ �A äëÿ ëþáîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà A, è ïîýòîìó
ξ−1(B) ∈ �A äëÿ ëþáîãî B ∈ �AZ . Ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Pξ(B) íà Z(X), îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè
Pξ(B) = P(ξ−1(B)) äëÿ âñåâîçìîæíûõ B ∈ �AZ .

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.3. Ïðîñòðàíñòâî Z(X) ñ σ-àëãåáðîé �AZ è ìå-
ðîé Pξ(B) íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýëåìåíòàðíûé èñõîä ¾ω̃¿ äëÿ âûáîðî÷íîãî
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òðàåêòîðèåé ïðîöåññà;
íå ñëåäóåò ïóòàòü åãî ñ ýëåìåíòîì ω èç ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé Ω, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(x0)
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x0.

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â êà÷åñòâå Z(X)
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì ïðîñòðàíñòâî C(X). Ýòî ìíîæå-
ñòâî íåïðåðûâíûõ íà X ôóíêöèé, ïðè÷åì σ-àëãåáðà �AC ñîâïàäàåò â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâàìè, îòêðûòû-
ìè îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè

ρC(z1, z2) = sup
x∈X

∣∣z1(x)− z2(x)
∣∣, z1, z2 ∈ C(X).

2.1.3. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-
öèÿ. Ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå. Ïðè îïðåäåëåíèè è ìîäåëèðî-
âàíèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Åñ-
ëè ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x) çàôèêñèðîâàòü çíà÷å-
íèÿ x1, . . . ,xK èç X, òî ìû ïîëó÷èì ìíîãîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
(ñëó÷àéíûé âåêòîð)

(
ξ(x1), . . . , ξ(xK)

)
.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.4. Ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí
(
ξ(x1), . . . , ξ(xK)

)
äëÿ

ðàçëè÷íûõ K è ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ x1, . . . ,xK íàçûâàþò êîíå÷íîìåð-
íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, êàê ïðàâèëî, çàäàåòñÿ ñâîèìè êîíå÷íîìåðíû-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñïåöèàëü-
íûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè [35, 36]. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,
÷òî åñëè íå äàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ òðàåêòîðèé
ôóíêöèè, òî äàííûé íàáîð êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàäàåò öåëûé
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êëàññ ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî åñ-
ëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàëè
ïðîñòðàíñòâó C(X), òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþò ñëó-
÷àéíóþ ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.5. Ôóíêöèÿ m(x) = Eξ(x) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ

R(x1,x2) = E
(
ξ(x1)−m(x1)

) (
ξ(x2)−m(x2)

)
� (2.1.1)

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ξ(x)
ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä

R(x1,x2) = E
(
ξ(x1)−m(x1)

) (
ξ(x2)−m(x2)

)∗
, (2.1.2)

ãäå çíàê ¾∗¿ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ôóíêöèÿ D(x) =
R(x,x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ôóíêöèÿ âèäà (2.1.1) (èëè (2.1.2)) íàçûâàåòñÿ
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé, àâòîêîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèåé.

Ôóíêöèè m(x) è R(x1,x2) ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëíî-
ñòüþ íå çàäàþò ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ. Èìååòñÿ îäèí âàæíûé ÷àñòíûé
ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèèm(x) è R(x1,x2) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñëó÷àé-
íîå ïîëå ξ(x) (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(x)).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.6. Äåéñòâèòåëüíîå ñëó÷àéíîå ïîëå (ïðîöåññ)
íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè âñå åãî ñîãëàñîâàííûå êîíå÷íîìåðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè. Êîìïëåêñíîçíà÷íîå ñëó÷àéíîå
ïîëå ξ(x) = ξ1(x) + iξ2(x), x ∈ Rl íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè ïàðà(
ξ1(x), ξ2(x)

)
îáðàçóåò äåéñòâèòåëüíîå äâóìåðíîå ãàóññîâñêîå ïîëå.

Íà ïðàêòèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î ôóíê-
öèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçó÷àåìî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ÷àñòî äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæå-
íèå î ãàóññîâîñòè ýòîãî ïîëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ëèòåðàòóðå ïî ÷èñëåí-
íîìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïî-
ñòðîåíèþ ìîäåëåé èìåííî ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (ñì. äàëåå
ðàçä. 2.10�2.12 è ìîíîãðàôèè [8, 13, 16]). Âàæíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó
èñïîëüçîâàíèÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìî-
ñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîíñòðóèðóåìûõ ìîäåëåé (ñì. äàëåå
ïîäðàçä. 2.11.1).
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2.1.4. Ñòàöèîíàðíîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Îäíîðîäíîñòü
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.1.7. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(x), x ∈ R íàçûâàåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì (â óçêîì ñìûñëå), åñëè ïðè ëþáûõ K è x1, . . . , xK
èç X ðàñïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

(
ξ(x1 + u), . . . ,

ξ(xK +u)
)
íå çàâèñèò îò u. Ïðè ýòîì m(x) = const, à êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ R(x1, x2) ≡ R(u) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè u = x1 − x2.
Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì
ñìûñëå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ïðè÷åì äëÿ ïîëåé âìåñòî òåð-
ìèíà ¾ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå¿ èñïîëüçóþò òåðìèí îä-
íîðîäíîñòü.

Áîëüøóþ ðîëü (ñðàâíèìóþ ñ òåîðèåé ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ â
¾îáû÷íîì¿ � íåñòîõàñòè÷åñêîì � ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå) èãðàåò òàê
íàçûâàåìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ ñòàöèîíàðíûõ (â øèðîêîì ñìûñ-
ëå) ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Îñíîâû ýòîé òåîðèè èçëîæåíû äàëåå â ðàçä. 2.8,
2.9 â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì â ðàçä. 2.10�2.12 ÷èñëåííûõ ìîäåëåé îäíî-
ðîäíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

2.2. Îñíîâû îáùåé òåîðèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé

2.2.1. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñõîäè-
ìîñòü â ñðåäíåì. Â òåîðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìíîãèå êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé {ξn(x)}, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåìûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè ïðè n→∞. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå âèäû âåðîÿòíîñòíîé ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [35�37].

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.1. Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(x)} ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèÿì ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x), åñëè äëÿ ëþáîãî K è ëþ-
áîãî íàáîðà òî÷åê {x1, . . . ,xK} ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F
(K)
ξn

(y) = F
(K)
ξn

(y1, . . . , yK) = P
{
ξn(x1) < y1, . . . , ξn(xK) < yK

}
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè F

(K)
ξ (y) â êàæäîé òî÷êå y, ãäå ôóíêöèÿ F (K)

ξ (y)
íåïðåðûâíà.

Ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé
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îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè K ïåðåìåííûõ f(v) âûïîëíåíî

Ef
(
ξn(x1), . . . , ξn(xK)

)
→ Ef

(
ξ(x1), . . . , ξ(xK)

)
ïðè n→∞; (2.2.1)

ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè
êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(x)}
ñõîäèòñÿ (ïîòî÷å÷íî) ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x) â ñðåäíåì ñòåïåíè
p, 0 < p <∞, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

E
∣∣ξn(x)− ξ(x)

∣∣p → 0 ïðè n→∞. (2.2.2)

Â êëàññè÷åñêîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ýòîò âèä ñõîäèìîñòè íàçû-
âàþò ñõîäèìîñòüþ â Lp(X). Ïðè p = 2 ýòó ñõîäèìîñòü íàçûâàþò òàêæå
ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì è ïèøóò ξ(x) = l.i.m. ξn(x) (çäåñü
l.i.m. � ñîêðàùåíèå îò limit in mean � ¾ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì¿). Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíèå 2.2.2 èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ p ≥ 1
â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèîíàëüíîå (âåðîÿòíîñòíîå) ïðî-
ñòðàíñòâî Lp(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò. å. âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ [38].

2.2.2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ (ñëàáàÿ) ñõîäèìîñòü â Z(X): îáùèé
êðèòåðèé. Â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
ξ(x), êàê ïðàâèëî, âõîäèò â îïèñàíèå ìîäåëèðóåìîãî ðåàëüíîãî ïðîöåñ-
ñà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü âåðî-
ÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Φ(ξ)} äëÿ íåêîòîðîãî
íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ {Φ}. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî ôóíêöèè ξ(x) åå
÷èñëåííîé ìîäåëè ξn(x) âàæíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {ξn(x)} ïðè n→∞, ò. å. ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé {Φ(ξn)} ê {Φ(ξ)}. Çàáåãàÿ âïåðåä, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî
¾ïîòî÷å÷íûõ¿ ñõîäèìîñòåé âèäà (2.2.1), (2.2.2) çäåñü íå äîñòàòî÷íî.

Ââåäåì áîëåå òî÷íûå ïîíÿòèÿ, êðèòåðèè è óñëîâèÿ [32, 35�37]. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé {ξn(x)}, ïî÷òè âñå
òðàåêòîðèè êîòîðûõ ëåæàò â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Z(X) ñ
ìåòðèêîé ρZ (îáîçíà÷åíèå ξn ∈ Z(X)). Âåçäå äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî x ∈ X,
ãäå X � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé â Rl.

Ïóñòü íà Z(X) îïðåäåëåí êëàññ ôóíêöèîíàëîâ

Φ ⊂ {Φ : Z(X) → R, Φ èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî �AZ}.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé {ξn(x)} Φ-ñõîäèòñÿ â Z(X) ê ξ(x), åñëè äëÿ âñåõ Φ èç
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Φ è y èç R âûïîëíåíî

Pξn

(
{z ∈ Z(X) : Φ(z) < y}

)
→ Pξ

(
{z ∈ Z(X) : Φ(z) < y}

)
ïðè n→∞.

(2.2.3)
Çäåñü Pξ(B) � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x) íà Z(X) � ñì.
îïðåäåëåíèå 2.1.3.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(x)}

ñëàáî ñõîäèòñÿ â Z(X) ê ξ(x), åñëè Φ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ îãðàíè÷åííûõ â ìåòðèêå ρZ ôóíêöèîíàëîâ è âûïîëíåíî óñëîâèå
(2.2.3) äëÿ âñåõ Φ ∈ Φ è y ∈ R.

Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ ñëàáîé è ôóíê-
öèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â Z(X) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà Φ âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå EΦ(ξn) =

∫
Z(X)

Φ(z)Pξn(dz). Äëÿ ñõîäèìîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèé Φ(ξn) ê ðàñïðåäåëåíèÿì Φ(ξ) ïðè n → ∞ íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî:

lim
n→∞

∫
Z(X)

Φ(z)Pξn
(dz) =

∫
Z(X)

Φ(z)Pξ(dz). (2.2.4)

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð {Pξn} ñëàáî ñõîäèòñÿ â Z(X) ê ìåðå Pξ, åñëè äëÿ âñåõ
íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ Φ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(2.2.4).

Òàêèì îáðàçîì, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìåð. Ââåäåì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.2.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {Pξn} íàçûâàåòñÿ
ñëàáî êîìïàêòíîé, åñëè èç âñÿêîé åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.2.1 (îáùèé êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè â Z(X)).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {Pξn

} ñëàáî ñõîäèëàñü ê ìå-
ðå Pξ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

à) ñóùåñòâóåò àëãåáðà ÃZ òàêàÿ, ÷òî σ(ÃZ) = �AZ (ò. å. σ-àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ àëãåáðîé ÃZ , ñîâïàäàåò ñ �AZ), è äëÿ âñåõ B ∈ ÃZ âûïîë-
íåíî Pξn

(B) → Pξ(B) ïðè n→∞;
á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pξn

} ñëàáî êîìïàêòíà.

41



Â äàëüíåéøåì óñëîâèå à óòâåðæäåíèÿ 2.2.1 áóäåì íàçûâàòü óñëîâè-
åì ñõîäèìîñòè íà àëãåáðå, à óñëîâèå á óòâåðæäåíèÿ 2.2.1 � óñëîâèåì
ñëàáîé êîìïàêòíîñòè.

2.3. Óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(X)

2.3.1. Óñëîâèå ñõîäèìîñòè íà àëãåáðå â ïðîñòðàíñòâå C(X).
Äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíûå óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.2.1 äëÿ ñëó÷àÿ Z(X) =
C(X) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñåïàðàáåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì [38], è ïîýòîìó ìèíèìàëüíàÿ σ�àëãåáðà ÂC , ñîäåðæà-
ùàÿ âñå öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà, ñîäåðæèò âñå áîðåëåâñêèå ìíîæå-
ñòâà. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè íà àëãåáðå äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà C(X) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(x) ñõîäÿòñÿ
ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ôóíêöèè ξ(x) ïðè n→∞.

(2.3.1)
2.3.2. Êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå C(X).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.3.1. Ïóñòü Z(X) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ïðî-

ñòðàíñòâî è �AZ � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {Pξn

} íà �AZ áûëà ñëàáî êîì-
ïàêòíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøåëñÿ
êîìïàêò K ⊂ Z(X) òàêîé, ÷òî supnPξn

(
Z(X) \K

)
< ε.

Ââåäåì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â C(X):

δh(z) = sup
x1,x2∈X:‖x1−x2‖l<h

∣∣z(x2)− z(x1)
∣∣, z ∈ C(X),

ãäå ‖.‖l � íîðìà â Rl : ‖x‖l =
√(

x(1)
)2 + . . .+

(
x(l)
)2
. Èç òåîðåìû

Àðöåëà [38] ñëåäóåò
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.3.2. Ïóñòü H � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, s(h) �

íåóáûâàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî, îïðåäå-
ëåííàÿ ïðè h > 0, òàêàÿ, ÷òî limh↓0 s(h) = 0, è ïóñòü K̃

(
H, s(h)

)
�

ìíîæåñòâî ôóíêöèé z(x), ïðèíàäëåæàùèõ C(X) è óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì: supx∈X

∣∣z(x)
∣∣ ≤ H è äëÿ ëþáîãî h > 0 âûïîëíåíî δh(z) ≤ s(h).

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) äëÿ ëþáûõ H è s(h) ìíîæåñòâà K̃

(
H, s(h)

)
êîìïàêòíû â C(X);
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á) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K0 â C(X) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà H è
ôóíêöèÿ s(h) òàêèå, ÷òî K0 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà K̃

(
H, s(h)

)
.

Èç óòâåðæäåíèé 2.2.1, 2.3.1, 2.3.2 ïîëó÷àåì
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.3.3 (êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(X)).Ïóñòü

ξn(x) ∈ C(X), n = 1, 2, . . . Äëÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ξn(x)} ê ξ(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîâðåìåííî áûëè âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (2.3.1) è

lim
h↓0

lim
n→∞

P
(
δh(ξn) > ε

)
= 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0. (2.3.2)

2.3.3. Óñëîâèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè â C(X) â òåð-
ìèíàõ ïðèðàùåíèé. Óñëîâèå (2.3.2) ÷àñòî ñëîæíî ïðîâåðèòü, è äëÿ
ïðèëîæåíèé óäîáíåå èñïîëüçîâàòü áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûå, íî ïðîñòûå
óñëîâèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò (2.3.2).

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

∆hξ(x) = ∆h(1)

1

(
∆h(2)

2

(
. . .
(
∆h(l)

l ξ(x(1), . . . , x(l))
)
. . .
))

�

ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü ïî âñåì êîîðäèíàòàì, çäåñü

∆h(i)

i ξ
(
x(1), .., x(l)

)
= ξ
(
x(1), .., x(i) + h(i), .., x(l)

)
− ξ
(
x(1), .., x(l)

)
, (2.3.3)

x = (x(1), . . . , x(l)), h = (h(1), . . . , h(l)), t + h ∈ X.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.3.4 (óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(X) â òåð-

ìèíàõ ïðèðàùåíèé). Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(x)} âûïîëíåíî
óñëîâèå (2.3.1) è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p, r
è H òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è h, ãäå x, x + h ∈ X, è n = 1, 2, . . .
âûïîëíåíî

E
∣∣∆hξn(x)

∣∣p ≤ H

∣∣∣∣∣
l∏

j=1

h(j)

∣∣∣∣∣
1+r

, (2.3.4)

òî ξn ∈ C(X), n = 0, 1, 2, . . . (ò. å. ôóíêöèè ξn âûáîðî÷íî íåïðåðûâíû)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(x)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(x).

Â ñëó÷àå h(j) = 0 ðàçíîñòü (2.3.3) ïî j-é êîîðäèíàòå â ∆hξn(x) íå
áåðåòñÿ è íóëåâîå h(j) îòñóòñòâóåò â ïðàâîé ÷àñòè (2.3.4). Â ÷àñòíîñòè,
ïðè h(1) = . . . = h(l) = 0 âûïîëíåíî E|ξn(x)|p < H äëÿ âñåõ x ∈ X.
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2.4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè â C(X)

2.4.1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ¾â ñðåäíåì
ñòåïåíè p¿. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óñëîâèé ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â
C(X) ñâÿçàíî ñ ïåðåõîäîì îò óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé (2.3.4) ê
òàê íàçûâàåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì è ìîìåíòíûì óñëîâèÿì (ñì. äà-
ëåå ïîäðàçä. 2.4.2 è ðàçä. 2.9). Çäåñü äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé íóæíî
ñòðîèòü ¾ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1¿, èñ-
ïîëüçóÿ ¾ìîäóëü¿ E|ξ|p â îáëàñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè âìåñòî
îáû÷íîãî ìîäóëÿ äëÿ íåñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûé ñëó÷àé � ¾ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì¿ � äëÿ
p = 2. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûå àíàëîãè ïîíÿòèé
è óòâåðæäåíèé êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.4.1. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ
(
x(1), . . . , x(l)

)
íàçûâà-

åòñÿ ïðîèçâîäíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ
(
x(1), . . . , x(l)

)
ïî i-é êî-

îðäèíàòå â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1 è îáîçíà÷àåòñÿ êàê:

ϕ
(
x(1), . . . , x(l)

)
=
∂ξ
(
x(1), . . . , x(l)

)
∂x(i)

,

åñëè E
∣∣∆h(i)

i ξ
(
x(1), . . . , x(l)

)
/h(i) − ϕ

(
x(1), . . . , x(l)

)∣∣p → 0 ïðè h(i) → 0.
Ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ â ñðåäíåì ñòå-
ïåíè p, p > 1, îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî:

∂lξ
(
x(1), . . . , x(l)

)
∂x(1) . . . ∂x(l)

=
∂

∂x(1)

(
∂

∂x(2)
. . .

(
∂

∂x(l)
ξ
(
x(1), . . . , x(l)

))
. . .

)
.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.4.1 (ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ). Åñëè ó ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(x), x ∈ [a, b] ⊂ R ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ξ(x)/∂x â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p > 1,
äëÿ âñåõ x ∈ (a, b), òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫ b
a
(∂ξ(x)/∂x) dx â ñðåäíåì

ñòåïåíè p è

ξ(b)− ξ(a) =
∫ b

a

∂ξ(x)
∂x

dx; (2.4.1)

çäåñü ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñðåäíåì ñòåïåíè p:

E

∣∣∣∣∣(ξ(b)− ξ(a)
)
−
∫ b

a

∂ξ(x)
∂x

dx

∣∣∣∣∣
p

= 0.
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2.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ. Äîêàæåì ñëåäóþùåå
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.4.2. Ïóñòü ïðè p > 1 ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ξn(x),

n = 1, 2, . . . íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå X â ñðåäíåì ñòåïåíè p è äëÿ
ëþáîãî k : 1 ≤ k ≤ l ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

Dm1..ml
ξn(x) =

∂kξn
(
x(1), .., x(l)

)
∂
(
x(1)

)m1
..∂
(
x(l)
)ml

, mi = 0 èëè mi = 1, m1+..+ml = k

(ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, ïî êàæäîé êîîðäèíàòå íå áîëåå
ïåðâîãî ïîðÿäêà) â ñðåäíåì ñòåïåíè p, îãðàíè÷åííûå íà X êîíñòàí-
òîé H, íå çàâèñÿùåé îò n. Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3.1), òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(x)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(x) â C(X).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 2.4.2
ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.3.4) óòâåðæäåíèÿ 2.3.4. Íå îãðàíè÷è-
âàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñìåøàííîé ðàçíîñòè ∆hξn(x) âñå
h(i), i = 1, . . . , l ïîëîæèòåëüíû (åñëè, íàïðèìåð, h(i) = 0, òî âñå ïðåä-
ñòàâëåííûå íèæå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ξn, êàê ôóíêöèè ïåðå-
ìåííûõ x(1), . . . , x(i−1), x(i+1), . . . , x(l)).

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (2.4.1) èç óòâåðæäåíèÿ 2.4.1 l ðàç, ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïîëó÷àåì:

∆h(1)

1 ξn
(
x(1), . . . , x(l)

)
=

x(1)+h(1)∫
x(1)

∂ξn
(
s(1), x(2), . . . , x(l)

)
∂s(1)

ds(1);

∆h(2)

2

(
∆h(1)

1 ξn(x(1), .., x(l))
)

= ∆h(2)

2

 x(1)+h(1)∫
x(1)

∂ξn
(
s(1), x(2), .., x(l))

∂s(1)
ds(1)

 =

=

x(1)+h(1)∫
x(1)

x(2)+h(2)∫
x(2)

∂2ξn
(
s(1), s(2), x(3), . . . , x(l))

∂s(1) ∂s(2)
ds(1) ds(2)

è ò. ä., è, íàêîíåö, ñìåøàííàÿ ðàçíîñòü ∆hξn(x) ðàâíà:

∆h(l)

l

 x(1)+h(1)∫
x(1)

..

x(l−1)+h(l−1)∫
x(l−1)

∂l−1ξn
(
s(1), .., s(l−1), x(l)

)
∂s(1)..∂s(l−1)

ds(1)..ds(l−1)

 =
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=

x(1)+h(1)∫
x(1)

..

x(l−1)+h(l−1)∫
x(l−1)

x(l)+h(l)∫
x(l)

∂lξn
(
s(1), .., s(l−1), s(l)

)
∂s(1)..∂s(l−1) ∂s(l)

ds(1)..ds(l−1) ds(l).

Ó÷èòûâàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî ñîîòíîøå-
íèå

∣∣∫
V
f(v) dv

∣∣ ≤ ∫
V
|f(v)| dv, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E
∣∣∆hξn(x)

∣∣p ≤ E

 x(1)+h(1)∫
x(1)

..

x(l)+h(l)∫
x(l)

∣∣∣∣∣∂lξn
(
s(1), .., s(l)

)
∂s(1)..∂s(l)

∣∣∣∣∣ ds(1)..ds(l)

p

.

Äàëåå, ïóñòü ξ̂(w) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé (â ñðåäíåì ñòåïå-

íè p) íà îòðåçêå
[
û, û+ ĥ

]
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó

Ãåëüäåðà [38]∫
a(y)b(y) dy ≤

(∫
ap(y) dy

)1/p(∫
bq(y) dy

)1/q

, p, q > 0;
1
p

+
1
q

= 1

(ò. å. äëÿ q = p/(p− 1)) è òåîðåìå Ôóáèíè, èìååì

E

 û+ĥ∫
û

∣∣∣∣∣∂ξ̂(w)
∂s

∣∣∣∣∣ dw

p

≤ E


 û+ĥ∫

û

∣∣∣∣∣∂ξ̂(w)
∂s

∣∣∣∣∣
p

dw


1/p

× |ĥ|1/q


p

=

= |ĥ|p/qE
û+ĥ∫
û

∣∣∣∣∣∂ξ̂(w)
∂s

∣∣∣∣∣
p

dw ≤ |ĥ|p sup
w∈[û,û+ĥ]

E

∣∣∣∣∣∂ξ̂(w)
∂s

∣∣∣∣∣
p

= |ĥ|pE

∣∣∣∣∣∂ξ̂(xmax)∂s

∣∣∣∣∣
p

,

ãäå xmax ∈
[
û, û+ ĥ

]
; çäåñü èñïîëüçîâàíà íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé

ïðîöåññà ξ̂(w) â ñðåäíåì ñòåïåíè p. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé

ξ̂(l)(w) =

x(1)+h(1)∫
x(1)

..

x(l−1)+h(l−1)∫
x(l−1)

∂l−1ξn
(
s(1), .., s(l−1), w

)
∂s(1)..∂s(l−1)

ds(1)..ds(l−1)

(çäåñü û = x(l), ĥ = h(l));

ξ̂(l−1)(w) =
∂

∂x(l)

x(1)+h(1)∫
x(1)

..

x(l−2)+h(l−2)∫
x(l−2)

∂l−2ξn
(
s(1), .., s(l−2), w, x

(l)
max

)
∂s(1)..∂s(l−2)

ds
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(çäåñü û = x(l−1), ĥ = h(l−1), ds = ds(1)..ds(l−2)) è ò. ä. è, íàêîíåö, äëÿ

ξ̂(1)(w) =
∂l−1ξn

(
w, x

(2)
max, . . . , x

(l)
max

)
∂x(2) . . . ∂x(l)

; û = x(1), ĥ = h(1),

ïîëó÷àåì

E
∣∣∆hξn(x)

∣∣p ≤ sup
x∈X

E

∣∣∣∣∣∂lξn
(
x(1), .., x(l)

)
∂x(1)..∂x(l)

∣∣∣∣∣
p

×

∣∣∣∣∣∣
l∏

j=1

h(j)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ H

∣∣∣∣∣∣
l∏

j=1

h(j)

∣∣∣∣∣∣
p

,

ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3.4) äëÿ p = 1+r. Óòâåðæäåíèå 2.4.2 äîêàçàíî.
Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [13].
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.4.3. Åñëè äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(x),

n = 1, 2, . . ., âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3.1) è ñóùåñòâóþò âñåâîçìîæíûå
îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîäíûå Dm1...ml

ξn(x), mi ≥ 0, äî
ïîðÿäêà k = m1 + . . .+ml = [l/2] + 1 (çäåñü [A] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà A)
âêëþ÷èòåëüíî â ñðåäíåì ñòåïåíè p, p ≥ 2, äëÿ x ∈ X, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ξn(x)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(x).

Óòâåðæäåíèÿ 2.4.2 è 2.4.3, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìû, òàê êàê èç
ñóùåñòâîâàíèÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ íå áîëåå ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî êàæäîé êîîðäèíàòå äî ïîðÿäêà l âêëþ÷èòåëüíî íå ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèÿ âñåâîçìîæíûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà ([l/2] + 1).

2.5. Íåïðåðûâíîñòü âàæíåéøèõ ôóíêöèîíàëîâ â C(X)

2.5.1. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà ¾ñóïðåìóì¿. Â ðÿäå ïðè-
ëîæåíèé (â òîì ÷èñëå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé �
ñì. äàëåå ðàçä. 2.6 � è ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíî-
ðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé � ñì. äàëåå ðàçä. 2.7�2.12) âàæíà ñõîäèìîñòü
(à çíà÷èò è íåïðåðûâíîñòü) ôóíêöèîíàëà

Φ1(z) = sup
x∈X

z(x), z ∈ C(X).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.5.1. Ôóíêöèîíàë Φ1 íåïðåðûâåí â ìåòðèêå ρC .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ∣∣Φ1(z1)− Φ1(z2)
∣∣ ≤ ρC(z1, z2); z1, z2 ∈ C(X). (2.5.1)
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Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ âñåõ y1 è y2 èç C(X) ñïðàâåäëèâî

sup
x∈X

(
y1(x) + y2(x)

)
≤ sup

x∈X
y1(x) + sup

x∈X
y2(x). (2.5.2)

Äëÿ âñåõ x èç X èìååì y1(x) ≤ supx∈X y1(x), y2(x) ≤ supx∈X y2(x)
è y1(x) + y2(x) ≤ supx∈X y1(x) + supx∈X y2(x) = A1. Çíà÷èò, ÷èñëî
A1 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè(
y1(x)+ y2(x)

)
, à supx∈X

(
y1(x)+ y2(x)

)
� ìèíèìàëüíàÿ èç âñåõ âåðõíèõ

ãðàíèö. Íåðàâåíñòâî (2.5.2), òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî.
Äàëåå, äëÿ z1, z2 ∈ C(X) ñ ïîìîùüþ (2.5.2) ïîëó÷àåì:

Φ1(z1) = sup
x∈X

z1(x) ≤ sup
x∈X

(
z1(x)− z2(x)

)
+ sup

x∈X
z2(x) ≤

≤ sup
x∈X

∣∣z1(x)− z2(x)
∣∣+ Φ1(z2)

èëè
Φ1(z1)− Φ1(z2) ≤ sup

x∈X

∣∣z1(x)− z2(x)
∣∣ = ρC(z1, z2).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì Φ1(z2)−Φ1(z1) ≤ ρC(z1, z2), îòêóäà ñëåäóåò (2.5.1).
Óòâåðæäåíèå 2.5.1 äîêàçàíî.

2.5.2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà ¾èíòåãðàë¿. Â ðÿäå ñëó÷à-
åâ òðåáóåòñÿ ñõîäèìîñòü (à çíà÷èò è íåïðåðûâíîñòü) â C(X) ôóíêöèîíà-
ëà Φ2(z) =

∫
X
z(x) dx, z ∈ C(X) (ñì. äàëåå ðàçä. 2.7). Çäåñü ñïðàâåäëèâ

àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (2.5.1):∣∣Φ2(z1)− Φ2(z2)
∣∣ ≤ ∫

X

∣∣z1(x)− z2(x)
∣∣ dx ≤ mesX ρC(z1, z2).

2.6. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé

2.6.1. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Ξn. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1.10.1, â êîòîðîì ãîâîðèòñÿ
î òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.10.1). (1.10.2) ìåòîä çàâèñèìûõ
èñïûòàíèé èìååò (ïî âåðîÿòíîñòè) ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè 1/

√
n, ò. å. äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

P
(

sup
x∈X

∣∣Zn(x)− ϕ(x)
∣∣ ≤ H3√

n

)
> 1− ε (2.6.1)
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(ñì. ñîîòíîøåíèå (1.10.3). Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ξn(x) =
√
n
(
Zn(x)− ϕ(x)

)
=

1√
n

n∑
j=1

ζ̃j(x)

(ñì. ñîîòíîøåíèå (1.10.4)) ñëàáî ñõîäèòñÿ â C(X) ê íåïðåðûâíîé (ïî
âåðîÿòíîñòè) ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ξ(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì
è êîâàðèàöèÿìè EΞ(x1)Ξ(x2) = Eζ̃(x1)ζ̃(x2), ãäå x1,x2 ∈ X. Ïðè ýòîì
áóäåì ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.4.2. Èç óñëîâèÿ (1.10.1) ïîëó-
÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Dζ̃(x) îãðàíè÷åíà íà X. Òîãäà ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-
ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ξn(x)} ê ãàóññîâñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì (ò. å. âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.3.1)) ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòî-
ðîâ [36].

2.6.2. Èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óñëîâèé ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà ¾ñóïðåìóì¿. Çà-
ìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.10.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé
{Ξn(x)} âûïîëíåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè
â C(X). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.4.2 âûïîëíåíû è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé {Ξn(x)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåïðå-
ðûâíîé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ξ(x).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.5.1 è ñîîòíîøåíèþ

sup
x∈X

∣∣z(x)
∣∣ = max

(
sup
x∈X

z(x), sup
x∈X

(
−z(x)

))
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ3(z) = supx∈X

∣∣z(x)
∣∣ íåïðåðûâåí â ìåòðè-

êå ρC . Òîãäà èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ξn(x)} ê Ξ(x)
ñëåäóåò, ÷òî

P
(

sup
x∈X

∣∣Zn(x)− ϕ(x)
∣∣ ≤ H3√

n

)
=

= P
(

sup
x∈X

∣∣Ξn(x)
∣∣ ≤ H3

)
→ P

(
sup
x∈X

∣∣Ξ(x)
∣∣ ≤ H3

)
ïðè n → ∞. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò (2.6.1) (èëè (1.10.3)),
òàê êàê íåïðåðûâíàÿ (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) ôóíêöèÿ Ξ(x) îãðàíè-
÷åíà (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) íà X íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, êîòîðóþ
ñëåäóåò âçÿòü â êà÷åñòâå H3. Óòâåðæäåíèå 1.10.1 äîêàçàíî.
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2.7. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

2.7.1. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è ïîëåé. Îïèñàííàÿ â ðàçä. 2.2�2.5 òåîðèÿ ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé áóäåò èñïîëüçîâà-
íà äàëåå ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ îò òðàåêòîðèé ÷èñ-
ëåííûõ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé îäíîðîäíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïî-
ëåé ξ(x) (ñì. ðàçä. 2.8�2.12). Òàêèå ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè îïèñàíèè
îáëà÷íîé ñòðóêòóðû (â ÷àñòíîñòè, êó÷åâîé îáëà÷íîñòè), ïîâåðõíîñòè
ìîðñêîãî âåòðîâîãî âîëíåíèÿ, ïîëÿ ôóíêöèè òîêà ïðè ãèïîòåçå
î õàîòè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ è äð. [13]. Èçâåñòíû
ýôôåêòèâíûå âåêòîðíûå ñïåêòðàëüíûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû
òóðáóëåíòíîñòè [12].

Èññëåäóåìûå ìîäåëè èìåþò âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn(x). Êàê óêà-
çûâàëîñü âûøå (ñì. ïîäðàçä. 2.2.2), â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ξ(x), êàê ïðàâèëî, âõîäÿò â îïèñàíèå ìîäåëèðóåìî-
ãî ðåàëüíîãî ïðîöåññà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåòñÿ
èññëåäîâàòü âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Φ(ξ)}
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ {Φ}. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè
âìåñòî ôóíêöèè ξ(x) åå ÷èñëåííîé ìîäåëè ξn(x) âàæíà ñëàáàÿ ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(x)} ïðè n→∞.

Êðîìå èçó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìû ïðåäñòàâèì äàëåå
îòíîñèòåëüíî íîâîå ïðèëîæåíèå ÷èñëåííûõ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé èç ðàáîòû [39].

2.7.2. Òðåáîâàíèÿ ê òåñòîâîé ñèñòåìå ôóíêöèé. Âàæíåéøèì
ýëåìåíòîì èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èí è ôóíêöèé
(1.1.2)�(1.1.4), (1.1.8) ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî
âõîäíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ (ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
g(x) â çàäà÷å (1.1.2); ÿäðà k̂(x′, x) è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà f̂(x) â çàäà÷å
(1.1.3), (1.1.4); ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ g(x,x′) â çàäà÷å (1.1.8) è ò. ï.)
äîëæíû áûòü âûïîëíåíû îïðåäåëåííûå ÒÐÅÁÎÂÀÍÈß:

1) ÷òîáû ñîáëþñòè ¾íåçàâèñèìîñòü¿ òåñòèðîâàíèÿ, íóæíî äîáè-
âàòüñÿ òîãî, ÷òîáû âèä (ãðàôèê) ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ôóíêöèé áûë
ñëó÷àéíûì, çàðàíåå íåïðåäñêàçóåìûì;

2) äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ ¾ñëîæíûõ¿ âõîäíûõ äàííûõ íóæíî,
÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû
íà ïîëó÷åíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé ôóíêöèè;

3) íóæíî, ÷òîáû õîòÿ áû â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî áûëî
ïðîâåðèòü ðàñ÷åòû àíàëèòè÷åñêè;
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4) êàê ïðàâèëî, íóæíî îáåñïå÷èòü ïðèíàäëåæíîñòü èñïîëüçóåìîé
ôóíêöèè îïðåäåëåííîìó êëàññó ãëàäêîñòè;

5) äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè èññëåäóåìûõ àëãî-
ðèòìîâ íóæíî, ÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü óòî÷íåííûå
ñðåäíèå âåðõíèå ãðàíèöû ïîãðåøíîñòåé äëÿ èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé.

2.7.3. Èñïîëüçîâàíèå òðàåêòîðèé ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé.
Àíàëèç ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèé ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî
¾åñòåñòâåííîé¿ èäåå èñïîëüçîâàíèÿ òðàåêòîðèé ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ôóíêöèé. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ìî-
äåëè ÷àñòî ñòðîÿòñÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ïðèëîæåíèé è îáëàäàþò ìàëîé
ñòåïåíüþ îáùíîñòè [13, 16].

Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòå [39] íà ïðèìåðå çàäà÷è (1.1.2) ïîêàçàíî, ÷òî
äîñòàòî÷íî óäà÷íûì (ñ òî÷êè çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ
òðåáîâàíèé 1�5) îêàçûâàåòñÿ âûáîð â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ôóíêöèé òðà-
åêòîðèé ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé âåùåñòâåííûõ îäíîðîäíûõ ãàóññîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå ðàçä. 2.10) ñ êîíå÷íûì ñïåêòðîì âèäà

ξn(x) =
n∑
k=1

√
pk
[
γ

(1)
k cos(x,λk) + γ

(2)
k sin(x,λk)

]
. (2.7.1)

Çäåñü γ(i)
k , i = 1, 2 � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñòàíäàðòíûå íîðìàëü-

íûå âåëè÷èíû; x ∈ Qs = (0, 1)s.
Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà âûáîðà âåêòîðîâ {λk}. Ïåðâûé ñïîñîá � ñ ðàç-

áèåíèåì ñïåêòðà (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.10.1) � ñâÿçàí ñ ñîîòíîøåíèÿìè
λk ∈ Λk è λk ∼ f(λ)/pk (çíàê ¾∼¿ îçíà÷àåò ¾ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî
ïëîòíîñòè¿), ãäå n = ml; Λk =

[
k1h, (k1 + 1)h

)
× . . . ×

[
klh, (kl + 1)h

)
;

h = A/m; ki = 0, . . . ,m− 1 è pk =
∫
Λk
f(λ) dλ ≡ 1/n;

f(λ) =
{

1
Al

ïðè λ ∈ [0, A)l; 0 èíà÷å
}
. (2.7.2)

Âòîðîé ñïîñîá âûáîðà λk � áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà (ñì. äàëåå ïîä-
ðàçä. 2.10.4) � ïðåäóñìàòðèâàåò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå λk â Λ ñîãëàñ-
íî ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (2.7.2). Äëÿ îáîèõ ñïîñîáîâ
pk = 1/n. Ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷åê {λk} ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñîâïàäåíèå
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîäåëè (2.7.1) è ïðåäåëüíîãî (ïðè n → ∞)
îäíîðîäíîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäè-
íè÷íîé äèñïåðñèåé (ñì., íàïðèìåð, [8, 16] è ïîäðàçä. 2.10.2).
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðó íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíîé íîð-
ìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëàì (ñì., íà-
ïðèìåð, [8, 16]):

γ
(1)
k = (−2 lnαk,1)1/2 cos 2παk,2, γ

(2)
k = (−2 lnαk,1)1/2 sin 2π αk,2,

è òîãäà ñîîòíîøåíèå (2.7.1) ïðèíèìàåò âèä, óäîáíûé äëÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûõ âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ:

ξn(x) =
n∑
k=1

(−2 pk lnαk,1)1/2 cos
(
(λk,x) + 2π α′k,2

)
, α′k,2 = 1− αk,2.

(2.7.3)
2.7.4. Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé ê òåñòîâîé ñèñòåìå (íà ïðè-

ìåðå çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñòàíäàðò-
íûé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (1.1.2) è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè âè-
äà

g(x) = Asξn(x) (2.7.4)

óäîâëåòâîðÿþò ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì 1�5. Ñðàçó îòìåòèì,
÷òî èäåÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèé (2.7.1), (2.7.3) íà êîíñòàíòó As â ôîðìó-
ëå (2.7.4) ïðèøëà ïîñëå ðåàëüíûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ [39]. Ñìûñë ýòîé
èäåè ñîñòîèò â áîëåå òùàòåëüíîì ó÷åòå áîëüøèõ àìïëèòóä ñèíóñà è êî-
ñèíóñà ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ðàçìåðà A ñïåêòðàëüíîãî ìíîæåñòâà
Λ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âìåñòî ôóíêöèé (2.7.4) ïðè òåñòèðîâàíèè àëãî-
ðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñïåöè-
àëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé (2.7.1), (2.7.3) (ñì. äàëåå ðàçä. 2.12).

¾Ñëó÷àéíîñòü¿ ïîëó÷àåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé g(x) (òðå-
áîâàíèå 1) î÷åâèäíà, òàê êàê, íàïðèìåð, â (2.7.1) èñïîëüçóþòñÿ ðåàëè-
çàöèè ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {γ(j)

k , j = 1, 2} è
ñëó÷àéíûõ òî÷åê {λk}.

Âàðüèðîâàòü çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (2.7.4)
(òðåáîâàíèå 2) ìîæíî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ÷èñëà ñëàãàåìûõ (ïàðàìåòðà
n) â ñóììå (2.7.1).

Àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ îäíîêðàòíûé èíòåãðàë (òðåáîâàíèå 3):∫ 1

0

g(x) dx =
∫ 1

0

Aξn(x) dx = A

n∑
k=1

√
pk
(
γ

(1)
k sinλk − γ

(2)
k (cosλk − 1)

)
λk

;

àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ìîæíî âûâåñòè è äëÿ ñëó÷àÿ l > 1.
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Íåñëîæíî âû÷èñëÿåòñÿ è q-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèèAξn(x)
ïî x èìååò âèä (çäåñü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.7.3)):

g(q)(x) = Aξ(q)n (x) = A
n∑
k=1

(−2 pk lnαk,1)
1/2

λqk cos
(
λkx+ 2πα′k,2 + qπ/2

)
.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì A â ýòîé ñóììå âîçíèêíóò áîëüøèå êîýôôè-
öèåíòû λqk (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ðåàëèçàöèé λk, áëèçêèõ ê A), ïðè÷åì
ýòè êîýôôèöèåíòû âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì q ñòåïåííûì îáðàçîì. Õî-
òÿ ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ (2.7.3) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
ïî x, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g = Aξn ∈ Cr(Qs), åñëè

∣∣Aξ(q)n

∣∣ ≤ B äëÿ q ≤ r

è
∣∣Aξ(q)n

∣∣ > B äëÿ q > r, ãäå B � çàäàííîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî (ò. å. íà ïðàêòèêå ðàçóìíî ïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò, åñëè åå ìîäóëü ïðåâûøàåò çàäàííûé óðîâåíü B). Âàðüèðóÿ
A è çàäàâàÿ B, ìîæíî äîáèâàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè g = Aξn
ïðîñòðàíñòâó Cr(Qs) äëÿ òðåáóåìîãî r (ñì. òðåáîâàíèå 4).

×òî êàñàåòñÿ òðåáîâàíèÿ 5, òî, íàïðèìåð, äëÿ ñðåäíåé ïîãðåøíîñòè

∆1 = E

∣∣∣∣∣
M∑
i=1

g(xi)h−
∫ 1

0

g(x) dx

∣∣∣∣∣
ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

I =
∫ 1

0

g(x) dx ≈
M∑
i=1

g(xi)h, h = 1/M, xi = (i− 1)h+ h/2

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [39]:

∆1 ≤
√
πh2A3

√
n

144
√

2
× (n+ 1)(2n+ 1)

n2
; (2.7.5)

çäåñü â ñîîòíîøåíèè (2.7.4) èñïîëüçîâàíà ìîäåëü (2.7.1) áåç ðàçáèåíèÿ
ñïåêòðà. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ A è n ìîæíî âûâåñòè
è äëÿ äðóãèõ ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (òàê, â ðàáîòå [39]
êðîìå ôîðìóëû (2.7.5) ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ
ôîðìóë òðàïåöèé è Ñèìïñîíà).

2.7.5. Èñïîëüçîâàíèå òåñòîâîé ñèñòåìû ïðè èññëåäîâàíèè
ôóíêöèîíàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ îáëàñòåé.
Òðàåêòîðèè ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé (2.7.1), (2.7.3) è èõ
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ìîäèôèêàöèé (ñì. äàëåå ðàçä. 2.12) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè òåñòèðî-
âàíèè ôóíêöèîíàëüíîãî àëãîðèòìà 1.1.1. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
âîçìîæíîñòü íà ïðèìåðå ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà (1.1.8). Åñëè ïàðàìåòð
x èìååò ðàçìåðíîñòü l, à èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî s ïåðåìåííûì, òî
ïðè òåñòèðîâàíèè ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ãëîáàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè l ïåðåìåííûõ:

ϕ1

(
x(1), .., x(l)

)
=
∫
Y

Al+sξn
(
x(1), .., x(l), x(l+1), .., x(l+s)

)
dx(l+1)..dx(l+s).

Ìîäåëüíûå (ãàóññîâñêèå è íåãàóññîâñêèå) òðàåêòîðèè ñëó÷àéíûõ ïî-
ëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñëîæíûõ îáëàñòåé èíòåãðèðî-
âàíèÿ X. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü X = {x : ξn(x) > 0}.

2.8. Êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ
ïîëåé

2.8.1. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé âèäà (2.7.1), (2.7.3) ñëó-
æàò êîíñòðóêöèè êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ (â øèðîêîì
ñìûñëå) ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ýòî ¾ìàòåìàòè-
÷åñêèé àíàëèç â ñðåäíåì ñòåïåíè p = 2¿ � ñì. ïîäðàçä. 2.4.1) [40]. Îñíî-
âû ýòîé òåîðèè ìû èçëîæèì äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé (çäåñü íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ áîëåå êîìïàêòíû è íàãëÿä-
íû). Ïðåæäå âñåãî óïîìÿíåì òåîðåìó Áîõíåðà�Õèí÷èíà.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.8.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ R(u) áûëà êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîçíà÷íîãî îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
(ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà) ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà äîïóñêàëà ïðåäñòàâ-
ëåíèå âèäà

R(u) =
∫

Λ

ei
(
u,λ
)
F (dλ), (2.8.1)

ãäå (u,λ) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è λ èç Rl:
(u,λ) = u(1)λ(1) + . . . + u(l)λ(l), à F (λ) � íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ìåðó íà
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Λ ⊆ Rl.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.8.1. Ñîîòíîøåíèå (2.8.1) íàçûâàåòñÿ ñïåêò-
ðàëüíûì ðàçëîæåíèåì êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè R(u). Ìåðà F (λ)
èç (2.8.1) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé. Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà F (A) =

∫
A
f(λ) dλ, òî ôóíêöèþ f(λ) íàçûâàþò

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ.
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2.8.2. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 2.8.2),
äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ξ(x) = m+
∫

Λ

ei
(
λ,t
)
dG(λ), (2.8.2)

ãäå m ≡ E ξ(x), à G(λ) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ñ íåêîððåëèðîâàííûìè
ïðèðàùåíèÿìè è íóëåâûì ñðåäíèì òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ A1 è A2 èç Λ âûïîëíåíî

E
∫
A1

dG(λ)
(∫

A2

dG(λ)
)∗

= F (A1 ∩A2).

Èíòåãðàë â (2.8.2) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì (ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 2.8.2).
Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì m(x) ≡ 0 è D(x) ≡ 1.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.8.2. Ñîîòíîøåíèå (2.8.2) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëü-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x).

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξ(x) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü f(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ôóíêöèåé:

f(λ) = f
(
λ(1), . . . , λ(i−1), λ(i), λ(i+1), . . . , λ(l)

)
=

= f
(
λ(1), . . . , λ(i−1),−λ(i), λ(i+1), . . . , λ(l)

)
.

Êðîìå òîãî, ìíèìàÿ ÷àñòü G(λ) � íå÷åòíàÿ, à äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ îò λ, ò. å. äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò îáëàñòåé A1 è A2 (λ ∈ A1 ⇐⇒ −λ ∈ A2) âûïîëíåíî∫
A1
dG(λ) =

(∫
A2
dG(λ)

)∗
, ïðè÷åì äëÿ ñîõðàíåíèÿ íåêîððåëèðîâàííî-

ñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

G1 = Re
∫
A1

dG(λ) è G2 = Im
∫
A1

dG(λ)

áûëè íåçàâèñèìû äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ è

EG1 = EG2 = 0, DG1 = DG2 =
1
2

∫
A1

f(λ) dλ.
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Òîãäà âûðàæåíèÿ (2.8.1) è (2.8.2) èìåþò âèä:

R(u) =
∫

Λ

cos(u,λ) f(λ) dλ = 2
∫

Λ+

cos(u,λ) f(λ) dλ,

ξ(x) =
∫

Λ+

cos(x,λ) dG1(λ) +
∫

Λ+

sin(x,λ) dG2(λ),

ãäå Λ+ =
{
λ =

(
λ(1), . . . , λ(l)

)
: λ(i) ≥ 0

}
, à G1(λ) è G2(λ) � âåùå-

ñòâåííûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè è
ñîâïàäàþùèìè äèñïåðñèÿìè ïðèðàùåíèé, ïðè÷åì

G(λ) =
G1(λ)−G2(λ)

2
ïðè λ ∈ Λ+.

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â âåùåñòâåííîçíà÷íîì ñëó÷àå
ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è
äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè, ÷åì â êîìïëåêñíîçíà÷íîì ñëó÷àå.

Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8.2)
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.8.2. Åñëè Λ1, . . . ,Λn � ðàçáèåíèå ñïåêòðàëüíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Λ íà ïðîñòûå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîñâÿçíûå îáëàñòè
òàêèå, ÷òî Λi∩Λj = ∅ ïðè i 6= j; Λn = {|λ| ≥ tn}, à Λ1, . . . ,Λn−1 ðàçáè-
âàþò îáëàñòü {|λ| < tn} òàê, ÷òî ïðè n→∞ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî

tn → +∞ è max
1≤k≤n−1

diam Λk → 0, (2.8.3)

òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∫
Λ

ei
(
t,λ
)
dG(λ) = l.i.m.n→∞

n∑
k=1

(
ei
(
t,λk

) ∫
Λk

dG(λ)
)
, (2.8.4)

ãäå λk ∈ Λk.
Óòâåðæäåíèå 2.8.2 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

îò ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ñïåêòðà (êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîé
èíòåãðàëüíîé ñóììå èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8.4)). Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.8.4) ñëóæèò îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ
ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.10.1).
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2.9. Ìîìåíòíûå óñëîâèÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â C(X)

2.9.1. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñìåøàííûõ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ. Â êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé èìååòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.9.1. Åñëè ξ(x) � îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R(u) è f(λ) � åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü,
òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïðîèçâîäíàÿ

∂kξ
(
x(1), . . . , x(l)

)
∂
(
x(1)

)m1
. . . ∂

(
x(l)
)ml

, k = m1 + . . .+ml

â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì (ò. å. â ñðåäíåì ñòåïåíè
p = 2), íåïðåðûâíàÿ â ýòîì æå ñìûñëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ñóùåñòâóåò ∂2kR(u(1),...,u(l))
∂(u(1))2 m1 ...∂(u(l))2 ml

, è ýòà ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà;

2) îãðàíè÷åí ñìåøàííûé ñïåêòðàëüíûé ìîìåíò∫
Λ

∣∣λ(1)
∣∣2m1

. . .
∣∣λ(l)

∣∣2ml f(λ) dλ, λ =
(
λ(1), . . . , λ(l)

)
, Λ ⊆ Rl.

2.9.2. Ìîìåíòíûå óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(X). Èç
óòâåðæäåíèÿ 2.9.1 äëÿ m1 = . . . = ml = 1, óòâåðæäåíèÿ 2.4.2 äëÿ p = 2
è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà∣∣λ(1)

∣∣2m1
. . .
∣∣λ(l)

∣∣2ml ≤ ‖λ‖2 kl

ñëåäóåò
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.9.2. Åñëè äëÿ îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ξn(x),

n = 1, 2, . . . ñî ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè fξn
(λ) âûïîëíåíî óñëîâèå

(2.3.1) è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà H òàêàÿ, ÷òî âû-
ïîëíåíî

sup
n

∫
Λ

‖λ‖βl fξn
(λ) dλ < H (2.9.1)

äëÿ β = 2 l, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(x)} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(x) â
C(X).

Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî èç óòâåðæäåíèé 2.4.3, 2.9.2 ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå ìîìåíòíîå óñëîâèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè
(2.9.1) ñ β = 2 ([l/2] + 1).
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Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé (â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìîäåëåé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé) ìîæíî
ñóùåñòâåííî îñëàáèòü óñëîâèå (2.9.1) (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.11.3).

2.10. Ñïåêòðàëüíûå ìîäåëè îäíîðîäíûõ ãàóññîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ïîëåé

2.10.1. Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû ñïåêòðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Óòâåðæäåíèå 2.8.2 íàâîäèò íà ìûñëü èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå ÷èñëåííîé ìîäåëè îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(x) ñ íó-
ëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé äîïðåäåëüíóþ èíòåãðàëüíóþ
ñóììó

ξn(x) =
n∑
k=1

θk e
i
(
t,λk

)
, θk =

∫
Λk

dG(λ). (2.10.1)

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå (2.10.1) ñîâïàäàåò ñ (2.7.1) äëÿ ñëó-
÷àÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî ãàóññîâñêîãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ (ñì.
ïîäðàçä. 2.7.3).

Íàëè÷èå ðàçáèåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Λ íà ïîäìíîæåñòâà
Λ1, . . . ,Λn ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü ìîäåëü (2.10.1) êàê ïðèìåð äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ñì. ïðåäèñëîâèå).

2.10.2. Ñâîéñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñïåêòðàëü-
íîé ìîäåëè. Îáû÷íî ìîäåëü (2.10.1) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ òîëüêî ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû θk èç (2.10.1) ðåàëèçóþòñÿ íà ÝÂÌ êàê íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à â ýòîì ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.8.3)
êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëè (2.10.1) ñõîäÿòñÿ ê ãàóññîâñêèì
ðàñïðåäåëåíèÿì ïðè n → ∞ (ýòî ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû � ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 2.11.3). Ïîýòîìó óæå â äîïðåäåëüíûõ
âûðàæåíèÿõ âèäà (2.1.10) áåðóò

θk =
√
pkγk, pk =

∫
Λk

f(λ) dλ èëè pk = 1/n (2.10.2)

(äëÿ ìîäåëåé ñ ðàçáèåíèåì è áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà ñîîòâåòñòâåííî �
ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.10.4). Çäåñü γk � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà (êîìïëåêñíàÿ èëè âåùåñòâåííàÿ) � ñì. ôîðìóëó (2.7.1).
Ñîîáðàæåíèÿ î ïîñòðîåíèè íåãàóññîâñêèõ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé ñôîð-
ìóëèðîâàíû äàëåå â ðàçä. 2.12.
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Ìîäåëü (2.10.1), (2.10.2) âîñïðîèçâîäèò îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå:
ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn(x0) èìååò ãàóññîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå (âåäü âûðàæåíèå (2.10.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Eξn(x0) = 0 è Dξn(x0) = 1.

Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ (2.10.1), (2.10.2) ÿâëÿþòñÿ ãàóñ-
ñîâñêèìè, îäíàêî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïîëÿ ξ(x). Ìîæíî ëèøü óòâåð-
æäàòü, ÷òî ïðè n → ∞ è pk → 0 âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîäåëè (2.10.1) ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì ïîëÿ ξ(x)
(ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.11.2).

2.10.3. Âîñïðîèçâåäåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ðàíäî-
ìèçèðîâàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìîäåëü. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íå-
ñîâïàäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëåé ξn(x) è ξ(x) ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (2.8.1) è

Rξn(u) =
n∑
k=1

pke
i
(
u,λk

)
,

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ïî-
ëåé � êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Rξn

(u) è R(u), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâ-
íû. Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé Rξn

(u) è R(u).
Â êàæäîì ýëåìåíòå Λk ðàçáèåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåà-

ëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå λk, ðàñïðåäåëåííîå ñîãëàñíî óñå÷åííîìó
ðàñïðåäåëåíèþ:

λk ∼ fk(λ) =
f(λ)
pk

. (2.10.3)

Äëÿ ïîëó÷åííîãî íàáîðà {λ1, . . . ,λn} ðåàëèçóåì òðàåêòîðèþ ñëó÷àéíî-
ãî ïîëÿ ξn(x) ïî ôîðìóëå (2.10.1).

Ñîîòíîøåíèÿ (2.10.1), (2.10.3) îïðåäåëÿþò ðàíäîìèçèðîâàííóþ ñïåê-
òðàëüíóþ ìîäåëü ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.10.3) è ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìåðû G(λ),
îïèñàííûå â ïîäðàçä. 2.8.2, ïîëó÷àåì:

Rξn
(x1,x2) = Eλ,G

 n∑
k,j=1

ei
(
λk,x1

)
−i
(
λj ,x2

) ∫
Λk

dG(λ)

(∫
Λj

dG(λ)

)∗ =
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= Eλ,G

(
n∑
i=1

e

(
λk,x1−x2

) ∣∣∣∣∫
Λk

dG(λ)
∣∣∣∣2
)

=
n∑
k=1

(
EG

∣∣∣∣∫
Λk

dG(λ)
∣∣∣∣2×
(2.10.4)

×
∫

Λk

ei
(
λ,x1−x2

)
f(λ)
pk

dλ

)
=

n∑
k=1

∫
Λk

ei
(
λ,x1−x2

)
f(λ) dλ =

=
∫

Λ

ei
(
λ,x1−x2

)
f(λ) dλ = R(x1 − x2).

Óñëîâíîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè
(2.10.1), (2.10.3) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ {λ1, . . . ,λn} ÿâëÿåò-
ñÿ ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì; ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîëÿ ξn(x) òîæå ñòàíäàðòíî. Àíàëîãè÷íûå ñîîáðà-
æåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàí-
íîé ìîäåëè (2.10.1), (2.10.3) íå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè. Ïîëå ξn(x) îä-
íîðîäíî, íî íå ýðãîäè÷íî. Ýòè íåäîñòàòêè îñëàáåâàþò ïðè n→∞ è ïðè
ðàâíîìåðíîì èçìåëü÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Λ (òî÷íåå, ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé òèïà (2.8.3)) � ñì. äàëåå ðàçä. 2.11.

2.10.4. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà.
Ïðè ðåàëèçàöèè ðàíäîìèçèðîâàííîé ãàóññîâñêîé ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè
(2.10.1)�(2.10.3) îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì ðàç-
áèåíèÿ {Λ1, . . . ,Λn} ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Λ è ìîäåëèðîâàíèåì
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ {λk} ñîãëàñíî óñå÷åííûì ïëîòíîñòÿì
(2.10.3).

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áîëåå ïðîñòîé (è ýêîíîìè÷íîé) îêàçûâàåòñÿ ðàí-
äîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü âèäà (2.10.1), â êîòîðîé âåêòîðû {λk} îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåíû â Λ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(λ) è θk = γk/

√
n:

ξn(x) =
1√
n

n∑
k=1

γk e
i
(
t,λk

)
. (2.10.5)

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ñïåêòðàëüíîé ìî-
äåëüþ áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà. Ìîäåëü (2.10.5) âîñïðîèçâîäèò ãàóññîâ-
ñêèå îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ: Rξn

(u) =
R(u). Èç óòâåðæäåíèÿ 2.11.2 (ñì. äàëåå ïîäðàçä. 2.11.2) ñëåäóåò ñõî-
äèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.10.5) ê
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(x).
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2.11. Ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé

2.11.1. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû èçó÷èì àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ðàíäîìèçèðîâàííûõ
ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé (2.10.1), (2.10.5), à òî÷íåå, èññëåäóåì ðàçëè÷íûå
âèäû ñõîäèìîñòè

ξn(x) → ξ(x) ïðè n→∞. (2.11.1)

Ôàêò ñõîäèìîñòè (2.11.1) â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì äàåò òåîðåìà î ñïåê-
òðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. óòâåðæäåíèå 2.8.2). Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå äàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (2.10.1), (2.10.3).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.11.1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 âûïîëíåíî ñî-
îòíîøåíèå ∫

Λ

|λ|β f(λ) dλ < H1 (2.11.2)

è, êðîìå òîãî,

dk = diam Λk < H2 an n
−1/l, k = 1, . . . , n− 1 (2.11.3)

(òàêîå ðàçáèåíèå îáëàñòè {|λ| < an} ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ, íà-
ïðèìåð, ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó ñ øàãîì ïî êàæäîé îñè
ïîðÿäêà n−1/l), òî ïðè an = H3 n

2/(l(2+β)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n
èìååò ìåñòî îöåíêà

E|ξn(x)− ξ(x)|2 < H4 n
−2 β/(l(2+β)),

ãäå êîíñòàíòà H4 íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà x, ïðèíàäëåæàùåãî îãðà-
íè÷åííîìó ìíîæåñòâó X.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ó÷èòûâàÿ ñîâïàäåíèå ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíî-
ñòåé fξn

(λ) = f(λ), ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè (2.10.4) èìååì:

E
∣∣ξn(x)− ξ(x)

∣∣2 = Eλ,G

n∑
k,j=1

(∫
Λk

(
ei
(
λk,x

)
− ei

(
λ,x
))

dG(λ)×

×

(∫
Λj

(
ei
(
λj ,x

)
− ei

(
λ,x
))

dG(λ)

)∗)
=

=
n∑
k=1

∫
Λk

∣∣∣∣ei(λk,x
)
− ei

(
λ,x
)∣∣∣∣2 f(λ) dλ.
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Íåñëîæíî âû÷èñëèòü (ó÷èòûâàÿ, ÷òî eiu = cosu+ i sinu), ÷òî∣∣∣∣ei(λk,x
)
− ei(λ,t)

∣∣∣∣2 = 2− 2 cos
(
(λk,x)− (λ,x)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî |λk − λ| < dk ïðè λk,λ ∈ Λk è k = 1, . . . , n − 1 è â ñèëó
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(
(λk,x)− (λ,x)

)2 ≤ |x|2 |λk − λ|2. Èç
îãðàíè÷åííîñòè X ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà H5 > 0 òàêàÿ, ÷òî
|x|2 < H5. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåëè÷èíû dk ðàâíîìåðíî ìàëû è
ðàçëîæåíèå cos

(
(λk,x)− (λ,x)

)
ïî ìàëîìó àðãóìåíòó

(
(λk,x)− (λ,x)

)
äàåò îöåíêó∣∣∣∣ei(λk,x

)
− ei

(
λ,x
)∣∣∣∣2 < H6 d

2
k < H7 a

2
n n

−2/l, k = 1, . . . , n− 1;

çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî (2.11.3). Ñëåäîâàòåëüíî,

E
∣∣ξn(x)− ξ(x)

∣∣2 ≤ H7 a
2
n n

−2/l

∫∣∣λ∣∣<an

f(λ) dλ +H8

∫∣∣λ∣∣≥an

f(λ) dλ.

(2.11.5)
Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.11.2) è íåðàâåíñòâî∫∣∣λ∣∣≥an

f(λ) dλ ≤ a−βn

∫∣∣λ∣∣≥an

|λ|β f(λ) dλ,

ãäå an = H3 n
2/(l(2+β)), ïîëó÷àåì

E
∣∣ξn(x)−ξ(x)

∣∣2 ≤ H9 n
4/(l(2+β)) n−2/l+H10 n

−2 β/(l(2+β)) = H4 n
−2 β/(l(2+β)).

Óòâåðæäåíèå 2.11.1 äîêàçàíî.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà (2.11.5) îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó, åñëè

an îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì a2
n n

−2/l =
∫∣∣λ∣∣≥an

f(λ) dλ. Ïðè ýòîì åñ-

ëè f(λ) äîñòàòî÷íî áûñòðî (íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàåò ïðè
|λ| → +∞, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E

∣∣ξn(x)−ξ(x)
∣∣2 íå ïðåâîñõîäèò

âåëè÷èíû H n−2/l L(n), ãäå L(n) � ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-

ñêîì ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ξn(x) è åå ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñêî-
ðîñòü ðàâíîìåðíîé (â ñðåäíåì) ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn(x)}
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ê ξ(x), èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [38]). Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(x) (ò. å. äëÿ l = 1), èñïîëüçóÿ âëîæåíèå
ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W 1

2 [a, b] â C[a, b], èìååì îöåíêó

E sup
x∈[a,b]

∣∣ξn(x)− ξ(x)
∣∣ ≤ H11n

−β0/(2+β0)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.11.2) ïðè β = 2 + β0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî β0.

2.11.2. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.11.2 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé) [35]. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé

ψn(x) =
Mn∑
k=1

ζnk(x), x ∈ X, n,Mn ∈ N,

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζn1

(
x1

)
, . . . , ζnMn

(
xMn

)
âçàèìíî íåçàâèñèìû ïðè ëþáûõ x1, . . . ,xMn

, îáëàäàþò ìîìåíòàìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì Eζnk(x) = 0, Eζ2

nk(x) = b2nk(x) è maxk b2nk(x) → 0
ïðè n→∞;

2) ïðè n→∞ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ R̂n(x1,x2) ñõîäèòñÿ ê íåêî-
òîðîìó ïðåäåëó:

lim
n→∞

R̂n(x1,x2) = R̂(x1,x2);

3) ñóììû ψn(x) ïðè êàæäîì x óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèíäå-
áåðãà: ïðè ëþáîì τ > 0 âûïîëíåíî

1
B2
n(x)

Mn∑
k=1

∫
|w|2>τ2B2

n(x)

w2 dFnk(x, w) → 0 ïðè n→∞,

ãäå B2
n(x) =

∑Mn

k=1 b
2
nk(x), à Fnk(x, w) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ζnk(x). Òîãäà êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ψn(x) ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîé
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ψ(x) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eψ(x) ≡ 0 è
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé R̂(x1,x2).

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.10.1),
(2.10.3) ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {θk}. Çàìåòèì, ÷òî èç
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ñîîòíîøåíèÿ (2.10.1) è ñâîéñòâ ñëó÷àéíîé ìåðû G(λ) ñëåäóåò, ÷òî êàæ-
äàÿ èç âåëè÷èí θk ïðåäñòàâèìà â âèäå θk =

√
pk γ̂k, ïðè÷åì âåëè÷èíû

{γ̂k} íåçàâèñèìû è äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n âûïîëíåíî Eγ̂k = 0 è Dγ̂k = 1.
Â ÷àñòíîñòè, â ñîîòíîøåíèè (2.10.3) â êà÷åñòâå {γ̂k} âçÿòû ñòàíäàðòíûå
íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.11.3. Åñëè

max
k=1,...,n

E
∣∣γ̂k∣∣2+σ < H1 (2.11.6)

äëÿ íåêîòîðûõ σ > 0 è H1 > 0 (σ è H1 íå çàâèñÿò îò n) è

max
k=1,...,n

pk → 0 ïðè n→∞, (2.11.7)

òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξn(x) ñõîäÿòñÿ ê êî-
íå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.11.2. Â íà-

øåì ñëó÷àå Mn = n, ζnk(x) = ei
(
λk,x

)√
pk γ̂k. Ïåðâîå óñëîâèå óòâåð-

æäåíèÿ 2.11.2 âûïîëíåíî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.11.6), (2.11.7). Âòî-
ðîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâî âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (2.10.4). Îñòàåòñÿ ïðîâå-
ðèòü óñëîâèå Ëèíäåáåðãà, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: äëÿ ëþáîãî
τ > 0

n∑
k=1

E
(
ζ2
nk(x);

∣∣ζnk(x)
∣∣ > τ

)
→ 0 ïðè n→∞.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2.11.6) èìååì:

n∑
k=1

E
(
ζ2
nk(x);

∣∣ζnk(x)
∣∣ > τ

)
≤

n∑
k=1

E

(∣∣ζnk(x)
∣∣2+σ

τσ
;
∣∣ζnk(x)

∣∣ > τ

)
≤

≤ 1
τσ

n∑
k=1

E
∣∣ζnk(x)

∣∣2+σ =
1
τσ

n∑
k=1

E
(∣∣∣∣ei(λk,x

)∣∣∣∣√pk |γ̂k|)2+σ

≤

≤ H1

τσ

n∑
k=1

p
1+σ/2
k ≤ H1

τσ

(
max

k=1,...,n
pk

)σ/2 n∑
k=1

pk,

è òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (2.11.7) è
∑n
k=1 pk = 1 ñëåäóåò óñëîâèå 3 óòâåð-

æäåíèÿ 2.11.2. Óòâåðæäåíèå 2.11.3 äîêàçàíî.
Äëÿ ìîäåëè (2.10.1)�(2.10.3) âåëè÷èíû {γ̂k} ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêè-

ìè, è óñëîâèå (2.11.6), áåçóñëîâíî, âûïîëíåíî. ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ
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(2.11.7), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëî-
âèåì (2.8.3). Ñîîòíîøåíèå (2.11.7), â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî äëÿ ïðàêòè-
÷åñêè óäîáíîãî ðàçáèåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ¾êîëüöà¿

Λk = {λ : ak−1 ≤ |λ| < ak}, k = 1, . . . , n− 1; Λn = {λ : |λ| ≥ an};

çäåñü 0 = a0 < a1 < . . . < an è maxk=1,...,n(ak − ak−1) → 0 (äëÿ òàêîãî
ðàçáèåíèÿ óñëîâèå (2.8.3) íå âûïîëíåíî).

2.11.3. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõîäèìîñòü: ìîìåíòíûå óñëîâèÿ.Íà-
ïîìíèì (ñì. ñîîòíîøåíèå (2.11.1)), ÷òî ñïåêòðàëüíóþ ìîäåëü ξn(x) ìîæ-
íî òðàêòîâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùó-
þñÿ (â ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñìûñëàõ) ê ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè
ξ(x). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ξn(x) ∈ C(X), ò. å. òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè ξn(x) íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ôóíêöèîíàëüíîé ñõî-
äèìîñòè ãàóññîâñêîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.10.1)�(2.10.3) ê ìî-
äåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(x) â C(X).

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè â C(X), ðàññìîòðåííîé
íàìè â ðàçä. 2.2�2.4, 2.9, ïîìèìî óñëîâèé ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé (2.11.7) èëè (2.8.3) òðåáóåòñÿ íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â òåðìèíàõ ñìåøàííûõ ðàçíîñòåé (óòâåð-
æäåíèå 2.3.4), èëè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñòåïåíè p (óòâåð-
æäåíèÿ 2.4.2 è 2.4.3), èëè ñïåêòðàëüíûõ ìîìåíòîâ (óòâåðæäåíèå 2.9.2).
Ìû ðàññìîòðèì ñàìûå íàãëÿäíûå ìîìåíòíûå óñëîâèÿ (2.9.1) äëÿ ãàóñ-
ñîâñêîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ìîäåëè (2.10.1)�(2.10.3). Äëÿ ýòîé ìîäåëè
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Rξn

(u) è R(u) ñîâïàäàþò (ñì. ñîîòíîøåíèå
(2.10.4)), à çíà÷èò ñîâïàäàþò è ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè: fξn

(λ) = f(λ).
Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî óñëîâèÿ (2.9.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøå-
íèå (2.11.2) äëÿ íåêîòîðîãî β.

Èç óòâåðæäåíèé 2.4.2, 2.9.1, 2.9.2 èìååì β = 2l. Èç óòâåðæäåíèé
2.4.3, 2.9.1, 2.9.2 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíó β ìîæíî óìåíüøèòü äî
2([l/2] + 1). Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè (2.10.1)�(2.10.3)
è ãàóññîâîñòü ïðåäåëüíîãî ïîëÿ ξ(x), óäàåòñÿ îñëàáèòü ìîìåíòíîå óñëî-
âèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn(x).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.11.4 [13]. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ìî-
äåëè ñ ðàçáèåíèåì ñïåêòðà (2.10.1)�(2.10.3) ê îäíîðîäíîìó ãàóññîâñêîìó
ïîëþ ξ(x) ñëåäóåò èç óñëîâèé (2.8.3) è (2.11.2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β > 0.

Äëÿ ìîäåëè áåç ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà (2.10.5) ñëàáóþ ñõîäèìîñòü (2.11.1)
óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.11.2) äëÿ β = 2 [13].
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2.12. Íåãàóññîâñêèå ñïåêòðàëüíûå ìîäåëè

2.12.1. Ñïîñîáû ðåàëèçàöèè íåãàóññîâñêèõ ñïåêòðàëüíûõ ìî-
äåëåé. Çàìåòèì, ÷òî òåñòîâûå ôóíêöèè (2.7.1), (2.7.3) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå øèðîêîãî
ñïåêòðà òåñòîâûõ ôóíêöèé ìîæíî ïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü ðåàëèçàöèè
íåãàóññîâñêèõ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå ìîäåëè íåãàóññîâñêîãî
ïîëÿ ìîæíî âçÿòü ñóììó âèäà (2.7.1) ñ λk ∈ Λk è diamΛk → 0. Îäíàêî
çäåñü âåëè÷èíû λk1 è λk2 ïðè k1 6= k2 äîëæíû áûòü çàâèñèìûìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçìîæíû äâà ïóòè ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîå-
íèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé íåãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé:

� áðàòü íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå íåãàóññîâñêèå ñòàöèîíàðíûå ñëó-
÷àéíûå ôóíêöèè, ïûòàòüñÿ íàõîäèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè
ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà è ñòðîèòü ìîäåëè ñ ó÷åòîì ýòîé çàâèñèìîñòè;

� áðàòü òàêèå âèäû çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ñïåêòðà, êîòîðûå ëåãêî
ìîäåëèðîâàòü, à çàòåì èññëåäîâàòü, êàêèå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ïîëó÷à-
þòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Âòîðîé ïóòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíûì. Â äàííîì ðàçäå-
ëå ðàññìîòðåíû íåãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé.

2.12.2. Ôóíêöèè íà ãàóññîâñêèõ òðàåêòîðèÿõ. Ìåòîä îáðàò-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíèì èç ïðîñòûõ ñïîñîáîâ ïîëó-
÷åíèÿ íåãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé âèäà

Ξ(ψ)
n (x) = ψ

(
ξn(x)

)
(2.12.1)

(ñì., íàïðèìåð, [13]). Çäåñü ψ(v) � ôóíêöèÿ (íåñëó÷àéíàÿ), îïðåäåëåí-
íàÿ íà èíòåðâàëå (−∞,+∞), à ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ξn ÿâëÿåòñÿ ñïåê-
òðàëüíîé ìîäåëüþ âèäà (2.7.1) � ñ ðàçáèåíèåì èëè áåç ðàçáèåíèÿ ñïåê-
òðà. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê âûãëÿäÿò îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ Ξ(ψ)

n . Â ñèëó òîãî ÷òî îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìîäåëåé (2.7.1) ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ãàóññîâñêèìè, ïëîòíîñòü
pΞ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè (2.12.1) ñîâïàäàåò
ñ ïëîòíîñòüþ pψ(γ) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ψ(γ), ãäå γ �
ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ âåëè÷èíà.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå ôóíêöèè
Ξ(ψ)
n èç (2.12.1) èìåëè çàäàííóþ îäíîìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fx0 äëÿ x = x0, åñëè âçÿòü ψx0(v) = F−1
x0
Fγ(v) (â ýòîì ñëó÷àå ìîäå-

ëèðîâàíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.12.1) íàçûâàåòñÿ
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ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ [13, 16]), ãäå Fγ � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ. Â [13] ïðèâåäåí îáùèé âèä êî-
âàðèàöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (çäåñü l = 1) ψx(ξ0) äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ:

r(u1, u2) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

F−1
u1

(
Fγ(w1)

)
F−1
u2

(
Fγ(w2)

)
dw1 dw2

2π
√

1− ρ2(u1, u2) exp
(
w2

1+w2
2−2ρ(u1,u2)w1w2

2(1−ρ2(u1,u2))

) ,
ãäå ρ � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà
z(x) (Ez(x) = 0, Dz(x) = 1). Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå z èñïîëüçóåòñÿ
ξn. Â äàëüíåéøåì, ðàññóæäàÿ î ìåòîäå îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fx îäèíàêîâà äëÿ
âñåõ x ∈ X: Fx ≡ Fθ.

Ðàññìîòðèì òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàóññîâñêèõ
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âèäà (2.12.1). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,
[23]), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ψ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî

pΞ(u) = pγ
(
q(u)

)
q′(u), (2.12.2)

ãäå q(u) = ψ−1(u). Íàïðèìåð, åñëè ψ(v) = ev, òî, ñîãëàñíî (1.12.2),
èìååì:

pΞ(u) =
1√
2πu

exp
(
− ln2 u

2

)
, u > 0.

Ïîñëåäíåå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíûì (ñì.,
íàïðèìåð, [41]). Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà ψ(ξ0) (çäåñü l = 1)
èìååò âèä

r(w) =
[
exp
(
ρK(w)

)
− 1
]
/(e− 1),

ãäå ρK � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ξK [13].
Äàëåå, åñëè ψ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ

ôóíêöèÿ, òî

pΞ(u) = pγ
(
q(u)

)(
−q′(u)

)
= pγ

(
q(u)

)∣∣q′(u)∣∣. (2.12.3)

Ïóñòü òåïåðü èíòåðâàë (−∞,+∞) ðàçáèò òî÷êàìè a1 < a2 < . . . <
< aT−1 < aT íà ïîëóèíòåðâàëû

(a0 = −∞, a1], (a1, a2], . . . , (aT−1, aT ], (aT ,+∞ = aT+1)
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è èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîì îòêðûòîì èíòåðâàëå It = (at, at+1);
t = 0, 1, . . . , T, ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ëè-
áî ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, ëèáî ñòðîãî óáûâàþùåé, ïðè÷åì ψ′(v) 6= 0 ïðè
v ∈ It. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qt(u) îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê ψ(v), v ∈ It. Òîãäà
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ôîðìóë (2.12.2) è (2.12.3) [41]:

pΞ(u) =
T∑
t=0

pγ
(
qt(u)

) ∣∣q′t(u)∣∣χDt
(u), (2.12.4)

ãäå Dt � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè qt(u), à χDt
� èíäèêàòîð ìíî-

æåñòâà Dt:
χDt

(w) = {1 ïðè w ∈ Dt; 0 èíà÷å}.

Íàïðèìåð, äëÿ ψ(v) = v2 ìîæíî ðàçáèòü èíòåðâàë (−∞,+∞) íà
÷àñòè I1 = (−∞, 0) è I2 = (0,+∞) è âçÿòü q1(u) = −

√
u, q2(u) =

√
u.

Òîãäà èç (2.12.4) äëÿ Ξ = γ2 èìååì:

pΞ(u) =
1

2
√
u

(
pγ(
√
u) + pγ(−

√
u)
)

=
1√
2πu

e−u/2, u > 0.

Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ l = 1 èìååò âèä r(w) = 1 + 2ρ2
K(w) [13].

Àíàëîãè÷íî äëÿ Ξ = |γ| èìååì:

pΞ(u) = pγ(u) + pγ(−u) =

√
2
π
e−u

2/2, u > 0,

à äëÿ Ξ =
√
|γ| ïîëó÷àåì:

pΞ(u) = 2u
(
pγ(u2) + pγ(−u2)

)
=

2
√

2u√
π

e−u
4/2, u > 0.

Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ l = 1 èìååò âèä

r(w) =
2
π

[
ρK(w) arcsin ρK(w) +

√
1− ρ2

K(w)
]
.

Íåêîòîðûå äðóãèå ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (2.12.1) è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïëîòíîñòåé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è êîâàðèàöèîííûõ ôóíê-
öèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ Ξn ïðèâåäåíû â [13].

2.12.3. Êîìáèíàöèè ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äðóãèì ñïî-
ñîáîì èçìåíåíèÿ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (2.7.1)
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ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå ξn ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé η èçâåñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ýòó êîìáèíàöèþ â
âèäå

ζn(x) = g
(
ξn(x), η

)
, (2.12.5)

ãäå g(u, v) � íåêîòîðàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Îäíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïîëÿ (2.12.5) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ = g(γ, η). Ïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ X ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn(x0)
è η íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ [41]:

Fζ(z) =
∫
u,v:g(u,v)<z

pγ(u)pη(v) du dv.

Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé g óäàåòñÿ âûïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ pζ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè g(u, v) = u+v
ïîëó÷àåì ñâåðòêó:

pζ(z) =
∫ +∞

−∞
pγ(z − v)pη(v) dv =

∫ +∞

−∞
pη(z − u)pγ(u) du.

Äëÿ g(u, v) = uv èìååì:

pζ(z) =
∫ +∞

−∞
pγ

(z
v

)
pη(v)

dv

|v|
=
∫ +∞

−∞
pη

( z
u

)
pγ(u)

du

|u|
.

Äëÿ g(u, v) = u/v èìååì:

pζ(z) =
∫ +∞

−∞
pγ(zv)pη(v) |v| dv. (2.12.6)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè

η =
√

(γ̃2
1 + . . .+ γ̃2

q )/q

(çäåñü γ̃i ∈ N(0, 1) � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (èëè
t-ðàñïðåäåëåíèå) ñ q ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [41] è ôîðìóëà (2.12.6) èìååò
âèä

pζ(z) =
1
√
πq

Γ
(
q+1
2

)
Γ
(
q
2

) 1(
1 + z2

q

) q+1
2

. (2.12.7)
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ q = 1 ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.
Åñëè æå ðàññìîòðåòü ñëó÷àé g(u, v) = v/u, òî

pζ(z) =
∫ +∞

−∞
pη(zu)pγ(u) |u| du. (2.12.8)

È âíîâü ïðè η ∈ N(0, 1) ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü (2.12.7) ñ q = 1 (ò. å. ðàñ-
ïðåäåëåíèå Êîøè).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïëîòíîñòü (2.12.8) ñîâïàëà ñ (2.12.7), ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ

ζn(x) =
η√(

ξ2n(x) + γ̃2
1 + . . .+ γ̃2

q−1

)
/q

(çäåñü âíîâü η, γ̃i ∈ N(0, 1) � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû).

2.12.4. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàííûõ ìîäåëåé. Ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.12.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé {ξn, n = 1, 2, . . .} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ ïðè
n → ∞, à ôóíêöèÿ ψ(v) (íåñëó÷àéíàÿ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
(−∞,+∞), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
Ξn = ψ(ξn)

}
ñëàáî ñõîäèòñÿ â

C(X) ê ïîëþ ψ(ξ).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ôóíê-

öèîíàë
Φ̂(z) = Φ

(
ψ(z)

)
, z ∈ C(X),

ãäå Φ � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â C(X), òàêæå íåïðåðûâåí â ìåòðèêå
ρC . Äåéñòâèòåëüíî, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà Φ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
çàäàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ y1, y2 ∈ C(X)
òàêèõ, ÷òî ïðè ρC(y1, y2) ≤ δ1 âûïîëíåíî∣∣Φ(y1)− Φ(y2)

∣∣ < ε.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

z1, z2 ∈ C(X) è y1 = ψ(z1), y2 = ψ(z2).

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ψ ôóíêöèè y1 è y2 ïðèíàäëåæàò
C(X) è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ w1, w2 ∈ R
òàêèõ, ÷òî |w1−w2| < δ, ñëåäóåò, ÷òî

∣∣ψ(w1)−ψ(w2)
∣∣ < δ1. Ïóñòü òåïåðü

ρC(z1, z2) = sup
x∈X

∣∣z1(x)− z2(x)
∣∣ < δ.
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Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíåíî
∣∣z1(x)− z2(x)

∣∣ < δ, è çíà÷èò∣∣y1(x)− y2(x)
∣∣ = ∣∣ψ(z1(x)

)
− ψ

(
z2(x)

)∣∣ < δ1.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x ∈ X äëÿ âûáðàííûõ íàìè ôóíêöèé y1 è y2
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ρC(y1, y2) ≤ δ1, à çíà÷èò è∣∣Φ(y1)− Φ(y2)

∣∣ < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàøëîñü δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
z1, z2 ∈ C(X) òàêèõ, ÷òî ρC(z1, z2) < δ, âûïîëíåíî∣∣Φ̂(z1)− Φ̂(z2)

∣∣ = ∣∣Φ(ψ(z1)
)
− Φ

(
ψ(z2)

)∣∣ = ∣∣Φ(y1)− Φ(y2)
∣∣ < ε,

ò. å. ôóíêöèîíàë Φ̂ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå ρC . Óòâåðæäåíèå
2.12.1 äîêàçàíî.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fγ ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ, íåñî-
ìíåííî, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (−∞; +∞), ïîýòîìó äëÿ
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.12.1) â ìåòîäå îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ F−1

θ áûëà íåïðå-
ðûâíîé íà îòðåçêå [0, 1]. Ïîñëåäíåìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿþò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå íà îòðåçêå.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèè
ψ(v) = ev è ψ(v) = v2 íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè, à ôóíê-
öèè ψ(v) = |v| è ψ(v) =

√
|v| ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè íà

(−∞; +∞).
Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ 2.12.1 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ

g(u, v) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî u íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì v = v0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.12.5) ñëàáî ñõîäèòñÿ â
C(X) ê ôóíêöèè ζ(x) = g

(
ξ(x), η

)
.
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